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Neste trabalho apresentamos o fenémeno da aberragdo cromética e as condigdes para que seus efeitos sejam
minimos, utilizando um sistema duplo de lentes. Descrevemos, teoricamente, uma situagdo em que o sistema é
composto por duas lentes delgadas e, outra situagao, em que as lentes sao espessas.
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We discuss in this work the phenomenon of chromatic aberration and the conditions for minimizing their
effects, using a double system of lenses. The system is described theoretically when it is composed in one case

by thin lenses and in the another one by thick lenses.
Keywords: chromatic aberration, double lenses.

1. Introducao

No uso de aparelhos 6pticos, tais como microscépio
ou telescépio de refracdo (luneta), foram detectados
efeitos que diminuiam a perfeicao na formacao das
imagens. Um desses desconfortdveis efeitos é a denomi-
nada aberragao cromaética, que esta associado a luz po-
licromatica. No entanto, é possivel prever teoricamente
as possibilidades de minimizacao desse efeito, fazendo
uso de um sistema composto de duas lentes esféricas
convergentes, separadas por uma distancia conveniente
e previamente conhecida, ou, outro sistema acoplado de
duas lentes justapostas. Essas lentes, que constituem
tais sistemas Opticos de correcao, podem ser delgadas
ou espessas. A lente delgada é aquela, na qual a sua
espessura pode ser desprezada no contexto dos estudos
opticos. Por outro lado, na lente espessa, a sua largura
é relevante para as descrigoes dos fenémenos épticos,
em um contexto mais realistico.

Nota-se na Fig. 1, que uma lente é um conjunto
de dois didptros esféricos, com seus respectivos raios de
curvaturas Ry e Ry. No eixo principal, dois focos (F -
foco objeto, F; - foco imagem) ficam bem determinados
por dois raios de luz monocromaéticos de mesmo compri-
mento de onda. A lente tem uma espessura D medida

do vértice V1 ao vértice V. Dois planos (71, m2) inter-

1E-mail: acbertuola@gmail.com.
2Para uma melhor explicacdo apontamos as Refs. [L} [3].

ceptam perpendicularmente o eixo principal nos pontos
H, e H,. Tais planos? contém os pontos de interseccdes
entre os prolongamentos dos raios, incidente e emer-
gente. Neste trabalho, assumiremos que o material da
lente é homogéneo,? implicando em um tnico valor pra
o indice de refracao, para todos os pontos da lente. Em
muitas situagoes a espessura (D) pode ser desprezada,
quando comparada com outras distancias envolvidas no
estudo em questao. Caso contrario, essa espessura apa-
rece naturalmente na descrigao dos fendmenos estuda-

dos.

Figura 1 - Lente esférica.

3Para saber mais a respeito do indice de refragio em um meio ndo homogéneo, vide Ref. [7].
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1.1. Lentes delgadas

Quando se estuda lentes delgadas em um curso de
éptica geométrica?, utiliza-se a famosa equacdo de
Gauss

1 1 1

T= o (1)

fop p
que é valida na assim chamada aproximacao de Gauss
[1,2]. O foco f é o valor da distancia focal, p é a
distancia do objeto (o) a lente e p’, a distancia da
imagem (i) & lente considerada. Todas essas gran-
dezas sdo medidas em relacdo ao unico vértice (V).
Enfatizando que, na idealizagdo em que a espessura
é desprezada, os vértices (V1,V3) colapsam para um
unico ponto e, os planos (71, m2) funde-se em um sé.

A Fig. 2 permite visualizar a existéncia de dois tipos

de lentes delgadas, classificadas quanto as suas capaci-
dades intrinsecas de aproximar, ou afastar, um raio de
luz incidente, do eixo principal E;. Inicialmente, o raio
incidente e o eixo principal sao paralelos entre si, con-
seqiientemente, sdo definidos dois tipos de focos (F):
o real (Fig. la) determinado pelo cruzamento do raio
com o eixo principal E; e, o virtual (Fig. 1b), que é de-
terminado pelo cruzamento do prolongamento do raio
emergente, com o eixo principal. Para reconhecer ma-
tematicamente o foco real, ou seja, uma lente conver-
gente, um valor positivo é atribuido para a sua respec-
tiva distancia focal (f > 0). Caso contrdrio, quando
a distancia focal assumir um valor negativo, imediata-
mente fica subentendido tratar-se de um foco virtual,
ou seja, de uma lente delgada divergente. Nao é exage-
rado afirmar que a Eq. (1)) ainda continua sendo testada
exaustivamente nos laboratérios de fisica, por alunos e
professores envolvidos com as disciplinas bésicas e obri-
gatorias de um curso de fisica.

(a)

(b) P

4

Figura 2 - Caracteristicas fisicas e geométricas das lentes delga-
das.

Pode-se determinar o indice de refracdo das duas

4Um raio de luz é representado por uma reta.

Piondrio et al.

lentes (I e IT), por meio da equagao dos fabricantes de
lentes

O O T

em que R;; e Ry; sdo os raios de curvaturas® das
duas superficies esféricas de uma lente, reconhecida na
Eq. (2) pelo indice j que pode assumir os rétulos (1, IT).
Nesse caso, para determinar esse indice, é necessério
conhecer previamente o valor da distancia focal, que
pode ser obtida com a equagao de Gauss (1)).

O conjunto de lentes desenhadas nas Figs. 3a, 3b
e 3c, sao aquelas que se comportam como lentes con-
vergentes. Nesse caso, as distancias focais dessas lentes
assumem valores positivos, conforme a convengao ado-
tada anteriormente. O conjunto de lentes em 3c, 3d e 3e
sao divergentes e, as suas respectivas distancias focais,
assumem valores negativos. Nesta Fig. 3 observa-se
que, o valor do raio R; estd sempre associado a cur-
vatura da superficie direita das lentes, enquanto que o
raio de curvatura Ry corresponde a superficie esquerda.
As lentes convergentes, biconvexa e concavo-convexa,
mostradas nas Figs. 3a e 3c, respectivamente, satisfa-
zem as desigualdades R; < 0 e Ry > 0, para garantir
um valor positivo para a distancia focal na formula dos
fabricantes de lentes (2). Com essa mesma idéia, os
raios de curvaturas da lente plano-convexa esbocada na
Fig. 3b, satisfazem as condicées R < 0 e Ry — o0 .
Os raios de curvatura das lentes divergentes, biconcava
na Fig. 3d e, convexo-concava na Fig. 3e, satisfazem as
desigualdades R; > 0 e Ry < 0. Os raios de curvatura
da lente divergente plano-concava (Fig. 3f) satisfazem
as condigoes Ry — 0o e Ry < 0.

Com as regras de sinais convencionadas acima,
tendo conhecimento prévio do comportamento dos raios
notéaveis e, dispondo das equagoes de Gauss e dos fabri-
cantes de lentes, pode-se dizer que as bases da Optica
geométrica ficam estabelecidas e disponiveis para o seu
amplo uso neste trabalho. Essas bases sao largamente
exploradas em um curso de graduagao de fisica. No
entanto, o fenomeno da aberracao cromaética nao é
muito invocado e, afirmando sem receio, muitas ve-
zes nem ao menos é mencionado, consolidando-se como
um topico desconhecido para muitos estudantes. Pois
bem, neste trabalho exploraremos esse fenémeno e suas
possiveis correcoes.

1.2. Lentes espessas

A principal caracteristica dessa lente é a existéncia
de uma distancia bem definida entre os planos (71, m2).
Outra caracteristica importante é que, a sua espessura
nao é desprezada no estudo. Por exemplo, a equagao
dos fabricantes de lentes (2) para lentes espessas [1} 3],

5Esses valores podem ser obtidos diretamente por meio de um curvimetro.
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é complementada para incluir essa espessura, conforme
a equacao

D,
e e O
nj  RijRy;

As distancias focais Fg e F; sdo medidas em relagao
aos planos (71, ma), respectiva e novamente j = I, I1.

J
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Os tipos de lentes espessas sdo mostrados na Fig. 3
e as regras de sinais para os raios de curvatura sao as
mesmas definidos acima.

Trataremos a seguir das possibilidades tedricas
para as corregoes cromaticas, utilizando sistemas cons-
tituidos por dubleto de lentes delgadas e espessas.
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Figura 3 - Tipos de lentes convergentes e divergentes.

2. Aberracao cromatica

Pelos experimentos realizados por Isaac Newton,
sabe-se que a luz branca é composta por varias cores
com comprimento de onda caracteristico. Na decom-
posicao da luz branca por um prisma, obtém-se as co-
res: vermelho, alaranjado, amarelo, verde, azul, anil e
violeta. Essa decomposicao pode ser flagrada na natu-
reza, no maravilhoso fenémeno do arco-iris.

A Fig. 4 exibe uma foto de um arco-iris formado,
entre as nuvens, no céu do semi-arido nordestino. No
centro, obviamente, estd o Sol a pino e, na periferia do
halo, formou-se o arco-iris circular fotografado. Esse es-
petaculo natural foi oferecido gratuitamente para qual-
quer expectador.

A aberragdo cromdtica de uma imagem emerge da
decomposi¢do da luz branca, ou melhor, pelo fato dos
materiais, com os quais sdo confeccionadas as lentes,
apresentarem dispersao éptica, ou seja, o valor do seu
indice de refragao é diferente para cada comprimento

de onda [I}, 2, 4]. Assim, os raios de luz sofrem desvios
diferentes ao atravessarem as lentes e entao, determi-
nam seus respectivos focos em posicoes diferentes no
eixo principal E7, para cada comprimento de onda.

Figura 4 - Decomposigao natural da luz branca. Foto cedida por
Hugo Tzauyang.
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A Fig. 5 mostra a formagao dos focos no eixo princi-
pal [1], para duas cores de luz: vermelho (Fg) e violeta
(Fy). E nessa situacao que a disténcia entre dois focos
é a maior possivel [5,[6]. Para essas duas cores ocorrem,
o menor desvio (Ag) para o raio de luz vermelho e, o
maior desvio (Ay) para o raio de luz violeta.

violeta vermelho

v

Figura 5 - Distancias focais para raios de luz de cores diferentes.

3. Correcgoes para as aberragoes croma-
ticas

Existem, pelo menos, duas maneiras de minimi-
zar os efeitos das aberracoes cromaéticas, usando dois
sistemas 6pticos compostos por duas lentes (dubleto)
acopladas. A seguir, sdo reveladas essas possibilidades.

3.1. Dubleto de lentes convergentes delgadas
separadas

Nessa situagao, tendo em vista o sistema da Fig. 5,
insere-se entre a lente delgada convergente e o foco Fy,
outra lente delgada convergente, separadas por uma
distancia d, como pode ser conferido no desenho me-
nor da figura.

A Fig. 6 mostra a lente corretora Lj; cuja princi-
pal funcéo é aproximar os focos dos raios de luz mono-
croméaticos vermelho e violeta, diminuindo o efeito da
aberracao cromética. Nesse caso, o raio de luz vermelho
incidi, convenientemente, na diregao do centro de cur-
vatura da superficie esquerda da lente corretora e, atra-
vessa essa superficie sem sofrer desvio. Confirmando-
se geometricamente, de acordo com a Fig. 6, a pos-
sibilidade de uma corregao para aberracao cromatica,
coloca-se a seguinte pergunta:

e Qual a distancia d entre as lentes do dubleto?,
para que se tenha a minima distancia entre os focos,
que sao determinados pelos raios vermelho e violeta?

Piondrio et al.

LII

Figura 6 - Lente corretora convergente. O desenho maior foi con-
feccionado com régua, compasso e transferidor. Os valores usados
para os indices de refracées sao 1,38 para o vermelho e 1,48 para
o violeta. Admitiu-se conhecida, a priori, a Lei de Snell para
refragao.

A resposta para esta pergunta corresponde a
uma tentativa de minimizar as aberragoes cromaticas,
usando um dubleto de lentes delgadas” convergentes.
Para esse sistema 6ptico de duas lentes acopladas pa-
ralelamente e, ambas perpendiculares ao eixo principal,
a distancia focal resultante é dada pela equagao

11,1 d
frr fofir’

[ @
em que fr e fr; sdo as respectivas distancias focais
das lentes I e II que formam o dubleto, para uma
determinada luz monocromaética. Salienta-se que, as
distancias focais de cada lente do dubleto e a distancia
focal do sistema dubleto, sao fun¢des do comprimento
de onda da luz monocromatica incidente. Derivando
ambos os membros da Eq. (4) em relagdo ao compri-
mento de onda, usando a regra da cadeia para introdu-
zir os ndices de refragoes (ny,nrr) e impondo a condigao
df /d\ = 0, o resultado obtido é

1 dfr dng 1 dfrr dngr

fZdng dx T fZdng dh
( 1 dfrdny 1 dfu dnu> )
f[szI d?’L[ dA fIQIfI dn[] dA '

E possivel realizar uma transformacao de varidveis:
(R1j,R2;5) — (aj, Rj), definida pelas equagoes

{ Rz . (©)

em que a; > 0 e R; > 0. Observa-se que, o uso si-
multdneo dos dois valores dos raios de curvatura da
lente foi abandonado, para se trabalhar apenas com o

6Substitui-se uma lente convergente por duas lentes convergentes, dispostas simetricamente em relacdo & posicdo anterior da lente

substituida.

"Nessa situacio, a distancia d entre as lentes é bem maior que as espessuras das lentes do sistema.
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valor de um deles e a razao entre eles. Essa trans-
formacao de varidveis respeita as convencoes de sinais
para as lentes convergentes discutidas anteriormente.
Levando em consideracao as igualdades na Eq. (6)), a
equacao dos fabricantes de lentes (2) para lente L; é
reescrita na forma

1 (aj+1)(n; —1)

T ) — (7)

J Qj R;
Nota-se que dados os valores para os raios de curva-
tura, o valor de oy fica imediatamente estabelecido. No
limite em que a; — 1, a lente é biconvexa simétrica.
Derivando a Eq. (7) em relacao ao indice de refragao
n;, chega-se na equagao

_Ld (el L (8)
sz dnj - Oéj Rj'

Isolando R; na Eq. (7), e a seguir substituindo na
Eq. (8), o resultado é

dd 1
sz dnj (nj — 1) fj ' (9)

Substituindo a Eq. (9) na Eq. (5) e, a seguir, inte-
grando em relacao ao indice de refragao tem-se

/"? s (L) -
ny fr(nr=1) \ fu B

nf dngr d
- /n,v frr (nr —=1) (ff - 1) ' (o)

I

Para efetuar as integragoes da Eq. (10), recorre-se a
uma andlise fisica, guiada pelo gréafico mostrado na fi-
gura a seguir.

A regido dos comprimentos de onda do espectro da
luz visivel estd bem destacada no grafico da Fig. 7.
Observa-se que, nessa regiao, os indices de refracao de
varios materiais sofrem pequenas variacoes. Por uma
observacao direta na Fig. 7, constata-se a possibilidade
em adotar o indice de refracao associado a luz amarela,
como um indice de refracdo médio. Dessa maneira,
usando o teorema do valor médio, nas duas integrais
que aparecem na Eq. (10), resulta

(7 -)

Iir (n}%—n}/) _
It ng—1

()

It (nﬁ_”}/l>.

It ngr—1

Tendo em vista a Eq. (11)), define-se a quantidade

TLV - ’I’LR
6 =L —L, (12)
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Figura 7 - Indice de refracao em fungao do comprimento de onda.
Adaptado de uma figura apresentada na Ref. [1].

em que 0; é denominado poténcia dispersiva, relacio-
nando os indices de refracdo que aparecem natural-
mente na Eq. (1I). Lembrando novamente que, j = I
ou j = II. Da Eq. (1I)), obtém-se a distancia d que
minimiza os efeitos das dispersoes, cujo valor é

20 %)
d:fl i+ I I (13)
Or + 011
Existe a possibilidade de utilizar um dubleto cons-
tituido por duas lentes de mesmo indice de refragao,

conduzindo o valor de d para a forma mais simples

L fEE i

a (14)

O tratamento dado tem um cunho geral, ndo pres-
supondo de antemao, os mesmos valores para os raios
de curvatura das superficies de cada lente do sistema.
O valor para a distancia d estabelecido na Eq. (13) (ou
em (14)), é aquela em que o sistema dubleto minimiza a
dispersao éptica da luz, ou seja, aproxima os focos de-
terminados respectivamente pelos raios de luz violeta
(fV) e vermelho (fF), minimizando a distancia entre
eles. A distancia entre esses focos, Af = f — fV ou
melhor dizendo, a variacdo focal Af, pode ser obtida
por meio da Eq. (4)) e, o resultado é a equagao

N/ B £ A
fE+Ifi—d Y +fn—d
O valor minimo de |Af| pode ser visualizado por meio
de um grafico, por exemplo, como este da figura a se-
guir.

Os valores para os indices de refracao, mostrados
na Fig. 8, véalidos para as duas lentes, foram colhi-
dos diretamente na periferia da faixa em destaque na
Fig. 7. O material das lentes é o vidro “crown” de
silicato de boro. O valor do raio (R = 7,5 cm) foi
fixado e adotado para ambas as lentes, de forma que
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estas fossem biconvexas. O fato das duas lentes se-
rem iguais, simplifica ainda mais a Eq. (14) e, portan-
to, o valor ideal para a distancia entre as lentes coin-
cide com a distancia focal determinada por um raio
de luz de comprimento de onda na faixa da cor ama-
rela. O valor para a distancia ideal (dz = 7,239 cm)
entre as lentes foi obtido diretamente neste grafico.®
Por outor lado, para testar de forma rapida a vali-
dade da condigdo estabelecida em (14)), utiliza-se o valor
n = 1,518 que corresponde a um comprimento de onda
de luz na faixa do amarelo (& 470 nm). Nesse caso,
calculando as distancias focais para as duas lentes bi-
convexas por meio da Eq. (7) e, depois, substituindo
os valores obtidos na condigao (14)), obtém-se o mesmo
valor para a distancia ideal (d,,s,) entre as lentes, até a
terceira casa decimal pelo menos. A condigao (14)) cor-
responde a um valor magico que minimiza a aberracao
cromatica. Nesse caso, para as lentes delgadas separa-
das exatamente por essa distancia, eliminam completa-
mente essa aberracao, ja que a distancia ideal entre os
focos se anula.”

o777 7717
1 ng=1501
084 my=1533 /|
R=75cm
dpin =7.239 cm |
0.6
N
2
= 0.4
0.2
0 T
0

d (cm)

Figura 8 - Variacao focal em funcdo da separagao entre as lentes
delgadas.

3.2. Dubleto de lentes delgadas justapostas

Nesta secao, discute-se a possibilidade de uma
corregao para aberracao cromatica, utilizando um sis-
tema dubleto de lentes justapostas, uma convergente e
outra divergente. Inicialmente adotam-se as condigoes
em que, o sistema ainda possa ser reduzido as mes-
mas condigoes das lentes delgadas. No entanto, para
complementar essa atitude, realiza-se uma investigacao
mais realistica, na qual as lentes nao mais sejam con-
sideradas delgadas, migrando para um estudo de um
dubleto de lentes espessas.

Piondrio et al.

A Fig. 9, construida com régua e compasso, mos-
tra um par de lentes justapostas “coladas”, em que a
curvatura de uma face da lente convergente, coincide
com a curvatura de uma das faces da lente divergente
corretora.

\\

Figura 9 - Lente corretora divergente.

E relevante exibir os tipos de acoplamentos que po-
dem ser considerados, quando se trata de acoplamentos
de lentes justapostas.

A Fig. 10 mostra as trés formas de acoplamentos [1]
entre uma lente convergente e, outra lente divergente
corretora. O acoplamento (i) é aquele em que, a cur-
vatura da superficie direita da lente convergente coin-
cide com a curvatura da superficie esquerda da lente
divergente. Nesse caso, as superficies se tocam em to-
dos os pontos, mantendo-se “coladas”. Nesse tipo de
acoplamento, aparecem dois indices de refracdo. No
acoplamento (ii) os contatos sdo periféricos enquanto
que, em (iii) o acoplamento é do tipo central. Nestes
dois ultimos acoplamentos, nao bastam dois indices de
refragao, pois apresentam lacunas em algumas regioes
entre as lentes.

(i) (ii) (iii)

Figura 10 - Acoplamentos de lentes.

Se um sistema de lentes justapostas ainda estiver
inserido naquelas condicoes validas para as lentes del-
gadas, todo tratamento tedrico realizado anteriormente,
para um sistema dubleto de lentes delgadas convergen-
tes e separadas, podem ser aproveitadas no limite em
que a distancia entre as lentes tende para zero. Por

8Para ser mais preciso, o valor mfnimo de d foi obtido diretamente do programa confeccionado para desenhar este grafico.

9Geralmente nos livros-textos [1], obtém-se essa condi¢do adotando a priori o valor nulo para a distancia entre os focos. Essa abor-
dagem simplifica a forma de se obter a condicao (13). No entanto, o foco das lentes para a luz amarela é introduzido de uma forma ad
hoc, enquanto que neste trabalho emerge diretamente do teorema do valor médio para a integral.
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exemplo, no limite d — 0, a Eq. (4) que, permite cal-
cular a distancia focal do sistema dubleto, é simplificada

para a forma
1 1 1

[T
Pode-se, neste momento, derivar a Eq. (16) em relagao
ao comprimento de onda, ou entao, tomar o limite
d — 0 na Eq. (5)), cujos resultados culminam na mesma
equacao

(16)

L dff dny 1 dfrr dngg

fZdn; d\ — fZdngr d)

A primeira lente L; é convergente e, a trans-
formacao de varidveis mais conveniente é dada por
(Ri1,R2r) — (B,R). A segunda lente corretora Ly é
divergente e, a transformagao de varidveis que serd rea-
lizada é (Rirr,Rarr) — (7v,R). Nesse caso, assumiu-se
que a segunda lente estd “colada” & primeira. As carac-
teristicas das lentes que constituem o sistema dubleto
estao contidas na Tabela 1.

(17)

Tabela 1 - Raios de curvaturas das lentes acopladas.

Lentes Ly Lt
R —R AR
Ra BR —R

Ressaltam-se as seguintes condicoes: 3 >0,y > 0e
R > 0. Substituindo essas novas varidveis na Eq. (2),
dos fabricantes de lentes, o resultado é escrito na forma

% = (n;—1) (%) . (18)

Derivando a Eq. (18) em relacao ao indice de refragao e,
usando essa prépria equagao, obtém-se como resultado
a equacao
i1 (19)
fidnr  fr(nr—1)
Analogamente, substituindo os valores de Lj; contidos
na tabela acima, diretamente na Eq. (2), o resultado é

dado por
T (”“) . (20)

Derivando a Eq. (20) e usando a prépria igualdade,
chega-se a igualdade matematica
1 4 1
L fir . (21)
firdnrr  frr(ngr—1)
Substituindo as Egs. (19) e (21) na Eq. (17) e, efe-
tuando as integragoes usando novamente o teorema do
valor médio, o resultado obtido é

it I )
5[ 511
loquI: _ Dy 1 _Dy _
nrfr 2nrfr 8 nrfr
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Esta condicao para a corregao da aberracao cromatica,
poderia ter sido obtido de uma maneira mais simples,
bastava reconhecé-la como o resultado limite em que
d — 0 na Eq. (13).

3.3. Lentes espessas

O acoplamento de duas lentes espessas difere do
acoplamento de lentes delgadas, ja estudado na secao
anterior. A novidade é que, as espessuras das lentes
do sistema sao parametros de muita relevancia, para os
calculos que determinam as condigoes para a correcao
da aberragao cromética. As Eqgs. (4) e (16) continuam
validas para os sistemas constituidos de lentes espessas.

3.3.1. Dubleto de lentes espessas justapostas

Usando os valores contidos na Tabela 1, para os raios
de curvatura da lente espessa biconvexa Lj, a equagao
dos fabricantes de lentes (3) assume a forma

pmo[(25)- 20 2]

Para isolar o raio de curvatura R é necessario completar
o quadrado perfeito, no colchete do segundo membro
da equagao anterior (23). Procedendo com os calculos
algébricos obtém-se a equagao

11\/1462 Dr | (24)
(B+ 1) nrfr
Naturalmente que o raio de curvatura assume apenas
um valor, logo, existe a necessidade de se decidir a res-
peito do sinal da raiz na Eq. (24). Adiantamos que o
sinal negativo é aquele em que a Eq. (24) determina
o valor correto para o raio de curvatura R. De fato,
expandindo a raiz em série de Taylort” até o termo de
primeira ordem em 46 D ¢ considerando o sinal

(B+1)2 nrfr
negativo, o resultado é

1 (B+n
Ri 2(’[1]—1)DI

L 8 R B
R (B+1)(nr=1)f1 (B+1) nrfr
(25)
No limite em que Dy — 0, recupera-se a Eq. (18)
valida para a lente delgada biconvexa. O valor do raio
de curvatura é agora calculado corretamente por meio
da equacaot!

1 B+Ln [ [ 43 Dy |
R~ 2(n;—1)Dy [1 \/l (5+1)2n1f1|' (26)

Para a segunda lente espessa biconcava, a distancia
focal é calculada por meio da equacgao

11Se o foco nao se forma no interior da lente entdo nyf; > Dy, garantindo a existéncia da raiz no campo dos ntmeros reais.
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1 1 [v+1 nir—1\ Dy
7:(7111—1) — — 5| -
frr R\ ~ nrir ) YR

(27)
Nessa equagao, os valores da tabela foram usados na
equagao dos fabricantes de lentes (3). Novamente, com-
pletando o quadrado perfeito dentro do colchete no se-

gundo membro da Eq. (27), o raio de curvatura é cal-
culado por

1 (+Ynn + hy 4y Dy 1
R 2(nir—1)Dpg (v + 1) nrr | firl

(28)
A decisao a respeito do sinal da raiz é imediata, basta
considerar a condicdo R > 0. Assim sendo, tem-se

1 4y Dy 1
_ . 1.
(v 4+ 1) nar | f11]
(29)
Para confirmar esse resultado, langa-se a uma andlise
analoga aquela que foi realizada para a lente Lj, pas-

sando por uma expansao da raiz e tomando o limite
Dy — 0. De fato, expandindo a raiz no colchete da

1 (+Dnu
R 2(nir—1)Dyg

Eq. (29) em série de Taylor, o resultado é a equacao’?
1 _ YniI B ol Dyy n
R (v+1)(nr+ 1) fr] (v + 1)* s | frr]

(30)
(23) em relagdo ao indice de re-
), obtém-se

Derivando a Eq.
fragdo ny e usando a Eq. (26

Cldfr (B+1)7%n; L [ 46D; 5
Zdn;  28(n;—1)Dy B+1Dnsfr

x [1—(”1+1) <1—\/1—4@€’)]. (31)
2ng B+1)"nrfr

Se as raizes na Eq. (31) forem expandidas em série de
Taylor e considerando apenas os termos até a primeira

ordem em wﬁgii’;m, resulta
1 dfr 1 1 8 Dr
S fRdnp o fr(ng—1) (B+1)nynrfr ’

(32)
Caso o limite D; — 0 seja considerado, recupera-se a
Eq. (19), vélida para as lentes delgadas.
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Da mesma maneira, derivando a Eq. (27) e levando

em consideracao a Eq. (28), obtém-se
L dfn (v + 1)%ngg
f2 dng 2y (nrr — 1) Dyy

4 D
14— g )
(y 4 1) nar | fr1]
nrr+1) D
[1+ (ot (\/1 e )}.(33)

Expandindo as raizes em série de Taylor e, considerando
P 4yD
termos até primeira ordem em 1L o resultado

(+1)?nrfrr’
obtido é dado por
~ Vdfu 1 y
firdnir |frr| (nrr — 1)
D
1+ — T (34)
(y+ 1)* ng nrr | fr1l

No limite em que D;; — 0 a Eq. (34) se reduz a
Eq. (21), vélida para as lentes delgadas.

As Egs. (31) e (33) podem ser substituidas na
Eq. (17) e, em seguida, seus dois termos podem ser
integrados no intervalo do espectro de luz visivel. Efe-
tuando tais integracoes utilizando o teorema do va-
lor médio, obtém-se uma verdadeira, mas volumosa
equacao que nao oferece nenhuma praticidade de tra-
balho. Por outro lado, a versao aproximada é muito
mais vantajosa pela utilidade que se pode dar no estudo
dos limites e, pela sua sintética expressao analitica. De
fato, substituindo as Egs. (32) e (34) na Eq. (17), inte-

. grando no espectro visivel, usando o teorema do valor

médio e utilizando a definicdo da Eq. (12)), o resultado

é
(3 1_ B Dy _
It (B+1)%nendfy
D
72 a IIa +
(v + 1)* ng ng; L1l

orr

1+
/1]

(35)

No limite em que Dy — 0 e Dy; — 0, a Eq. (35) assume
a mesma forma matemédtica da Eq. (22), véalida para
um acoplamento de lentes delgadas. A condigao (35)
obtida imediatamente acima, minimiza o efeito da aber-
ragao croméatica por meio do dubleto de lentes espessas
justapostas.

12As Egs. (26) e (29) podem ser comparadas e assim, obtém-se uma condigdo que caracteriza o acoplamento de lentes justapostas

“coladas”:

B+1  nr—1

niDrp

qa

y+1 ny—1

nrrDr

4y Drr
—i_,_(ﬁ-‘rl)2 nrrlfrrl 1
1— — _ 40 DI '
(B+1)2 nrfr

Esta equacao foi obtida sem nenhuma restrigdo quanto aos valores dos indices de refragao. A condi¢do para minimizagao da aberragao
cromatica, que serd apresentada mais adiante, satisfaz automaticamente essa equacao, pois utiliza os valores contidos na tabela que ja

pressupoem esse tipo de acoplamento.
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3.3.2. Dubleto de lentes convergentes espessas

separadas

O sistema O6ptico usado é constituido por duas lentes
convergentes espessas, separadas por certa distancia d.
O procedimento nesta secao, segue nos moldes daqueles
desenvolvidos anteriormente, no estudo sobre o sistema
dubleto de lentes convergentes delgadas. O que de fato
muda € o uso da equagao dos fabricantes de lentes para
a lente espessa (3)). Para a primeira lente tal equagao é
escrita na forma

o[ (257) -0 2], oo

Para a segunda lente corretora, a distancia focal tem a
forma analoga & equagao anterior, conforme a equacao

S
i1

:@“_D[1@u+w_@m_n<m1}

R Br1 nir BriR?

As duas Egs. (36) e (37) sdo usadas para se chegar a
duas expressoes, ambas semelhantes a Eq. (32). Estas
sao substituidas na Eq. (5)) que é integrada nas mesmas
condigoes que foram realizadas na Eq. (10). Usando
novamente o teorema do valor médio para efetuar as
integracoes, chega-se a condi¢ao

d:f}l /IIJ'_f}lI(S/I (38)

O+ 0

na qual definiu-se

D
P ) P 1, (39)
(Br+1)"ngnifr
e também
D
7 ) - = (40)

(Brr +1)*n%, nrrfra

A condicao estabelecida na Eq. (38) é aquela em que
a aberragao cromética é minimizada por meio de lentes
espessas convergentes, separadas por uma conveniente
distancia entre elas. Para cada espessura existe uma
distancia especifica correspondente na qual a variagao
focal (JAf]) é minima, conforme é exemplificado na fi-
gura a seguir.

Os graficos mostrados na Fig. 11 foram desenha-
dos por meio da Eq. (15) e das Egs. (36) e (37). As
condigoes sao as mesmas daquelas utilizadas para con-
feccionar o grafico na Fig. 8, ou seja, um par de lentes
convergentes idénticas. A distancia ideal em que a va-
riagao focal é minimizada depende da espessura (e) das
lentes utilizadas. A tabela a seguir contém aquele valor
para o indice de refragao que, quando substituidos na
condicao (38) obtém-se as respectivas distancias ideais
entre as lentes, conforme a espessura das lentes.
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084 ¢=0cm _
e=1lcm 3
e=2cm

(¢ = espessura das lentes)

A7 (cm)

d (cm)

Figura 11 - Variacao focal em fungao da separagao entre as lentes
espessas.

A Tabela 2 mostra claramente que a distancia ideal
entre as lentes se modifica conforme a espessura. Es-
ses resultados concordam com que se constata visuali-
zando a Fig. 11, no que se refere aos valores “mégicos”
de d que anulam a variagao focal. Os valores para os
indices de refragao coincidem até a terceira casa decimal
e, estao na faixa do comprimento de onda amarelo.

Tabela 2 - Condig¢oes de minimizagao da aberragado cromética.

Espessura (cm)  Indice de refragio  d (cm)
0 1,518 7,239
1 1,518 7,408
2 1,518 7,585

Para verificar a influéncia da espessura das lentes,
considera-se a seguir o mesmo sistema dubleto utilizado
para construir o grafico da Fig. 8. A distancia entre as
lentes é aquela ideal usada para eliminar os efeitos da
aberracao cromatica, quando as lentes sao considera-
das delgadas (dynin). Nessas condigoes, estuda-se a va-
riagao da distancia focal em fungao da espessura das
lentes, por meio das Egs. (36)), (37) e (4). O resultado
é exibido graficamente na Fig. 12.

T T T T
0,054 -
0,044 A i
/,//
~ s
§ 0,03+ - -
§ e i
0,024 A -
el _
ng = 1,501
d = 1,535
0,014 Va oy =1 i
e dpin = 7,239 cm
// 1
//
O 4 T T T T
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2.5

Espessura (cm)

Figura 12 - Variagao focal em relagao a espessura das lentes.
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Pelo comportamento desse gréfico, observa-se que a
variacao da distancia focal s6 se anula quando as lentes
tiverem espessuras nulas. Nesse caso, quando as lentes
forem espessas, a variagao focal minima nao assumira
o valor nulo, na condi¢ao em que a distancia ideal seja
aquela valida para as lentes delgadas.

4. Conclusao

O fenémeno da aberragao cromatica pode ser corri-
gido com dois sistemas de lentes acopladas. O primeiro
sistema € constituido de duas lentes convergentes sepa-
radas por uma distancia conveniente. O outro sistema
é constituido por uma lente convergente e outra diver-
gente, justapostas “coladas”. Tais sistemas podem ter
um comportamento de uma lente delgada, ou, de forma
mais realistica, devem ser considerado como um sistema
de lentes espessas. Nesse caso, as espessuras das lentes
sao relevantes para as possiveis correcoes da aberracao
cromatica.
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