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Sao examinadas as condigoes fisicas e matematicas da consonéncia das ondas sonoras, estabelecendo-se uma
relagdo entre suas frequéncias fundamentais. Mostra-se que é independente de fases e amplitudes relativas além
de ser valida para todas as suas componentes harmonicas, concluindo-se que esta relagao de consonancia assim
definida depende apenas das frequéncias fundamentais. Por fim, examina-se como esta relagdo se manifesta na

estrutura da escala musical.

Palavras-chave: fisica e musica, relacdo de consonancia, escala musical.

Physical and mathematical conditions of consonance of sound waves are examined and a relation between its
fundamental frequencies is established. It is shown that it is independent from the relative phases and ampli-
tudes as well as the validity for all the harmonic frequencies. At last, it is discussed how this consonance relation

manifests itself in musical scales.

Keywords: physics and music, consonance relations, musical scales.

1. Introducao

A musica é a arte dos sons e a consonancia das on-
das sonoras é o que torna possivel a musica na nossa
vida. As regras para se combinar sons consonantes sao
bem conhecidas, tendo sido estabelecidas ao longo da
evolugao da musica. Os elementos bésicos sao as no-
tas e os intervalos entre as notas, cujas propriedades
principais sdo a frequéncia (da nota) e a consonancia
(do intervalo). Se duas notas musicais tem frequéncias
f1 e fa, respectivamente, o intervalo entre estas no-
tas é definido pela relagao r = fo : f;. Embora a
frequéncia seja uma grandeza continua, a musica é com-
posta por sons consonantes, sendo que os intervalos de
interesse musical se manifestam como fragdes de uma
oitava, assim chamada por conter oito notas (d6, ré,
mi, fa, sol, 14, si, D) dentro do intervalo de frequéncia
f(D6) : f(d6) = 2. Estas oito notas definem a escala
musical basica conhecida como a escala de dé maior.
Em relacao & nomenclatura [1], as denominagoes das
notas musicais estao relacionados com a lingua domi-
nante dos paises, principalmente, conforme mostra a

Tabela 1. Paises de idiomas diferentes tendem a ado-
tar a nomenclatura inglesa devido ao predominio do
inglés como linguagem universal. Neste texto os nomes
das notas, exceto os da oitava central, serao em letras
minusculas, os acentos podendo ser omitidos. Quanto
as oitavas, serao indicadas por indices inferiores varian-
do de 0 a 8.

A chamada musica ocidental é baseada na escala de
entonacao justa, um conjunto de notas musicais no in-
tervalo de frequéncias de fy a fi = 2fy que define uma
oitava, fo uma frequéncia de referéncia. A audi¢do hu-
mana ¢ sensivel a frequéncias entre 20 Hz a 20.000 Hz,
e um piano tipico cobre 7 oitavas, das notas lag a dos,
com frequéncias de 27,5 Hz e 4.224 Hz, respectivamen-
te, tendo como padrao de afinacdo a nota las (quarta
oitava, central) com frequéncia atribuida de 440 Hz [2,
3]. A Fig. 1 mostra o teclado do piano; a nota dé cen-
tral, de referéncia, préoxima a chave, é o doy. E claro
que o teclado do piano contém muito mais notas do que
as oito (por oitava) necessarias para a escala bdsica de
dé maior. Esta questao sera retomada adiante ao tratar
das construcoes das escalas musicais.

Tabela 1 - Denominagdes das notas musicais estao relacionados com a lingua dominante dos paises.

Linguas latinas em geral D4

Ré Mi Fa Sol La Si

Francés ut

re mi fa sol la si

Inglés e alemao C

D E F G A B

1E-mail: mgotoQuel.br.
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Figura 1 - Teclado tipico de um piano.

1.1. Escala pitagoérica

A origem da escala musical remonta ao matemaético
grego Pitdgoras que, usando um monocérdio com um
suporte moével entre as extremidades fixas da corda vi-
brante, identificou as relagoes entre as frequéncias como
os fatores preponderantes para a consonancia dos sons.
A Fig. 2 ilustra um monocérdio, o suporte mével di-
vidindo a corda tensionada em duas partes de com-
primentos Li e Lo. Pitdgoras percebeu que os sons
produzidos pelas partes com relagoes de comprimentos
Li/Ly iguais a 2/1, 3/2 e 4/3 eram particularmente
agraddveis enquanto que quaisquer outras combinagoes
arbitrarias resultavam desagradédveis. Dois sons re-
sultando numa combinagao agradavel sao ditos conso-
nantes, de outro modo sao dissonantes.

Uma corda de comprimento L tensionada e fixa nas
duas extremidades tem modos de vibracao definidos por
comprimentos de onda )\, satisfazendo [4]

2L
>\n =
n
para n assumindo valores inteiros 1, 2, 3, ..., etc.

Comprimento de onda e frequéncia se relacionam com
a velocidade de propagacao da onda sobre a corda,
v = f,, X Ap, de modo que

v v
fn = N, o
Considerando apenas o modo fundamental (n = 1),

as relagoes de frequéncia ficam fo/f; = L1/Ls. Em
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notacao atual, as relagoes acima definem as notas doq,
fa, sol e dos com a relagdo de frequéncia 3/2 : 4/3 =
9/8 entre as notas fa e sol, que define o intervalo de
um tom. A relagdo 2/1 corresponde ao intervalo de uma
oitava, neste caso de doy a dos.

L, > L, —»

A

Figura 2 - O monocérdio (ou monocorda), corda tensionada e
fixa nas duas extremidades, com um suporte mével que permite
variar o comprimento da corda.

Tomando como referéncia a nota do; definem-se as
notas re um tom acima e mi outro tom acima do re.
Com o mesmo procedimento, tendo como base a nota
sol, definem-se as notas la e si, completando a escala
de Pitagoras, na talela 2. A Tabela 3 mostra os inter-
valos entre as notas adjacentes numa oitava, de do; a
doy. Os intervalos entre as notas mi — fa e si — dos
resultam 256/243, intervalo que define o meio tom ou
semitom.

Por um vicio de linguagem é comum dizer que semi-
tom é a metado do tom - assim seria se o intervalo fosse
a diferenga das frequéncias. O intervalo é a razao entre
as frequéncias e, a rigor, espera-se que o intervalo de
um tom contenha dois intervalos de semitons. Significa
que se 7 for o intervalo de semitom, rx r = 72 deve cor-
responder ao intervalo de um tom. Na escala pitagorica
isto é satisfeito de forma aproximada, pois

2
256
2
= — ~1,1
r (243) , 1099

e o intervalo de um tom é 9/8 = 1,125. Significa, por
exemplo, que meio tom acima de do e meio tom abaixo
de re nao sao equivalentes. |

Tabela 2 - Notas e os respectivos intervalos em relagdo & primeira nota doj, na escala pitagdérica.

do1 re me fa

la st do2

1 9/8 81/64 4/3

27/16  243/128 2

Tabela 3 - Notas e os intervalos entre duas notas consecutivas, na escala pitagoérica.

doy —re re—mi mi— fa

fa — sol

sol —la la—si si—do2

9/8 9/8 256,243

9/8 9/8  256/243

1.2. Escala de entonagao justa

Consonancia e dissonancia nao sao conceitos absolutos,
e o astronomo grego Ptolomeu adicionou as relagoes
3:2:1 de Pitagoras as relagoes 4 : 5 : 6, considerando-
as tao consonantes quanto as anteriores. Tendo como
referéncia a nota do, resulta o conjunto de intervalos

{1, 5/4, 6/4 =3/2} correspondente ao conjunto das
notas {do, mi, sol}. Tomando a nota sol como re-
feréncia, o mesmo conjunto de intervalos multiplicados
por 3/2 fica {3/2, 15/8, 9/4} que define o conjunto das
notas {sol, si, reg}. Por fim, o mesmo conjunto ini-
cial de intervalos deslocados abaixo de dos resulta no
conjunto {4/3,5/3,2} correspondente ao conjunto das
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notas {fa, la, doz}. O intervalo 9/4 de rez (no se-
gundo conjunto) fica oitava acima e, dividido por 2,
corresponde ao intervalo 9/8 de re.

Este conjunto de notas com os respectivos interva-
los em relagao a nota dop, na Tabela 4, é a base da
chamada escala de entonacdo justa. A Tabela 5 traz
os intervalos entre as notas adjacentes, mostrando os
intervalos de tom maior (9/8 = 1,125), de tom menor
(10/9 =1,111---) e de semitom (16/15 = 1,0666- - ).
O conjunto das oito notas, de do; a dos, inclusive, define
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a escala de dé maior. As escalas musicais se repetem em
oitavas, e a Tabela 6 relaciona as frequéncias correspon-
dentes as notas da oitava central da escala de entonacao
justa, tendo como padrao a frequéncia f(Ld) = 440 Hz.

Tabela 4 - Notas e os respectivos intervalos em relagao a primeira
nota doi, na escala de entonagao justa.

doy re mi fa sol la st doo
1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2

Tabela 5 - Notas e os intervalos entre duas notas consecutivas, na escala de entonacao justa.

doy —re re—mi mi— fa

fa — sol

sol —la la—si si—doo

9/8 10/9 16/15

10/9 9/8 16/15

Tabela 6 - Intervalos em relagdo a L e as frequéncias (em Hertz)
correspondentes as notas da oitava central na escala de entonacao
justa.

D6 Ré Mi_ Fa Sol La S DS
3/5 27/40 3/4 4/5 9/10 1 9/8 6/5
264 297 330 352 396 440 495 528

A primeira nota (do) é a tonica, a terceira (mi) a
mediante e a quinta (sol) a dominante. A tdnica da
o nome ou a tonalidade da escala, a primeira delas
sendo a de dé maior. O padrao se repete em quin-
tas, definindo mais sete escalas de outras tonalidades
em ordem ascendente. Para manter o padrao de inter-
valos (tom-tom-semitom-tom-tom-semitom), recorre-se
a notas alteradas de meio tom para cima (sustenido,
simbolo #) em posigdes especificas. Por exemplo, a
préxima escala é a de sol maior, com o conjunto de no-
tas {sol,la, si,do,re,mi, fay, sol}, a nota fa alterada
para fax. Em seguida vem a escala de re maior con-
tendo as notas alteradas fax e doy, e assim por diante.
Em ordem descendente, usando alteragoes de meio tom
para baixo (bemol, simblo b) define-se mais sete escalas,
comecando pela de fa maior com a nota alterada sip,
depois si, maior com as notas alteradas si, e mip, e
assim por diante.

Para cada uma das escalas maiores, existe uma
menor relativa. A relativa menor de do maior é a la
menor, definido pelo conjunto de notas (sem alteragoes)
{la, si, do, re, mi, fa, sol,la} com o padrao de intervalos
(tom-semitom-tom-semitom-tom-tom). Escalas maior
e menor diferem nas posigoes relativas dos intervalos
de tom e semitom, estas diferencas produzindo sonori-
dades que expressam sentimentos antagonicos, alegres
(escalas maiores) ou tristes (escalas menores).

Quanto mais notas mutuamente consonantes con-
tiver mais possibilidades oferece a escala e, neste sen-
tido, a escala de entonacao justa é mais rica que a de
Pitagoras. Esta questao sera melhor avaliada na secgao
2, que trata das condigoes de consonancia.

Em termos fisicos, o som natural pode ser tratado

como uma combinagao linear de ondas sonoras com
frequéncias harmonicas f, = nfy em relagcao a uma
frequéncia fundamental fy para n inteiros (n =
1,2,3,...). As frequéncias harmoénicas sdo consider-
adas consonantes com a fundamental, a composicao
harmonica sendo uma caracteristica da fonte sonora, e
define uma das propriedades do som, o timbre, muitas
vezes caracterizado como qualidade do som. O som é
produzido pelas vibragoes mecéanicas de materiais que
constituem a fonte sonora contendo, em principio, to-
das as frequéncias harmonicas. Como todo sistema
mecanico vibrante real é amortecido, e esse amorteci-
mento depende da frequéncia e do material, o resultado
é a supressao de algumas das componentes harmonicas,
moldando assim o timbre.

1.3. Escala equitemperada

A escala de entonago justa ou a escala de Pitdgoras,
conhecidas como escalas naturais, apresentam algu-
mas dificuldades de ordem prética por conter relacoes
de frequéncia desiguais, o que dificulta a transposicao
de uma sentencga musical ou a execugao de uma pega
musical usando instrumentos com diferentes formas de
afinagao. Para contornar estas dificuldades foi criada a
escala cromatica ou temperada, construida de tal modo
que uma oitava contenha exatamente 12 notas sepa-
radas em intervalos iguais, de razao r,

fo, fi=rfo, fo=rfi=7fo, f3=7fo, -+,
fiz=1"%fo =2fo, (1)

onde fy é uma frequéncia de referéncia e fi5 = r'2fy, =
2fo € a frequéncia da nota oitava acima, resultando

r= 12y/2~1,0594631. (2)

Esta razdo r define o intervalo de semitom e r2 o in-

tervalo de um tom. A escala de igual temperamento,
atualmente, é de uso universal como padrao de afinacao
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da maioria dos instrumentos musicais. Instrumentos
musicais que tem notas definidas, como o piano, so-
mente sao possiveis na escala de igual temperamento,
capaz de acomodar todas as escalas usando um ntimero
minimo de notas musicais.

Na pratica a teoria musical utiliza as qualidades
sonoras da escala de entonacao justa inserida, de forma
aproximada, na escala equitemperada, fazendo uso da

Goto

praticidade desta ultima nas mudancgas de tonalidades
de trechos musicais ou nas transposicoes. A Tabela 7
relaciona as notas e as respectivas frequéncias da oitava
central da escala equitemperada, tendo como padrao a
frequéncia de 440 Hz da nota Ld. Nesta escala, as al-
teragoes sustenido (#) e bemol (b) definem notas enar-
monicas, dou = rep, Ten = Mip, etc..

Tabela 7 - Intervalos em relagdo a Lé e as frequéncias (em Hertz) correspondentes as notas da oitava central na escala equitemperada.
Apenas as notas sem alteracoes fazem parte da escala de dé maior.

Do Doy Re Reyx Mi Fa  Fax Sol Soly La Lay Si Do
Do Rey Re Mi, Mi Fa Soly, Sol Layg La Sip, Si Do
1 r r2 rs rt o r8 T’ r8 r9 r10 ril 2
262 277 294 311 330 349 370 392 415 440 466 494 523

2. Condicoes de consonancia

Os sons s@o ondas mecénicas que se propagam pelo
ar, descritas por equacoes diferenciais lineares, tendo
como fontes sistemas mecéanicos vibrantes também des-
critos por equagoes diferenciais lineares. Deste modo os
sons podem ser descritos como combinagoes lineares de
ondas contendo os modos normais de vibragao do sis-
tema fonte. A principal propriedade do som é a altura,
definida pela frequéncia mais baixa ou fundamental, as
demais componentes harmonicas contribuindo para o
timbre, uma das principais qualidades do som. Sons
puros sao os que tem uma inica componente harmonica
de frequéncia definida. Para entender as condicoes de
consonancia, considere dois sons puros de frequéncias
diferentes f1 e fo quando produzidos simultaneamente
(harmonia) ou em sequéncia num curto intervalo de
tempo (melodia). As observagdes do dia a dia sugerem
que a qualidade do som resultante deve-se essencial-
mente as frequéncias dos sons primarios, independente
de suas amplitudes relativas ou eventuais diferencas de
fases, entendendo-se por som primario o produzido por
uma tnica fonte sonora.

Usando relagoes trigonométricas [5], as oscilagdes
temporais, considerdas em fase, resultam [6]

cos 27 f1t + cos 2w fot =
|f1 = fol (f1+ f2)

2cos 2m it 2 cog 2Lt L2y ,
2 2

3)

mostrando uma onda principal cuja frequéncia é a
média das frequéncias dos sons primarios,

(f1+ fo)

F=fr="5

(4)
com amplitude modulada pela frequéncia de batimento

(fa— f1)

I- 2

(®)

Por consideragoes praticas e sem perda de generalidade,
pode-se supor que fo > f1. Assim, pode-se ver que, se
satisfeita a condigao

(fa+ f1) =n(f2 - f1),
isto é, a relacao de consonancia
2 _ (n+1)
i m-1)7

para n inteiros maiores que 1 (n > 1), a onda resultante
continuard periddica, comportando-se como uma com-
binacao de dois sons harmoénicos. Realmente, a relagao
trigonométrica (3) pode ser revertida para

(f2 ; fl)tCOSQ?T(fl ;rf2)t _

(6)

(7)

2cos2m

cos 2m(n — 1) fot 4+ cos 2w (n + 1) fot , (8)

onde
fo=rf2/(n+1)=fi/(n—1)
assume o papel da frequéncia fundamental.

Embora a propria fundamental nao esteja presente,
as duas ondas sao componentes harmonicas e portanto
sao consonantes se a consonancia for interpretada como
a auséncia de distorgoes e quaisquer outras irregula-
ridades na onda sonora como um todo. Em particu-
lar, n = 2 e n = 3 resultam nas relagoes fo = 3f1 e
fo = 2f1, respectivamente, condi¢oes harmoénicas trivi-
almente consonantes.

A relagdo de consonancia, Eq. (7), é satisfeita
quando a razao entre as frequéncias for um ntmero
racional e puder ser definido de tal forma que a
diferenca entre o numerador e o denominador seja igual
a 2, pois

(9)

(n+1l)—(n—-1)=2.
Por exemplo, o intervalo do — la,

5 (4+1)

4-1)’

3



Fisica e musica em consonancia

o intervalo do — sol,

5+1)
(6-1)

etc..

A Fig. 3 mostra as combinagoes de notas Dé e La
no quadro (a), D6 e Mi no quadro (b) e Dé e Sol no
quadro (c), casos tipicos de intervalos que satisfazem a
relagdo de consonéancia, Eq. (7).

2307-5

A Fig. 4 traz, nos quadros (a), (b) e (c) os padroes
irregulares, com periodicidade nao definida, que carac-
terizam as combinacgoes dissonantes.

A Tabela 8 contém os intervalos entre todas as no-
tas da escala de entonagao justa mostrando que a maio-
ria satisfaz a condigdo de consonancia. O mesmo nao
ocorre na escala pitagérica, como mostra a Tabela 9,
significando menos possibilidades para as construcoes
de linhas melédicas ou de acordes. ]

Vil

(@

ILRANE

(b)

IR

©

Figura 3 - Padrdes regulares tipicos de consonéncia, combinagdes de notas Dé e Ld em (a), Dé e Mi em (b) e Dé e Sol em (c).

MRl

I
VVV

(@

I

(b)

(©)

Figura 4 - Padrdes irregulares nao periédicos caracterizam a dissonéncia, combinagdo de Ré e La nos quadro (a) e combinagoes arbitrarias

nos quadros (b) e (c).

Tabela 8 - Intervalos entre as notas, na escala de entonacao justa.

do re mi fa sol la st do
do 1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2
re 8/9 1 10/9  32/27  4/3  40/27  15/9 16/9
mi  4/5 9/10 1 16/15  6/5 4/3 3/2 8/5
fa 3/4 27/32 15/16 1 9/8 5/4 45/32 3/2
sol  2/3 4/3 5/6 8/9 1 10/9 5/4 4/3
la 3/5  27/40 3/4 4/5 9/10 1 9/8 6/5
st 8/15  9/15 2/3 32/45  4/5 8/9 1 16/15
do 1/2 9/16 5/8 2/3 3/4 5/6 15/16 1
Tabela 9 - Intervalos entre as notas, na escala pitagdrica.
do re mi fa sol la st do
do 1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16  243/128 2
re 8/9 1 9/8 32/27 4/3 3/2 27/16 16/9
mi 64/81 8/9 1 256/243  32/27 4/3 3/2 512/81
fa 3/4 27/32  243/256 1 9/8 81/64 729/512 3/2
sol 2/3 3/4 27/32 8/9 1 9/8 81/64 4/3
la 16/27 2/3 3/4 64/81 8/9 1 9/8 32/27
st 128/243  16/27 2/3 512/729 64/81 8/9 1 256/243
do 1/2 9/16 81/128 2/3 3/4 27/32  243/256 1
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E de se esperar que quanto menor n mais simples é
a relagdo numérica (7) e melhor se manifeste a con-
sonancia. O intervalo de semitom 16/15 satisfaz a
relagdo (7) para n 31 porém notas separadas por
intervalo de semitom nao sao consideradas consonantes
pelos musicos, em razao dos batimentos.

Veja que das Egs. (4) e (5) resultam

f-=1fo

(10)

F=rfr=nfo, (11)

garantindo um padrao regular de periodicidade para
o som resultante. Quando as frequéncias dos sons
primédrios sao muito préximas, que implica n muito
grande e

f=nfo~fa>~f1,
o sistema auditivo nao consegue discriminar os dois sons
como distintos, percebendo-os como um inico som com
modulagao na amplitude (batimento),

€os 27 f1t + cos 27 fot = (2 cos 2 fot) cos 2 fot , (12)

a frequéncia de batimento f_ = fy abaixo do limiar de
audicdo [7].

A Fig. 5 mostra a combinagao das notas Dé e Si no
quadro (a), cujo intervalo que ndo satisfaz a condigao
de consonancia (7)), a combinacdo das notas Si e dog
(intervalo de semitom) no quadro (b) que, embora sa-
tisfaga a condigdo (7) o efeito do batimento é domi-
nante e, no quadro (c) a combinagdo da nota Dé com
outro alterado de um coma, que resulta num batimento
lento. O coma corresponde a "metade do semitom”e
estd préximo ao limiar da percepcao humana. Se a
frequéncia de batimento for muito pequeno em relagao
ao tempo envolvido, a modulagao nao sera percebida e
os dois sons serao confundidos como iguais. Este é o
efeito pratico que permite a escala de igual tempera-
mento, os pequenos desvios nos intervalos entre as no-
tas assim afinadas nao sendo percebidos. Pela mesma
razdo, pequenos desvios da relagdo de consonéancia (7))
nao sao percebidos.

(@

(b)
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2.1. Amplitudes e fases relativas

Nas andlises acima, foram considerados sons puros de
mesma amplitude e mesma fase, o que dificilmente
poderiam ser reproduzidos na pratica. Sendo assim,
se amplitudes diferentes forem usadas, a Eq. (3)) deve
ser modificada para

Aq cos2m fit + Ag cos 27 fot =
Aj [cos 2 f1t + cos 27 fot] + (As — Ay) cos 27 fot

onde a Eq. (7) pode ser aplicada para os termos de
igual amplitude. Entao, usando a relagao inversa (8), o
termo & parte é reincorporada, resultando na expressao
mais geral

Ay cos2m fit + Ag cos 27 fot =

Ay cos2m(n — 1) fot + Az cos2m(n + 1) fot , (13)

o que valida a relagao de consonancia (7)) para condigoes
mais gerais do mundo real, onde o controle fino da in-
tensidade sonora nem sempre é possivel.

A diferenca de fase pode ser introduzida supondo
que os sons priméarios sejam produzidos em instantes
diferentes. Neste caso, no lado esquerdo da Eq. (13)
pode ser reescrito como

Ajcos2mfy (t—t1) + Ascos2rmfs (t —ta) =
W [cos| + W [sen] ,

onde

W [cos] = By cos 2 f1t + Ba cos 27 fat

W [sen] = Cysen2r fit + Casen2r fot

sao fungoes auxiliares contendo termos em cosseno e
seno, respectivamente, com coeficientes

B1 = A1 (o)) 27Tf1t1, BQ = AQ [¢0)] 27Tf2t2 J

(©)

Figura 5 - Combinagdes de notas Dé e Si em (a), Si e dog em (b) e D6 e som um coma acima em (c).
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Cl = A186n271'f1t1, CQ = AQSGDQWthQ.

Supondo satisfeita a condi¢do (7), pode-se usar o de-
senvolvimento (13), resultando

W [cos] = By cos 2m(n — 1) fot + Bz cos2m(n + 1) fot.

Para o termo em seno, usando relagoes trigonomé-
tricas

sen2 f1t 4 sen2mw fot =

2 cos 2w@t SGHQWMt

)

o comportamento regular e periédico leva a mesma
Eq. (7), resultando

W [sen] = Cysen2m(n — 1) fot + Casen2n(n + 1) fot.

Revertendo os procedimentos, chega-se a expressao
geral

Ajcos2mfy (t —t1) + Az cos2mfs (t —ta) =
=Aycos2n(n—1)fo (t —t1) +
Ascos2m(n+1)fo (t —ta), (16)

garantindo que a relagao de consonancia aplica-se inde-
pendentemente de amplitudes e fases relativas dos sons
primdrios. A independéncia de fase é o que garante a
melodia e a harmonia numa mesma escala musical.

2.2. Combinacgoes harmonicas

Fontes sonoras sao sistemas mecanicos postos em vi-
bragao, superposicao linear de todos os modos nor-
mais de oscilacdo permitidos pelo sistema [4]. O som
resultante contém exatamente os mesmos modos de os-
cilacao da fonte, resultando num som caracteristico que
define a qualidade (timbre) do som, a altura definida
pela frequéncia do modo fundamental.

Assim sendo, os sons, ao propagarem-se no meio,
sao combinacbes harmonicas contendo o modos nor-
mais defindos pelas fontes sonoras. Deste modo, a
relagdo de consonancia (7)), além de independente das
amplitudes e fases relativas dos sons primadrios, deve ser
valido para as combinagoes harmonicas. Considerando
os sons primérios como combinagoes harmonicas cujas
frequéncias fundamentais sdo fi e fo,

up(t) = ZA’“ cos 2k f1t (17)
k=1
e
us(t) =Y Brcos2rkfat (18)

k=1
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resulta na composi¢do (considerando por enquanto
Bk = Ak)

u(t) = Z Ay, (cos 2k f1t + cos 27k fot)
k=1

=2 kz::l Ay cos QFkWt cos QWkWt .
(19)

Aplicando a condicao (7)), supondo f1 < fa, e rever-
tendo a relagdo trigonométrica, Egs. (8) e (13), chega-
se & forma geral

(oo}
u(t) = Z Ay cos2mk(n — 1) fot + By cos 2wk(n + 1) fot
k=1
(20)
para a série harmonica, atestando que a relacao de con-
sonancia (7)) continua aplicdvel.

3. Conclusoes

Embora consonéancia e dissonancia sejam percepcoes
com muita subjetividade, podendo variar entre indivi-
duos ou culturas, em termos gerais é de se esperar que
a influéncia das condigoes fisicas expressas através de
relacoes matematicas sejam fundamentais. Isto porque
o som é uma manifestagao fisica que pode ser descrita,
tanto na produgao como na propagacao, através de leis
fisicas e equagoes matematicas. Neste contexto é que
se apresenta uma relagao matemaética exata para definir
fisicamente as condig¢Oes de consonancia de ondas sono-
ras. Sob estas condigbes a onda resultante mantem a
estrutura harmonica, tendo a frequéncia de batimento
como a fundamental, embora a mesma nao esteja pre-
sente, o que a diferencia das ondas primdrias. A con-
sonancia é independente de fases e amplitudes relativas
assim como das componentes harmonicas, e a relagao de
consonancia proposta satisfaz a estas condigoes, depen-
dendo apenas das frequéncias fundamentais das ondas
primarias.

Quando a frequéncia de batimento é préximo ao
limiar da audigao, o efeito de modulagao da ampli-
tude torna-se mais importante, quebrando a percepgao
de consonancia, mesmo que a condicao fisica de con-
sonancia esteja satisfeita. Para ondas primérias com
frequéncias muito proximas, o efeito de batimento é
suave e praticamente imperceptivel. A aplicagdo mais
importante da consonéancia é na misica, onde percebe-
se que os intervalos entre as notas estruturadas numa
escala musical sao otimizadas para que satisfacam mu-
tuamente a condicao de consonancia.
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