Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 31, n. 3, 3502 (2009)

www.sbfisica.org.br

Alguns estudos de fluxo de fluido utilizando software grafico

(Some fluid flow investigations using graphical software)

Edvaldo Lima da Silval, Aguinaldo Robinson de Souza® e Emilia Mendonca Rosa Marques®

! Programa de Pés-graduagdo em Ciéncia e Tecnologia de Materiais, Universidade Estadual Paulista, Bauru, SP, Brasil
2 Departamento de Quimica, Faculdade de Ciéncias, Universidade Estadual Paulista, Bauru, SP, Brasil
3 Departamento de Matemdtica, Faculdade de Ciéncias, Universidade Estadual Paulista, Bauru, SP, Brasil
Recebido em 12/3/2009; Aceito em 10/4/2009; Publicado em 22/9/2009

Analisamos alguns modelos de fluxo de fluido utilizando o software grafico F(C): Fungoes Complexas. Des-
crevemos as equagoes que expressam o potencial complexo, bem como a velocidade complexa para cada modelo.
Os modelos estudados sdo fluxo uniforme, com fonte, com sumidouro, composto, circular e com obstaculo. Apre-
sentamos o conceito de Dominio de Cores e o mecanismo de leitura dos gréaficos. Cada modelo é apresentado
de forma exemplificada, incluindo representacées geométricas das curvas de fluxo e equipotenciais, bem como os

graficos do potencial complexo e velocidade complexa.

Palavras-chave: fluxo de fluido, fung¢bes complexas, software gréfico.

We review some models of fluid flow using the graphical software F(C): Complex Functions. We explain the
equations that describe the complex potential as well the complex velocity for each model. The studied models
are uniform, source and sink flows, superposition of flow and flow around circular obstacle. We present the
concept of Color Domain and the way to read a graph. Examples are given for each model, including geometric
representations of equipotential lines and streamlines, as well complex potential and velocity graphs.
Keywords: fluid flow, complex functions, graphical software.

1. Introducao

A solucdo de alguns problemas no estudo de fluxo
de fluido como, por exemplo, dindmica de fluidos,
hidrodindmica e aerodinamica, pode ser encontrada
a partir da utilizacao de métodos de varidveis com-
plexas [1} 2].

Neste trabalho propomos uma interpretacao grafica
para alguns modelos de fluxo de fluido que podem ser
mais bem compreendidos e explorados através do uso
do software F(C): Fungées Complezxas.

Exploracoes gréaficas de fendomenos modelados por
métodos de varidveis complexas ja sao realizadas de
modo a estender a compreensao de situagoes complexas
e abstratas [3, 4].

Sendo assim, propomos algumas andlises de mo-
delos de fluxo de fluido, tendo como base a re-
presentagao grafica através da técnica denominada
Dominio de Cores. Apresentaremos argumentos e resul-
tados que demonstrem o auxilio na compreensao desses
fenomenos.
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2. Apresentacao do problema

Algumas suposicoes bésicas sao aplicadas na elaboracao
dos modelos aqui tratados. Observamos um sistema de
fluxo em duas dimensoes, cuja extensao para o espago
é feita a partir de um conjunto de planos paralelos,
em que as caracteristicas do movimento do fluido e o
padrao do fluxo sao sempre iguais.

O fluxo é estacionario, ou seja, a velocidade do flui-
do é independente do tempo. Os componentes da ve-
locidade sao obtidos através da descricao do seguinte
potencial complexo

Q(z) = @(x,y) +i¥(x,y), (1)
onde a fungdo P(z,y) denota a funcgdo potencial
de velocidade que quando igualada a uma constante
(®(z,y) = «) indica pontos que possuem mesmo po-
tencial (curvas equipotenciais). ¥(z,y) é a fungio de
fluxo, que representa o caminho real das particulas do
fluido no modelo de fluxo (a igualdade ¥(z,y) =
indica cada caminho possivel que o fluido percorre) e
i = v/—1 representa a unidade imagindria.

O fluido é considerado incompressivel, onde ha con-
servacao da densidade. Também nao apresenta viscosi-
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dade, é um fluido ideal (o movimento de um fluido vis-
coso tende a aderir na superficie de um obstéculo loca-
lizado em seu caminho).

A funcdo potencial complexo (2(z)) fornece in-
formagdes que caracterizam o modelo de fluxo. A par-
tir desta, é possivel obter a velocidade complexa (V)
através da conjugacao da derivada da fungao poten-
cial [1]

V =0'(2). (2)

A velocidade complexa é composta pela sua mag-
nitude ou médulo (|Q'(z)]) e pela diregdo. Uma
observagao importante a ser destacada no modelo de
fluxo de fluido é a de pontos de estagnagao, como o
préprio nome sugere, pontos em que a velocidade do
fluxo é nula (| (z)] = 0).

A funcéo potencial complexo (assim como a fungao
velocidade complexa) é definida no conjunto dos
nimeros complexos, ou seja, §2 : C — C, com dominio
e contradominio subconjuntos de C.

Se um elemento z do dominio da funcao €2 pode
ser expresso em termos de uma soma de niimeros reais,
z=2x+yicomzx ey R, e o elemento correspondente
Q(z) = w do contradominio (ou imagem) da funcao 2
também, w = a + bi com a e b € R, entdo uma repre-
sentacao grafica plausivel devera relacionar x, y, a e b.

Considerando ainda que cada dimensao real (eixo
orientado) pode ser associada a uma varidvel real (z, y,
a e b), s2o necessarios 4 eixos para representar a relagao
entre estas variaveis.

Como alternativa, utilizaremos o conceito de
dominio de cores para representar e interpretar alguns
modelos de fluxos nas condigoes inicialmente apresen-
tadas.

3. Dominio de cores para funcgoes de
uma variavel complexa

Chamamos de Mapa do Plano Complexo uma dis-
tribuicao de cores num plano em que cada ponto desse
plano (cada ntdmero complexo) pode ser identificado
por sua respectiva cor (Fig. 1 (b)).

Neste Mapa cada ponto do plano possui uma
Unica cor (a menos da limitagdo humana de dis-
tingdo) e, mais importante, cada cor aparece para ape-
nas um unico ponto, ou numero complexo. Se dois
nimeros complexos sao diferentes, as cores associadas
a estes numeros também o serao. Existem, nessa dis-
tribuicao, duas variagoes de cores perceptiveis: a angu-
lar (variagdo da composigio da cor) e a modular (tona-
lidades claras e escuras). As variagoes angulares se dao
em torno da origem e as distancias, em relagao a origem.
Este comportamento coincide com uma caracteristica
dos ntimeros complexos: argumento e mddulo, sendo
entao melhor observada utilizando a representacao po-
lar (z = r(cosf + isinf)) [4].
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Assim, ao nos referirmos ao numero 1 + 07 (ou a
posicao (1,0)), por exemplo, estaremos utilizando a cor
vermelha na tonalidade em que a distribuimos no Mapa
(Fig. 1 (b)). Para representar o nimero 0 + 07 (ou a
posigao (0,0)), utilizaremos a cor preta. E assim suces-
sivamente.

O conceito mais importante nessa representacao é
o de que a cor toma lugar do niimero complexo, e
consequentemente, da posigao. Essa substituicao é
bem proposital, uma vez que posi¢cao, enquanto re-
presentacao, possui dimensao, ou seja, ocupa lugar no
espago. Ja a cor, em termos menos rigorosos e impre-
cisos, nao ocupa espago fisico. Um plano colorido nao
terd mais dimensoes do que outro sem cores.

O grafico de uma funcao de varidvel complexa
(Fig. [1l (a)) é representado da seguinte forma: é uma
representacao colorida em duas dimensoes em que as
posicoes cartesianas no grafico representam os elemen-
tos do dominio (z) e as cores representam os elemen-
tos do conjunto imagem (w) da fungdo. Cada ponto
no plano possui uma cor associada, e é essa associagao
que distingue uma funcao de outra. Para cada funcao
havera uma associagao tnica entre pontos e cores no
grafico [5].

No entanto, é necessario atribuir um significado
numérico em C, para as cores. Para isso, hé o suporte
do Mapa do Plano Complexo (Fig. 1l (b)), cujo papel
é o de auxiliar o usuario no processo de traducao de
cor para numero complexo. Cada grafico precisa de um
Mapa para que haja significado. Para os estudos aqui
tratados, utilizaremos inicialmente o Mapa apresentado
na Fig. [l (b).

A Fig. [1l mostra um esquema tipico de leitura de
graficos gerados pelo dominio de cores.

[} F(C): Fungdes Complexas e

Grifico Funcdes Aparéncia Dominio de Cores ?

i Im (z)

Maps 0 Complexo

B

(b)

Re2=0,78 [Imz=-0,04 [f(z) = 1*exp(-i"0,785)"z

(a)

Figura 1 - (colorida na versdo eletrénica) Leitura do grafico da
fungdo Q(z) = Voe~ ¥z, para Vo = 1 e § = 7/4, utilizando o
dominio de cores.

Os gréaficos aqui utilizados foram gerados a partir
do software F(C): Fungées Complezas, desenvolvido
pelos autores e disponivel gratuitamente no enderego
http://wwwp.fc.unesp.br/~edvaldo [6].
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4. Fluxo uniforme

O modelo mais elementar de fluxo é o uniforme sem
obstéculo, representado na Fig. 2. Nesse fluxo, o fluido
se move a uma velocidade constante V{, cujo sentido
define um angulo 6 com a diregao positiva do eixo .

//Z//

4
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Figura 2 - Representagdo geométrica planar do fluxo com veloci-
dade constante Vj e angulo de inclinac¢ao 6 com o sentido positivo
do eixo x.

O potencial complexo para o fluxo apresentado na
Fig. 2 é dado por Q(z) = Voe 2, onde podemos ve-
rificar trigonometricamente a relacao entre as compo-
nentes da velocidade complexa

V=V, +iV, = Vycosd +iVysinf = Vye'.

Pela Eq. (2), temos

V=0(z) = Ve”,
Q(z) = Voe ™,
Qz) = Voe 2,

desconsiderando a constante de integracao.

O grafico da fungao potencial complexo (£2(z)) é o
mostrado na Fig. [1l (a). Note que é evidente a rotagao
das cores em torno da origem do sistema de coorde-
nadas, associada ao valor § = /4 da equacao (sentido
anti-hordrio).

Nesse modelo, a velocidade potencial é constante, ja
que ' (z) = Voe .

5. Fluxo com fonte

O potencial complexo do modelo de fluxo com fonte é
dado por

3502-3

O(z) = kln(z — a), (3)

comk € Rlk >0ea € C,onde k é 4 intensidade da
fonte e a é o ponto de localizacao da fonte. Considera-
mos que o fluido estd emergindo a uma taxa constante.

Na Fig. [3 representamos as curvas do fluxo (cami-
nho das particulas do fluido) com linhas preenchidas
e as curvas equipotenciais (mesmo potencial de veloci-
dade) com linhas tracejadas
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Figura 3 - Representagao geométrica planar do fluxo emergindo
da fonte no ponto a em taxa constate.

A Fig. |4 apresenta o gréafico do potencial complexo
para um caso exemplificado (Q2(z) = In(z — (1 + 7))).
E possivel observar que ha uma descontinuidade da
fungdo determinada por z = z + ¢, com = < 1 (mu-
danga brusca da cor amarelo claro para magenta claro).
Nessa mesma regiao, ha uma indeterminagao que pode
ser verificada algebricamente

Qz+1) In(z +i— (1+71)),
Qz+i) = In(z+i—-1-1),
Qx+i) = Iln(z-1),

sendo In(z — 1), com z € R, uma fungao real definida
apenas para x > 1.

A porgao preta ao redor do ponto (2,1) indica que
o valor da fungao é, ou estd préximo de, zero. Para
verificar fazemos

Q24i) = In2+i—(1+19),
Q24i) = In2+i—1—1),
Q(2+i) = In(1),

Q2+1i) = 0.
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Portanto, 241 é raiz da fungao Q(z) = In(z—(1+17)).
De forma similar, é possivel verificar que z =a+1 é a
solucdo para a Eq. (3)

In(z—a) = 0,
e = z-—a,
1 = z—a,
z = a+1.

Figura 4 - (colorida na versdo eletrénica) Gréfico de
Q(z) = kln(z—a),comk=1lea=1+1.

A velocidade complexa desse modelo de fluxo é dada
por

(=) = conj ( k ) , ()

comk eRlk>0eacCla#z.

A Fig. |5l representa o grafico da velocidade com-
plexa para o fluxo com fonte no ponto a = 1+ i e
k = 1. Através desse grafico, percebe-se que as cores
claras estdo préximas ao ponto (1, 1), centro da fonte,
indicando valores cujo mddulo é de valor grande.

A preservagao das tonalidades de cores ao longo das
direcoes radiais em consonancia com a disposicao no
Mapa do Plano Complexo (Fig. 1l (b)) indica que néo
hé mudancga de direcao do escoamento. Podemos veri-
ficar

V' (z) = conj (,z—(le)) '

Fazendo w = z — (1 + i), temos

Silva et al.

Q(w+1+i) =
Vwrit) - nj<

Vwris) = n]<w)
Y(w+1+i) =

Utilizando a forma polar, w = r(cosf + isinf), com
Im(w)
Re(w)

r = |w| e 8 = arctan ( ), chegamos a

Vwrit) - 7“(cos€:;isir19)7

YV(w+1+14) = r '(cosf+isinh),

onde é plausivel perceber a inversio no médulo (r—1)
e deslocamento: para cada ponto w + 1 + ¢ tem-se a
imagem w, com moédulo invertido.

Figura 5 - (colorida na versdo eletronica) Grafico de

Q' (z) = conjy ﬁ ,comk=1lea=1+q1.

6. Fluxo com sumidouro

Similar ao modelo anterior, o potencial complexo do
modelo de fluxo com sumidouro é dado por

Q(z) = —kln(z — a), (5)

com k € Rk > 0ea € C, onde k é a intensidade da
fonte e a é o ponto de localizagao do sumidouro.

As curvas de fluxo e equipotenciais sdo represen-
tadas na Fig. 6.
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Figura 6 - Representagdo geométrica planar do fluxo desapare-
cendo do sumidouro no ponto a em taxa constate.

Podemos analisar o potencial complexo do caso re-
presentado na Fig. [7l de modo andlogo ao modelo an-
terior. Existe descontinuidade e indeterminacao para
z=x—14,comx < 1.

O ponto (0, —1) é raiz da fungao, j& que Q(0 — i) =
—In(0—i¢—(-1-14))=—1In(1) =0.

Figura 7 - (colorida na versdo eletronica) Gréfico de
Q(z) = —kln(z—a),comk=1lea=—-1—1.

A velocidade complexa é dada por

'(z) = conj ( k ) , (6)

zZ—a

comk eRlk>0eacCla#z.

Na Fig. [8 o entorno do ponto (—1,—1), centro do
sumidouro, indica valores cujo médulo é de magnitude
grande. Percebe-se que desta vez as cores estao em
posigoes contrarias ao centro do sumidouro, indicando
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uma inversdo de sentido do fluxo (basta associar cada
cor como um vetor diregao associado).

Figura 8 - (colorida na versdo eletrénica) Gréfico de

Q'(z) = conj % ,comk=1lea=—-1—1.

7. Fluxo composto

Esse modelo combina os dois tipos de fluxos anteriores.
O potencial complexo é dado por

z —

Q@):km<z_z>, (7)

comk € Rk >0,a€CebeC, ondeaéoponto de
localizacao da fonte e b o ponto do sumidouro.

E admissivel deduzir essa funcao a partir da com-
posicao das Egs. (3) e (5)

Q(z) = [kln(z—a)]+ [-kln(z —b)],
Q(z) = k[ln(z —a)—In(z — b)],
Qz) = kh(z_z>

Na Fig. 9 representamos este modelo composto pela
fonte e sumidouro.
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Figura 9 - Representagdo geométrica planar do fluxo composto
por uma fonte e um sumidouro em taxa constate.

Para os graficos das Figs. 10/ e (11 utilizamos k = 1,
a=14+ieb=—-1—1.

Figura 10 -

kIn

(colorida na versdo eletronica)

z—a

z—b

,comk=1lea=1+1.

Gréfico de

O grafico do potencial complexo (Fig. [10) mostra
uma descontinuidade no segmento formado pelos cen-
tros do fluxo e sumidouro. Analisando algebricamente
essa regido (z = 4+ xi, —1 <z < 1), temos

Silva et al.

Qz) = In

Qz+2zi) = In

Uz +axi) = In

(
(
(
Qz+zi) = In (x(lJri)_(lH)),
(
(

Qz+axi) = In

Qz+zi) = In

Nz +xi) = In(

Como x € R, é necessario que

z—1>0,
z+1>0,

o que leva a x > 1 e x > —1 simultaneamente.

A velocidade complexa é esbocada na Fig.[11e dada
por

comkeRk>0,acCebeCla#zeb#z.

Figura 11 - (colorida na versdo eletrénica) Grafico de
Q' (z) = conj % ,comk=lea=1+ieb=—1—i.



Alguns estudos de fluxo de fluido utilizando software grafico

r

Mapa do Plano Complexc

Re f(z)=-1,34 |Irr1 flz}=214

Figura 12 - Mapa do Plano Complexo que destaca apenas o
moédulo do nimero complexo.

Destacando apenas o médulo da fungao velocidade
potencial para este modelo (usando agora o Mapa do
Plano Complexo ilustrado na Fig. [12]), observamos que
os valores de maior grandeza (cor mais clara) estao ao
longo da regiao que interliga os centros (Fig. [13).

S k(a—b)

Figura 13 - Gréfico de Q/(z) = conj [e=ore=]

a=1+1ieb=—1—1, destacando apenas o médulo.

,comk=1e

8. Fluxo circular

O potencial complexo do fluxo circular é descrito como

O(z) = —ikIn(z — a), (9)

com k € Rk > 0ea € C, onde a é centro do fluxo,
também chamado de vértice. Para k > 0, temos um
movimento no sentido horério e para k¥ < 0 um movi-
mento anti-hordrio. A Fig. [14] apresenta uma repre-
sentagao geométrica do modelo, para k < 0.
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Figura 14 - Representagao geométrica planar do fluxo circular
anti-horério em torno do ponto a.

Como exemplo, apresentamos, na Fig. [15, um fluxo
circular em torno do ponto a = 0+ 0i, com k = 1.

Figura 15 - (colorida na versdo eletrénica) Grafico de
Q(2) = —ikln(z —a),comk=1ea=0+0:.

A indeterminacdo para z = x, com z € Rlz < 0, é
evidente. Também é possivel notar a possibilidade de
Q(1) = 0 (raiz da funcdo).

A velocidade complexa é dada por

zZ—a

Q'(2) = conj ( ik ) : (10)

comkeR|k>0eacCla#z.

Pela analise do grafico da Fig. (17, observamos que a
velocidade complexa tem, além de uma inversao em sua
magnitude, uma rotagao hordria com dngulo de 7/2. Se
associarmos cada vetor posigao com respectivo vetor cor
observamos que a velocidade complexa também indica
a diregdo e sentido do fluxo (Fig. [16).



3502-8

Também é possivel verificar que para z = 0 (tonali-
dade branca em a = 0+ 07) a fungdo velocidade com-
plexa nao esta definida.

N
N
N
N
N
N
<& N
7]
.
.
.
.
’
.

Figura 16 - Esbogo de alguns vetores posi¢ao (setas pontilhadas)
e cores (setas preenchidas) do fluxo circular anti-horédrio com cen-
tro na origem do sistema.

Figura 17 - (colorida na versdo eletrénica) Gréafico de

Q' (z) = conj Z__“Z ,comk=1ea=0+0:.

9. Fluxos com obstaculo circular

Introduzindo um obstéculo circular num fluxo uniforme
(Fig. [18), obtemos o seguinte potencial complexo

a2
Q(z) =Wy <z + z> , (11)
com V) € Rea € R, onde Vy é a velocidade inicial
e a é o raio da circunferéncia que define o obstéculo.
Um conhecimento de fungoes de mapeamentos con-
formes é frequentemente utilizado para obter o poten-
cial complexo em modelos envolvendo outras formas de
obstdculos. A premissa bésica é a de que o potencial
complexo é definido como Q(z) = Vpz + G(z) onde
lim, o, G'(z) = 0, ou seja, para pontos distantes do

Silva et al.

obstaculo o médulo da velocidade complexa tende a Vj,
e que o potencial complexo escolhido é tal que uma das
curvas de fluxo representa o contorno do obstdculo [1].

A Fig. [18/ilustra as curvas de fluxo e equipotenciais
deste modelo.

V4

LAY

\‘\\\‘ YW
[N /11
[

N7
*’_ﬁ:\’;\/:\ \ \ll :

12/ L

[
| 8

a |
|
|

=V

Figura 18 - Representacdo geométrica planar do fluxo ao redor
de um obstéculo circular, de raio a.

No grafico do potencial complexo (Fig. [19), obser-
vamos rafzes nos pontos (0,1) e (0,-1).

1\ #+1 —-141 0
a0 - (i+3)-SH -0,

1 (3 (3

(=) +1  —1+41
- =i

Q(0,-1)

I
7 N
d.
+
| \ —

~.
~_
Il

A fungdo Q(z) = (z+ 1) ndo estd definida para

z 0+ 0Os.

Figura 19 - (colorida na versdo eletrénica) Grafico de
Q(z) =W z+§ ,comVp=1lea=1.

A velocidade complexa é definida por

'(z) = conj (VO (1 — ‘;)) , (12)
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com Vo eReacR.

Figura 20 - (colorida na versdo eletrénica) Grafico de

Q' (z) = conj(Vo 1—:—3 ),comVp=1lea=1.

Na Fig. 20 ilustramos o exemplo de um obstaculo
circular na origem com raio 1 e V5 = 1. Nota-se que
hé predominédncia da cor vermelha em toda a regiao
afastada do obstdculo. Através da leitura do Mapa do
Plano Complexo (Fig. 1 (b)), podemos associar a cor
vermelha ao vetor (0,1) que indica mddulo 1 (Vp) e
direcao horizontal com sentido para a parte positiva do
eixo. As tonalidades de amarelo e magenta indicam
uma alteragao no sentido do vetor nos respectivos pon-
tos observaveis no grafico. Neste modelo, nao faz sen-
tido analises nas regioes interiores a circunferéncia.

E notével que as regiodes no entorno dos pontos (-1,0)
e (1,0) sdo escuras. Verificando algebricamente, encon-
tramos as raizes da funcao velocidade complexa

'(—1,0) conj (1 - ﬁ) = conj(1—1) =0,

1
V(1,00 = conj (1 - ﬁ) =conj(l —1) =0.

Para essas duas situagoes, chamamos de ponto de
estagnagao, ou seja, onde a velocidade do fluxo é nula.

A partir desse ponto, outros modelos podem ser
analisados. O uso frequente do Mapa do Plano Com-
plexo propicia uma interpretacao rapida e interessante
de regides notorias dos gréaficos. A partir disso, fica
extremamente facil a generalizagdo de propriedades,
que devem sempre ser acompanhadas de verificagoes
algébricas, ja que o uso apenas da percepgao pode in-
correr em erros [5].
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O papel da velocidade complexa fica bem definido
como sendo um ente que carrega a magnitude (médulo)
e a diregdo (e sentido). O comportamento dos mode-
los de fluxo passa a ser, entdo, melhor compreendido
através das representagoes graficas aqui propostas.

10. Conclusao

E notéria a facilidade de interpretagao propiciada pe-
los gréficos gerados pelo software F(C): Fungoes Com-
plezas. Estudos recentes [3-5] apontam, cada vez mais,
na direcao de utilizacao de interpretacoes visuais para
modelos incluindo varidveis complexas.

No entanto, outros fenomenos fisicos podem ser ex-
plorados com a utilizacdo do software. Podemos citar
aplicacbes na eletrostdtica, fluxo de calor, mecéanica
quantica etc.

Apesar de terem sido descritos comportamentos e
interpretagoes baseadas em graficos, o software F(C):
Fungoes Compleras permite maior interacao, que nao
pode ser explorada no papel. Entre elas, destacamos
as leituras imediatas de regioes através de interacoes
com 0 mouse, geragao de animagoes (familia de fungoes)
em video com variacao de parametros previamente
definidos, decomposicao do grafico em planos distintos
(transformagoes lineares), entre outras funcionalidades.
O software conta com trés tipos de Mapas do Plano
Complexo permitindo, mais uma vez, a decomposi¢ao
dos gréficos em caracteristicas particulares (médulo e
argumento).
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