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As transformagoes de Rindler sdo usadas para obter o campo eletromagnético de uma carga em queda livre

num campo gravitacional uniforme.
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1. Introducao

O referencial préoprio R’ de um corpo em queda livre
num campo gravitacional uniforme é um referencial
inercial para o qual um corpo em repouso junto a
este campo no referencial R executa um movimento
hiperbdlico. O campo de uma carga em movimento
hiperbdlico ja é conhecido [1-14], assim como o campo
eletrostatico de uma carga em repouso num campo
gravitacional uniforme [12, 14].

O interesse aqui é o campo eletromagnético de uma
carga em queda livre num campo gravitacional uni-
forme. No referencial préprio R’ da carga o campo é
o coulombiano, e pode ser transformado para o campo
em R usando as transformagoes de Rindler [15, 17].

O referencial principal, do observador, é o R, com
coordenadas (z/) = (2° = ct, 2! =2, 22 =y, 23 =2).
O R’ é o referencial inercial, em queda livre, com coor-
denadas (') = (x’o =ct', 2V =2, 2% =y, 23 = z’).
O campo gravitacional, uniforme, serd definido ao longo
do eixo 22/, g = —a = —gZz e o tensor métrico gh”
definido de forma compativel com o tensor métrico
minkowskiano [17-22] n°# com os sinais relativos das
componentes diagonais (—,+,+,+). Por simplicidade
usa-se ¢ = 1 porém, quando necessario por motivos de
clareza, a velocidade da luz ¢ serd colocada explicita-
mente.
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2. Transformacgoes de Rindler

As transformacoes de Rindler conectam referenciais
inerciais com os referenciais uniformemente acelerados
equivalentes aos referenciais em repouso na presenca de
um campo gravitacional uniforme.

Nos referenciais inerciais as propriedades do espago-
tempo e as leis da Fisica sao descritas pela relatividade
restrita. Nos referenciais nao inerciais, as propriedades
do espago-tempo sao definidas pela métrica [15-17]

ds® = —c*dr* = g, da"dz”, (1)
através do tensor métrico
oz’ dz'P
Guw = G g 1B - (2)

No caso de um campo gravitacional uniforme,

ds? = —c2dr? = goo(2)c2dt*+
922(2)dz? + dz? + dy?, (3)
com as componentes nao triviais
goo(2) = —€*** e g..(2) = e*** . (4)
Como as componentes nao diagonais do tensor métrico

sao nulas, a identidade

gung™ =g, =0, (5)
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define as componentes contravariantes

1 _ 1 _
900 — = —¢ 2az eg33 _ —e 2az ) (6)
goo 933
Conhecida a métrica, as transformagoes entre os re-
ferenciais R e R’ podem ser obtidas resolvendo o sis-
tema de equagoes diferenciais
2,/ 4o

0*x _ ox'™ ., 7 )

Oxtoxv Oz ¥
onde

g
2 oxt oxV ox"
é a conexao afim, cujas componentes nao nulas sao

1 Aguy O 99,
]_—x;\W:nA{ Gvn Gun 9#} (8)

Fgo =TG5 =17, =a, 9)

e resultam nas transformacgoes de Rindler

2

Ct/ —_ %eaz(eat o efat) ,
2 2
/ € az( at —at c
= - = 10
d = (e e - = (10)

aqui definidas para satisfazer a condi¢ao na origem
(ct=0,2=0) < (ct' =0,2"=0) .

As transformagoes (10)) e a métrica (3) mostram que
um corpo em repouso na origem do referencial R exe-
cuta um movimento hiperbédlico em R’ dadas pelas co-
ordenadas do espago-tempo

2
(ct',2') = “ (sinhar,coshar —1) . (11)
a

Por outro lado, um corpo em repouso na origem do
referencial inercial R’ por definigao estd em queda livre
em relagao ao referencial R. Considerando z' = 0 nas
transformacoes (10), resulta

1
ieaz(e“t +e ) =1, (12)
ou seja,
2
z = —— In[cosh(at)], (13)
a

que descreve a trajetéria de um objeto vindo de
z = —oo (com velocidade ¢) desacelerando até parar
em z = 0 e entao retornando para —oo de forma ace-
lerada até atingir a velocidade —c. Nesta trajetéria a
velocidade é inh(at)
sinh(a
v = cosh(at)’ (14)

e a aceleracao,

“ = —a {cosh2(at) B sinhZ(at)} B
: cosh?(at)  cosh?(at)

L [hl(t)} . (15)

A Fig. 1 ilustra a trajetéria (preto), a velocidade
(azul) e a aceleragao (vermelho) de um corpo em queda
livre num campo gravitacional uniforme.

Goto

Figura 1 - Gréficos da trajetéria (preto), velocidade (azul) e ace-
leracdo (vermelho) de um corpo em queda livre num campo gra-
vitacional uniforme.

3. Campo eletromagnético

As transformagoes diferenciais

am/a

oxH

dr'® = dzt (16)

definem as transformacoes dos campos vetoriais,

81:/04

A/a —
oxH

AR (17)
Das transformacoes de Rindler (10) resultam

at _ ,—at at —at
A/O — 9% (6 26 )AS + 9% (6 —|—26 )AO ,

A=Al e AP = A%, (18)

4 (eat + e—at) A3 + ef? (eat — e—at)

13 __ J AO
A” = 3 5 A

e a inversa

eat _2@—at) A/3 n e e 5 7
Al = A" e A% = A” (19)
AS — e % (eat + 67at)A13 _ e oz (eat — eiat)
2 2

AO — _e—az(

Para as componentes covariantes

A0($79727t) = QOOAO(%Z/,ZJ) = _egaZAO(xayaZ7t)7
€

AS(x7yaZ7t) = 933143(33’1/,75’75) = eQazAg(x7yaZ7t) )

as transformacoes (19) ficam
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(eat _ e—at) e®

Ao(l"u) — 5 € A/O(x/a) + A/3(l‘/a) ,
Ay(at) = AN (@'), As(at) = A%

at _ —at az at —at az
As(zh) = (e e e A0 (') + (e”" +e e AB (') .

O potencial eletrostatico de uma carga puntual lo-
calizada na origem de R’ é

A0 = = : : (20)

/56'2 _|_y/2 —|—Z’2

2

onde ' =z,9y =ye
2 2 2
C C C
Z, = % eat+e—at T = I [eu# eat +e—at —_9 ,
2a ( ) a 2a [ ( ) ]

as componentes espaciais sendo nulas, A’ = 0. No re-
ferencial R as componentes nao nulas resultam |

4% (eat + efat)

)

x2+y2+%[eaz(eat+efat)72]2

4% (eat _ efat)

q
Ao(x,y,z,t) = 75
q
A3(x7yazat) = 75

A partir do tensor eletromagnético [12-14]

Fu = (0,4, — 0,A,), (22)
sao obtidos os campos elétrico
E' = F} = g" Fjo, (23)
e magnético
BF = Fi = g"™ Fp; . (24)

resultando

1’2 + y2 + % [eaz(eat + efat) _ 2]2

3.1. Campo elétrico

Das Eqgs. (21)) e (23) se obtém as componentes do cam-
po elétrico

E, = E' = (0140 — 0o A1) = 01 Ao,
E, = E? = 9, Ay,
E3 = Fg = 933F30 = g33 (63A0 — 80A3) =

0A 0A
—2az 70 _ 73
c < 9 ot ) ’ (25)

red? (eat + e—at)

S
Il
OIS

<x2+y2+%[eaz(eat+e—at)_2}2>

yeaz (eat + e—at)

3/2°

N

<x2 +y2 + L5 [e2%(eat 4 e—at) — 2]2)

[60’2 (eat + e—at) _ 2]

q 4
E.=F=_1+
2ac

($2 + y2 + ﬁc4 [eaz(eat + e—at) _ 2]2)

372 |
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com moédulo quadratico

Goto

2 p2a262az( at + e—at)2 + [ az( at + e—at) _ 2] (27)
12 3
4a (p2 + % [eaz(eat +e at) _ 2}2)
Em coordenadas cilindricas, as componentes nao nulas sao
q peaz (eat + efat)
Ep(p7z,t):§ 4 3/27
(,02 + 46;7 [eaz(eat + efat) _ 2]2)
(28)
az (,at —at\ __ 2
B(p.) = Lot Gl Gl e I
a
<p2 + ﬁ& [€9% (eot + e—at) — 2]2)
|
Pode-se mostrar que no limite a — 0 resulta
o campo coulombiano de uma carga em repouso na
origem de um referencial inercial. B, = B' = F3 5 = Fhz = 0 A3,
0A
By =DB*=F} = g%Fy = —e "= 2 (29
i
3.2. Campo magnético B,=B*=FL=F,=0,
As componentes do campo magnético, Eq. (24)), sao com as componentes nao nulas ]
B 1 yeaz (eat _ e—at)
xr q 5 3/2 )
(z2 + 92 + ﬁc4 [eaz (eat 4 e—at) — 2] )
(30)
B — 1 re 9% (eat _ e—at)
vy = 754 N\ 372
(mz + 2 + et [e% (et 4 eot) — 2] )
ou, em forma vetorial,
1 p(e® —e™%) (e7% sin T — e cos py

3.3. Evolugao do campo elétrico

As ilustracoes apresentadas nesta sub-sec¢ao sao simu-
lacGes computacionais baseadas em técnicas de Monte
Carlo [23-25]. Para a amostragem das linhas de campo,
além das coordenadas (z, z) distribuidas com peso pro-
babilistico proporcional & intensidade |E| do campo, as
orientacoes espaciais sao indicadas por segmentos de
reta de igual comprimento As com as extremidades
ancoradas nos pontos (z,2) e (z+ Az, 2z + Az) para
Az = Assinf e Az = Ascosf, o angulo 6 obtido da
relagio E,/E. = tanf. O segmento As é tomado o
menor possivel com resolugao que permita visualizar as
orientagoes das linhas de campo. As amostragens finais

2 1 4 [,az(pat —at 2 8/2
p? + gzt e (e +et) — 2

contém trés mil pontos, as cores atribuidas arbitraria-
mente para encobrir os efeitos de saturagao que ocorre
no entorno do ponto de divergéncia do campo elétrico.

As simulagoes sao configuradas para quadros de
amostragem de dimensoes 40L x 40L representando o
plano x x z delimitado por —20L < = < 20L na hori-
zontal e —20L < z < 20L na vertical, onde L é uma
unidade arbitraria de distancia. As aceleracoes e o0s
campos gravitacionais sdo dados em a/c? e g/c?, res-
pectivamente, cuja unidade é L~!. A partir destas con-
sideragoes, a unidade L serd omitida (L = 1) [14-15].

As componentes do campo elétrico de uma carga em
queda livre, Eq. (28), no instante ¢t = 0 e a carga fonte
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na posicao z = 0, fica

q 2peaz
Ep(,O,Z,t) = 5 . 9 3/2°
(0 + g2 (e = 1)%)
(32)
q 4 2(e”* —1)
E.(p,zt) = 24¢ 373

(p2 + #64 (ex — 1)2)

Usando as expressoes da Eq. (32) acima, a Fig. 2
mostra quadros comparativos das configuracoes dos
campos de cargas em queda livre em campos gravita-
cionais uniformes de diferentes intensidades, a carga na
posicao z = 0 no instante ¢ = 0 da trajetdria descrita na
Fig. 1. As intensidades dos campos gravitacionais sao
tomadas exageradamente altas para realcar os efeitos
sobre a configuragao do campo elétrico.

Pode-se mostrar que o sistema carga fonte mais o
campo elétrico tem simetria translacional ao longo da
trajetoria da carga. De fato, considere a Eq. (12) que

define a trajetoria da carga. Escrita na forma
1 at —at —azq(t)

—(e e = ¢ %%
S+ em)

leva a igualdade
PR (eat + efat) _ 26a(z7zq)’

de modo que as componentes do campo elétrico,
Eq. (28)), podem ser escritas na forma

pea[z_zq(t)]
Ey(p,z,t) = q 513/2”
[p2 + % (ea[z—zq(t)] — 1) :|
(33)
alz=z (0] _ 1
q (&
Ez(pvz't) = 564 3/2 17

{PQ + #04 (ea[zfzq(t)] . 1)2}

explicitando esta simetria.

E necessario ressaltar que o campo magnético nao
tem essa simetria translacional, como facilmente pode
ser verificada nas Eqs. (30431)), inclusive porque o cam-
po magnético depende da velocidade que, obviamente,
varia ao longo da trajetéria.

4. Equagoes de Maxwell

As equacoes de Maxwell na presenca do campo gravita-
cional assumem as formas [21]

15) 0 0
e w7 iy

para o par das equacoes homogéneas e

o (VGF) =~ g ", (3)

Fo=0,  (34)
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(a)
a=0,1 t=0
(b) a=05 t=0
(c)

a=1 t=0

Figura 2 - Configuragées das linhas de campo de uma carga em
queda livre num campo gravitacional uniforme para trés dife-
rentes intensidades do campo gravitacional. (a): g/c2 = 0.1,
(b): g/c2 =0.5¢e (c): g/c? =1

para as nao homogéneas, onde g = —det(¢g"”). Na
auséncia de campo gravitacional, g = 1, resultando nas
equagoes de Maxwell no espago-tempo de Minkowski.

As equagoes homogéneas contém a lei de Gauss do
campo magnético,
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0B, 2:9By 0B,
Ox te Oy + 0z 0, (36)
e a lei de Faraday
0B, 20z 0 (Ey) 0B,
cot Oy 0z
0B OF OF
2az Yy T 2az z _
cot + 8: ¢ oz 0 (37)
0B,  O0E, O0E, _ 0

cot + or dy

Considerando B, = 0 e as derivadas das outras com-
ponentes, é imediato verificar que a condigao

aBiU 2az %
Or oy

é satisfeita. Com derivacoes mais extensas e trabalho-
sas, chega-se as igualdades

=0

0B, 0B,  ,,.0E.
cot 0z oy’
e2az aBy aEf 2az 8EZ

cOt 9z ¢ oz’

0B, OE,

Ox oy’

que, considerando B, = 0, sao as equacgoes da lei de

Goto

As equacbes nao homogéneas englobam a lei de
Gauss do campo elétrico,

OFE? s
ot VI = e*** J°, (38)
e a lei de Ampere
OE' 0 B3 0 B2
oW 0GaE) o

cot Jy 0z

OE%? 0oB' 0 (/9B?) )
cot 0z + Ox = V9, (39)

oE* 0(\/gB* 0B! 5
ot Ox * Oy = V9T

a corrente obtida pelas transformagoes de Rindler para
campos vetoriais. A carga puntiforme estd em re-
pouso no referencial R’ em queda livre, de modo que
JO = p'c=4mqi(r) e J'' = J? = J3 = 0. No referen-
cial nao inercial R resultam as componentes

JO = qe 226 (2)6(y)$ < €37 (e 4 et — ¢
2a a
(40)

3 2 c? t n_
J — - GZ(S 5 6 _ paz a —a _ ,
e 53 (0)0 (et + e - )
(41)
as demais sendo nulas, J, = J, = 0.
As derivagoes das componentes do campo elétrico

Faraday. em relacao as coordenadas resultam ]
N O0F, n OE, n oL,
or y 0z
g 3e9% (eat + efat)

({172 + y2 + ﬁc4 (eaz (eat + efat) _ 2)2>

52| T

3e0% (eat + efat) <<CC2 +y2) + ﬁcél [eaz (eat + e—at) - 2]2)

N

que é nula,

0F, n OE, n oF,
Ox 0y 0z

=0,

em todo o espaco exceto sobre a carga, cujas coorde-

2 2 1 4 (,az (pat —at 225/2
22 49 + gt (9% (e + o) — 2)

nadas sao x = y = 0 mais a equacao da trajetéria

7eaz(eat + e—at) — 1’
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mostrando que a lei da Gauss

OE'  0E, N 0E, N OF,
ort  Ox Oy 0z

_ 620,2 JO

é satisfeita para

2

e22% JY = 4mqd(x)d(y)o (;

a

[eaz (6at _|_efat) _ 2]) .
Em relagao a lei de Ampere, considerando B, = 0,

8 (eQasz) N aBm
Oox dy
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J' = J? =0, as trés componentes da Eqs. (39) ficam

0B, 0(cB,)

cOt 0z =0,
0B, 0B, _ 0
cot 8z
OB, 9 (e**B,) i 9Bs _ _e2az J3.

cot ox oy

As duas primeiras equagbes podem ser verificadas de
imedianto comparando as derivadas envolvidas.
Combinando as derivadas espaciais ]

9% eat _ e—at
( ) .

=4q

(:c2 +y2 + ﬁ& (9% (et 4 e—at) — 2)2>

[N

3 (x2 + y2) 0% (eat _ efat)

N

e a derivada temporal

oE. ¢

(x2 +y2 + ﬁ& (9% (et 4 e—at) — 2)2)

a [eaz (eat _ efat) _ 2]

[N

Ot 2a

3 4 ea? (aeat _ aefat) [eaz (eat + efat) _ 2]

2 2 _1_ 4 [paz(pat —at) _ 912 8/2
22 4 9% + gzt [ed% (et 4 emat) — 2]

+

2

- 1a2°

resulta
OE., 0(e***B,) 0B,

ot or + dy =0

em todo o espaco exceto sobre a carga, levando a ter-
ceira das equagdes da lei de Ampere,

OF, N 4 (EQQZBy) + OB, = _g2az J3
cot or dy

para

2

€297 J3 — —q6(x)d(y)d <2a

[9% (e 4 e=o0) - 2]> .

(:c2+y2+i

5/2
C4 (eaz (eat + efat) _ 2)2>

5. Conclusoes

As transformagoes de Rindler oferecem um meio sim-
ples para obter o campo eletromagnético de cargas
em queda livre num campo gravitacional uniforme.
Observa-se que o sistema carga fonte e o campo elétrico
tem invarianga translacional ao longo da trajetoria da
carga em queda livre. Esta invarianca suscita uma
questao em relacao a radiagao de cargas em queda livre,
um assunto que deve ser examinado com mais deta-
lhes mesmo porque esta simetria translacional nao é
compartilhada pelo campo magnético devido a sua de-
pendéncia com a velocidade. Por fim, verifica-se que os
campos elétrico e magnético assim obtidos satisfazem
as equagoes de Maxwell na presenca do campo gravita-
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