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Neste artigo calculamos a taxa de ionizagdo para o dtomo de hidrogénio na presenca de um campo elétrico
uniforme. A probabilidade de penetragdo da barreira é calculada usando a aproximacdo WKB. Para a realizagao
desse calculo utilizamos dois modelos de potenciais unidimensionais: no primeiro modelo o potencial coulom-
biano é considerado apenas na regiao préxima ao nicleo atémico, o que permite uma solugdo exata da integral
a ser resolvida. No segundo modelo o potencial coulombiano é levado em conta em todo o espago, o que leva a
uma integral cuja solucdo deixa de ser trivial. Contudo, é possivel resolvé-la em termos de integrais elipticas. Os
resultados obtidos sdo comparados com o resultado aceito como o correto [4F ™! exp (—2/3F)] devido a Landau
e Lifshitz.

Palavras-chave: ionizagdo por campo, efeito tiunel, método WKB.

In this paper we calculated the model dependence of the field ionization rate of hydrogen atom in a uniform
electric field. In order to calculate the probability of barrier penetration we use semiclassical (WKB) approxima-
tion, which is calculated for two model potentials. In the model 1 the Coulomb potential is used only near the
nucleus. In model 2 the Coulomb potential is used in all regions. These results are compared with the accepted

result of 4F ! exp (—2/3F)

Keywords: field ionization, tunnel effect, WKB approximation.

1. Introdugao

O 4atomo de hidrogénio é um dos poucos sistemas
mecanico quantico de interesse fisico que possui solugao
analitica exata. Além desse fato, esse sistema é de
grande importancia por, no minimo, dois motivos:
historicamente ele foi o primeiro problema no qual
Schrédinger aplicou a equagao que leva o seu nome, de-
terminando os autoestados e os autovalores da energia.
Por outro lado, a solugao para o atomo de hidrogénio
pode ser adaptada para sistemas mais complexos.
Igualmente importante é o problema do atomo de
hidrogénio na presenga de um campo elétrico. Para
um campo uniforme na diregdo do eixo z, a equagao
de Schrédinger independente do tempo fica (no sistema
CGS)
Mg g —E 1
VP =S Fe| ) = Be) (1)
onde h é a constante de Planck, e e m sao, respectiva-
mente, a carga e a massa do elétron, F' é a magnitude
do campo elétrico, E é a energia total da particula e ¥
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é a funcao de onda eletronica.

Nesse trabalho utilizaremos o sistema de unidades
atomicas no qual se faz i = m = e = 1. Para maiores
detalhes ver o Apéndice. Nesse sistema a Eq. (1)) fica

—f—}+Fz—E P(r)=0 (2)
2 r
onde z =rcosf e 6 é o angulo entre r e o eixo z.

A aplicagdo do campo elétrico influencia o d4tomo de
duas maneiras: o campo provoca um desdobramento
dos niveis de energia do atomo, o que constitui o efeito
Stark, e, em segundo lugar, para campos suficiente-
mente intensos (da ordem de alguns volts/angstrons)
a barreira de potencial pode ser reduzida de maneira a
tornar finita a probabilidade de o dtomo ser ionizado
pelo tunelamento do seu elétron. No presente trabalho
estamos interessados nesse tltimo efeito. Tunelamento
ou penetracao de barreira é a possibilidade de uma
particula com energia total E penetrar em uma regiao
de energia potencial V', onde E < V, fato que é im-
possivel na mecanica classica. Contudo, hd um anélogo
ondulatdrio cléssico desse efeito que é a reflexao interna
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total frustrada, um fenémeno bem conhecido da teoria
eletromagnética da luz [ver, por exemplo, a secao 5.10
da Ref. [1]]. A penetragéo de barreira ou efeito tinel é
muito comum em sistemas atomicos e moleculares e é
o principio bésico de varios dispositivos tecnolégicos e
alguns microscépios que apresentam resolugao atéomica.

A ionizacao de um dtomo, por tunelamento do seu
elétron, devido a presenca de um campo elétrico é con-
hecido como ionizagao por campo e serd objeto de
analise do presente trabalho.

O primeiro a demonstrar essa possibilidade foi o
fisico americano Robert Oppenheimer [2] em 1928,
como uma previsao tedrica da entao nascente teoria
quantica. Ele obteve que o efeito seria aprecidvel para
campos da ordem de 0,5 V/A. Apenas na década de
1950, com a criagao do microscopio idnico de campo,
mais conhecido pela sigla FIM (da acrossemia em
inglés Field Ton Microscope) foram obtidos campos com
magnitudes suficientes para realizar a ionizacao por
campo. O FIM foi o primeiro instrumento inventado
pelo homem com capacidade de obter imagens individu-
ais de dtomos [3]. Desse modo, o fendmeno de ionizacao
por campo préximo a uma superficie metéalica tornou-se
um problema de grande interesse cientifico.

A utilizacdo de coordenadas parabdlicas na abor-
dagem do problema do dtomo de hidrogénio na pre-
senca de um campo elétrico é amplamente utilizada ja
que nesse sistema a equagao de Schrodinger, Eq. (1),
é exatamente separdvel. Desde o trabalho pioneiro de
Oppenheimer, esse problema tem sido o exemplo fa-
vorito para aplicagdo de novas teorias e métodos [4,5].

Neste trabalho apresentaremos um método relati-
vamente simples para o cédlculo da taxa de ionizagao
do atomo de hidrogénio quando sujeito a um campo
elétrico externo. Utilizaremos alguns modelos unidi-
mensionais, adaptados da Ref. [5], que representam a
energia potencial de um elétron sujeito a um campo
coulombiano e a um campo elétrico externo. Para cal-
cular a probabilidade de penetracao de barreira uti-
lizamos a aproximacao WKB, que é uma ferramenta
matematica acessivel a estudantes de graduagao de um
curso de Fisica e que pode ser utilizada na abordagem
de problemas de grande interesse cientifico e tecnolégico
[6]. O método apresentado aqui possui a vantagem de
permitir um tratamento analitico para processos mais
complexos de ionizagao por campo como, por exem-
plo, a ionizagao de um gés préximo a superficie de um
metal [5,7].

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na
Secao 2 discorremos sobre a taxa de ionizagao e a ex-
pressao para o calculo dessa grandeza é deduzida. Na
Segao 3 é realizado o cédlculo da probabilidade de pen-
etragao de barreira, via aproximacao WKB, e apresen-
tamos 0s modelos para os potenciais unidimensionais
utilizados. Na Seg@o 4 escrevemos as expressoes obti-
das nesse trabalho para a taxa de ionizacao e compara-
mos com a expressao de Landau e Lifshitz. Na Secao 5
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apresentamos nossas conclusoes e consideragaos finais.

2. A taxa de ionizagao

Como declarado acima, o objetivo principal do presente
trabalho é calcular a taxa de ionizacao do atomo de
hidrogénio quando submetido a um campo elétrico ex-
terno. Para isso, consideraremos o elétron preso em um
pogo de potencial unidimensional se chocando a uma
certa taxa por unidade de tempo contra a barreira. A
taxa de ionizacdo I é a probabilidade, por unidade de
tempo, de que o elétron escape do dtomo. Chamando
de v o nimero de tentativas por unidade de tempo,
i.e., o numero de choques, por unidade de tempo, re-
alizado pelo elétron contra a barreira, temos a seguinte
expressao para [

I=vP, (3)

onde P é a probabilidade de que em uma tentativa o
elétron escape do dtomo.
A grandeza v pode ser calculada pela expressao

=0 (1)

onde v ¢ a velocidade do elétron no interior da barreira
de largura 2a. Utilizaremos o modelo de Bohr para
calcular a Eq. (4). Considerando o elétron no estado
fundamental temos que (no sistema cgs) v = v, = €2/h
(a velocidade do elétron na primeira érbita de Bohr) e
a = a, = h?/(me?) ( o raio de Bohr). Logo, no sistema
de unidades atomicas encontramos

v

V= —. )
: 5)

Calculado v precisamos agora encontrar a probabi-
lidade de penetragao de barreira.

3. Calculo da probabilidade de pene-
tracao de barreira

Para o céalculo da probabilidade de penetragao da
barreira de potencial, P, utilizaremos a aproximacao
WKB (devido a Wentzel, Kramers e Brillouin). Esse
método, também conhecido como semiclassico, fornece
a seguinte expressao [8,9] para P

P =exp [23/2 /:2 VV(z) - E dx (6)

onde V(z) é a energia potencial, E é a energia total da
particula e z1 e x5 sao os pontos de retorno classico nos
quais, por definigao, V(x) = E.

O potencial unidimensional para o &tomo de
hidrogénio na presenca de um campo elétrico uniforme,
F = —FZ, onde Z é o vetor unitario do eixo z, é dado
por
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V(:c):fifFa: (7)
||
onde o primeiro termo, —1/|z|, representa a energia po-
tencial coulombiana e o termo — F'z representa a energia
potencial devida ao campo elétrico (Fig. 2).
A energia total do elétron serd a sua energia
de ligagdo, denominada de B, que é negativa, i.e.,

E = —B. Desse modo, a barreira de potencial é
dada por
1
V(x)—E:Bfm—Fx. (8)

Os pontos de retorno cldssico sdo as rafzes da Eq. (8))
dadas pela expressao

B++B?—4F

Valores tipicos de F' e B, em unidades atomicas, sao,
respectivamente, 0,01 (0,514 V/A) e 0,5 (13,6 eV).
Desse modo, podemos considerar que F << B2. Uti-
lizando essa aproximagao, os pontos de retorno classico
sao escritos como

T =

(10)

(11)

A barreira de potencial apresenta um méximo em
(veja Fig. 1)

T =

1
Tmax = m . (12)
Para resolver a Eq. (6) vamos considerar dois mo-
delos para o potencial, que denominaremos modelo 1 e

modelo 2 descritos a seguir.

—1/2

F
P =exp l—23/2 (/
B-1

VB -—1/z dx +

2306-3

V(x) &

Xl Xmax Xz

Figura 1 - Representacao esquemadtica da energia potencial do
modelo 1. O potencial coulombiano atua até o ponto Tmaxz-

3.1. Modelo 1

No modelo 1 separaremos em regioes distintas as in-
fluéncias do campo elétrico e do campo coulombiano,
conforme mostrado na Fig. 1. Préoximo ao nticleo ato-
mico a influéncia do potencial coulombiano predomina
em comparagao com a influéncia do campo elétrico no
potencial total, ocorrendo o contrario a medida que nos
afastamos do nicleo atomico. Desse modo, proximo ao
nucleo vamos utilizar apenas o potencial coulombiano
mas, a partir do maximo, a barreira decresce linear-
mente. Ficamos entao com a seguinte expressao

B/F

F-1/2

\/B—dem>] . (13)

A primeira integral da equacdo acima é resolvida fazendo-se a substituicio y> = B — 1/ e tem como resultado

exato

F1/2 =
/7 VB —1/z dr = B-VF

VF

A segunda integral é trivial e tem como resultado

B/F 9

3/2
VB Fzde = — (B - ﬁ) . (15)
F-1/2 3F

Substituindo as Eqgs. (14) e (15) na Eq. (13) e con-
siderando F' << B?, encontramos para a probabilidade
de penetracao da barreira

— n
2vB

(14)

L, <\/§+\/B—\/F>
VB-VB-VF)

e[ G) e (5) ()
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3.2. Modelo 2

Esse modelo é o anédlogo unidimensional do potencial
real em trés dimensoes (Fig. 2). Substituindo a Eq. ()
na Eq. (6) a probabilidade de penetragao da barreira
fica agora

P:exp{—23/2/ VB —1/|z| — Fxdz|  (17)

que é uma integral muito mais dificil de resolver com-
paradas com as integrais do modelo 1. Para resolveé-
la podemos reescrever o integrando que aparece na
equacao acima como

L= /x <F> v V@ —2)(w—z1)de  (18)

1 T

onde

B
r] + X9 = F (19)

! (20)

T1x2 =

F .
A integral (18)) é tabelada (Ref. [10, p. 235]) e tem
como resultado

2BY2 B 2
L= d — 2K 21
3 [FJ(p) B (p)} (21)
onde
2 T2 — T1
— , 292
p o (22)

e J(p) e K(p) sao integrais elipiticas completas que po-
dem ser desenvolvidas em série [10]

V(x) &

Figura 2 - Representacao esquemadtica da energia potencial do
modelo 2. O potencial coulombiano atua sobre todo o espaco.
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1 4 1
/:1 Zlln= - = /2 9
5 =1+ 3 5] (23)
p/
’
onde
1/2 1/2
’ X1 F
== = . 2
p <x2> B (25)

Substituindo as Eqs. (23) e (24) na Eq. (21)) obte-
mos

2B3/2  In(4BF~1/2 1
L= _ I ) _ (26)
3F B/2 6B1/2

Utilizando a Eq. (26), a Eq. (17)) fica

p 2(28)3/2 8 1/21 F1/2 21/2
—eo [ 2R (5) w5 ) 5

(27)
Calculadas as probabilidades de penetragao de bar-
reira, podemos determinar a taxa de ionizagao.

4. Expressoes para a taxa de ionizacao

Obtidas as probabilidades de penetracao de barreira pe-
los modelos acima, Eq. (16) e Eq. (27), podemos agora
obter a taxa de ionizacao do atomo de hidrogénio. Va-
mos considerar o elétron no estado fundamental. Nessa
situagao sua energia é deslocada pelo efeito do campo
(efeito Stark) e vale B = 1/2 + (9/4)F?2. Substituindo
esse valor nas Egs. (16) e (27) e utilizando a Eq. (5]) en-
contramos para a taxa de ionizagao segundo os modelos
utilizados

2 2
I, =2F"! —— +2) ~14,7F ! —— .
1 exp( 3F+ ) 7 exp( 3F)

(28)

. 2 2\ _ . 2
I, = 8F “exp <_3F + 3) ~ 15,6F “exp (_SF) .
(29)
Observamos das Eqs. (28) e (29) que a taxa de ioni-
zagao é fortemente dependente do modelo utilizado, ja
que temos resultados bastante diferentes para mesmo
valores de campo. Outro resultado notédvel é a forte
dependéncia do campo elétrico ja que pequenas al-
teragoes no valor do campo elétrico podem mudar a
taxa de ionizacao por vérias ordens de grandeza, con-
forme podemos observar dos valores da Tabela 1.
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Tabela 1 - Valores numéricos para a taxa de ionizagdo para diversos valores de campo. Ii, I3 e Ijandaw foram, respectivamente,
calculadas pelas Egs. (28), (29) e (30) e Inum foi obtida por integragdo numeérica.

F (u.a.) I (ua.) I3 (u.a.) Ipandauw(ua.)  Inum.(u.a.)
0,01 1.65x 10726 1.74x1072* 448 x 10727 6.95x 10~%4
0,02 247 x 10712 130x10710 668 x 10713  5.29 x 10~10
0,03 1.10 x 107  3.87x 106 2.98 x 10~8 1.57 x 102
0,04 2.13x107% 562 x107% 5.78 x 10~ 2.28 x 1073

Na Tabela 1 sao mostrados os valores numéricos
para a taxa de ionizagao em funcao do campo elétrico no
intervalo 0,01 < F' < 0,04 (em u.a.). I; é a expressdo
obtida do modelo 1, I é a expressao obtida do modelo
2, ILandau € O resultado obtido por Landau e Lifshitz
e I,um. é o resultado obtido por integragao numérica
utilizando o potencial do modelo 2. Vemos que Ipym.
e I possuem a mesma ordem de grandeza (mais exa-
tamente Iy, ~ 415). Do mesmo modo, Irandan € 11
possuem a mesma ordem de grandeza (mais exatamente
Il ~ 3; 7ILandau)-

No limite que estamos considerando (F << B?), o
seguinte resultado, obtido por Landau e Lifshitz [11], é
0 aceito como o correto [4]

1 2
]Landau =4F €Xp ( 3F) . (30)

A Eq. (30) é obtida resolvendo a equacao de
Schrodinger tridimensional em coordenadas parabdli-
cas. Devemos entao comparar os nossos resultados com
a expressao de Landau e Lifshitz.

Vemos que o resultado obtido via modelo 1,
Eq. (28), a menos de um fator numérico, depende do
campo elétrico de forma idéntica ao resultado de Lan-
dau e Lifshitz [F~lexp(—2/3F)]. J4 o resultado obtido
via modelo 2, Eq. (29), é bastante diferente. Outro
aspecto importante a ressaltar é que Landau e Lifshitz
resolvem a equagao de Schrodinger tridimensional. De-
vemos, entao, justificar o uso de modelos unidimensio-
nais. Em primeiro lugar, os modelos unidimensionais
sao bastante simples, de modo que sua utilizacao é per-
feitamente justificavel de um ponto de vista pedagdgico.
Em segundo lugar, de um ponto de vista mais funda-
mental, o elétron emitido possui momento angular nulo
(estamos considerando o estado fundamental) o que sig-
nifica que, numa visao cléssica, a trajetoria do elétron
é aproximadamente linear. Como terceira razao temos
que, mesmo no caso tridimensional, a probabilidade de
tunelamento é maior na regiao para angulos 6 proximos
de zero. Assim a Eq. (2) basicamente depende de uma
Unica varidvel.

5. Conclusoes

Utilizando a aproximacao WKB e potenciais unidimen-
sionais, neste trabalho foi apresentado um método rela-
tivamente simples para calcular a taxa de ignizacao do

atomo de hidrogénio quando submetido a um campo
elétrico uniforme, o que possibilita ao estudante de
graduagao tratar de um importante fendmeno quéantico
(ionizagao por campo) sem a necessidade de resolver a
equagao de Schrodinger em coordenadas parabdlicas.
Deve-se observar que o fator exp (—2/3F) é comum
aos dois modelos mas o fator pré-exponencial é bas-
tante diferente nos dois casos. O potencial coulombiano
causa um fator pré-exponencial de 14,7F~! se ele é
considerado apenas antes do maximo do potencial, e
de 15,6F~2 se considerado sobre toda a barreira, en-
quanto no resultado de Landau e Lifshitz esse fator vale
4F~'. A integral a ser resolvida no modelo 2, que é uma
versao unidimensional do potencial real tridimensional,
do tipo eliptica, é bastante dificil e para sua solugao
tem-se que fazer expansoes em séries. Por essa razao,
também utilizamos o modelo 1 que, além do mesmo
conter todas as caracteristicas fisicas importantes do
sistema, as integrais a serem resolvidas sao simples e
permitem solugoes analiticas exatas. Nao obstante sua
simplicidade, o modelo 1 apresenta concordancia com
o resultado de Landau e Lifshitz muito melhor do que
o modelo 2. Contudo, os resultados numéricos obti-
dos do potencial “real” estao muito mais préximos do
resultado do modelo 2.

Apéndice

Hartre em 1928 foi o primeiro a utilizar um sistema
de unidades que ficaria conhecido como sistema de
unidades atomicas, cuja utilizagao permite uma econo-
mia de fatores numéricos na realizacao de calculos na es-
cala atomica. Estas unidades surgem das combinagoes
de trés grandezas fundamentais, a saber, a carga do
elétron e, a massa do elétron m e a constante de
Planck reduzida, h, tembém denominada de constante
de Dirac.

As principais grandezas fisicas em unidades
atomicas estao relacionadas a seguir, bem como seus
valores numéricos em unidades familiares:

e Unidade de carga: A magnitude da carga do elé-
tron (e) cujo valor é 4,8029 x 10719 esu no CGS
ou 1,6021 x 10~ C no SL

e Unidade de massa: A massa do elétron (m) cujo
valor é 9,108 x 10728 g no CGS ou 9,108 x
10728 kg no SI.



Unidade de agdo: A constante de Planck reduzida
(h) cujo valor é 1,0544 x 10727 erg - s no CGS ou
1,145 x 10734 J x s no SL.

O raio da primeira
h%/(me?)= 5,29 x

Unidade de comprimento:
6rbita de Bohr (a,) a, =
1072 cm ou 0,529 A.

Unidade de velocidade: A velocidade do elétron
na primeira érbita de Bohr (v,) v, = e?/h=
2,19 x 10® cm/s.

Unidade de energia: Duas vezes a energia de io-
nizacio do dtomo de hidrogénio (€2?/a, = 4,36 x
10~ erg ou 27,2 eV).

Unidade de tempo: O tempo gasto para o elétron
percorrer uma distancia correspondente ao raio
de Bohr com a velocidade do elétron na primeira
érbita de Bohr (a,/v, = h3/(me*) = 2,42 x
10717 ).

Unidade de momento: O momento do elétron
na primeira 6rbita de Bohr (p,) p, = me?/h =
1,9 x 107 g cm/s.

Unidade de campo elétrico: (e/a?) e/a? = 5,14 x
10° V/em = 51,4 V/A.

Silva e Andrade-Neto

Referéncias

1]

H. Moysés Nussenzveig, Curso de Fisica Bdsica 4:
Otica, Relatividade, Fisica Qudantica (Editora Edgar
Bliicher, 2002).

R. Oppenheimer, Phys. Rev. 31, 67 (1928).

Caio Mario Castro de Castilho, Revista Brasileira de
Ensino de Fisica 25, 364 (2003).

Y. Yamabe, A Tashibama and H.J. Silverstone, Phys.
Rev. A 16, 877 (1977).

Roger Haydock and David R. Kingham, J. Phys. B;
Atom. Mol. Phys. 14, 385 (1981).

Alexandre Marletta e Euclydes Marega Jr., Revista
Brasileira de Ensino de Fisica 19, 106 (1997).

A.V. Andrade-Neto and C.M. Castro de Castilho, J.
Phys. B; Atom. Mol. Phys. 24, 2609 (1991).

David Bohm, Quantum Theory (Prentice-Hall, New
Jersey, 1960).

David J. Griffiths, Introduction to Quantum Mechanics
(Pearson Education, New Jersey, 2005).

1.S. Gradshteyn and .M. Ryzhik, Tables of Integrals,
Series and Products (Academic, Nova York, 1965).

L.D. Landau and E.M. Lifshitz, Quantum Mechanics
(Pergamon, Oxford, 1965), §77.



