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Neste trabalho, concentramo-nos em um método especifico na teoria de perturbagio, o método das escalas

multiplas.

Desenvolvido na mecanica cléssica para o tratamento de equagdes diferenciais nao-lineares, este

método é aplicado como uma ferramenta matemaética na descricao de efeitos perturbativos em véarios sistemas
fisicos. Desta forma queremos mostrar algumas aplicagoes deste método, em circuitos elétricos LC e RLC.
Palavras-chave: métodos assintéticos, método das escalas multiplas.

In this work, we focus on a specific method of perturbation theory, the method of multiple scales. Devel-
oped in classical mechanics for the treatment of non-linear differential equations, this method is applied as a
mathematical tool in the description of perturbative effects in several physical systems. Thus we show some
applications of this method, electrical circuits LC and RLC.

Keywords: .

1. Introducao

O método das escalas multiplas (MEM) é um dos méto-
dos assintoticos de grande eficiéncia. Seus desenvolvi-
mentos principais incluem oscilagoes nao-lineares, pro-
blemas de camadas limites, dindmica dos fluidos, aero-
dinamica e a teoria de movimento de astronaves [1].

Diretamente, podemos dizer que o MEM tem como
idéia central a transformacao das equagoes diferenciais
do problema a ser abordado, sendo ela linear ou nao,
em uma série de equacoes diferenciais lineares soluveis
de forma interativa.?

E importante ressaltar que este método nao se res-
tringe apenas aos dominios da fisica classica, mas pode
ser aplicado, considerando-se modificagbes adequadas,
em problemas no campo da mecénica quantica, com o
proposito de se obter solugoes, tanto das equagoes de
Heisenberg como da equagao de Schrodinger [2-4].

Em especial, aplicamos o MEM na solucao de
equagoes diferenciais lineares diretamente no problema
de evolucao temporal das solugoes dindmicas do tipo
oscilador harmonico, tanto no tratamento de circuitos
elétricos (LC,RLC) como também em um tipo de
acoplamento entre circuitos RLC. [3].

1E-mail: lucas.laraQufabc.edu.br.

2. Meétodo das escalas miitiplas

Portanto, nesta segao, vamos considerar uma breve re-
visao dos aspectos gerais do MEM em problemas de
fisica. Em geral, para as equacgoes diferenciais de sis-
temas nao lineares, utilizam-se métodos assintéticos
para se obter suas solugdes aproximadas [5-7]. Um e-
xemplo interessante é o do movimento oscilatério uni-
dimensional sob agdo de uma forga restauradora (sis-
tema massa-mola). Para este sistema consideramos a
equagao para a posicao u do oscilador, dada na forma
geral

i+ f(u) =0, (1)

onde f(u) pode ser uma fungao linear ou ndo. Da
equagao acima podemos assumir equagoes do tipo os-
cilador harmonico, equagao de Duffing [7,9] etc. Por-
tanto f(u) é um caso geral onde podemos identificar
o tipo de linearidade que a equagao diferencial pode
assumir em um determinado sistema fisico.

Prosseguindo, reescrevemos (1)) em um sistema de
coordenadas conveniente, tal que x = u — ug, com ug
a posicao de equilibrio do oscilador. Assim temos a
equagao diferencial reescrita na forma

i+ f(z +wu) =0. (2)

2Interativa no sentido que as solugdes sdo obtidas de forma recorrente, ou seja, a correcio em primeira ordem depende da solugio
em ordem zero; a corre¢ao em segunda ordem, depende das corregdes de ordem zero e um e assim sucessivamente.
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Verifica-se que f pode ser expandindo em série de Tay-
lor em torno do ponto ug. Com este procedimento,
estamos em busca de solugoes aproximadas para nossa
equacao. Logo

N
fa+uo) =Y ana®, (3)
n=1
com 1
i = = (o) (®)

e f™ denotando as n-ésimas derivadas no ponto wug.
As condigbes iniciais sdo dadas pela posigao inicial u(0)
e a sua velocidade inicial ©(0). A partir das condigdes
iniciais determina-se as solugoes de maneira tnica.

No método das escalas multiplas, a idéia principal é
aplicar uma transformag¢ao na equacao diferencial em
estudo, sendo ela linear ou nao, gerando uma série de
equacoes diferenciais lineares acopladas. Para tornar
mais explicito esta definicao o método defini n variaveis
T,, de tempo, dadas por

T, =e"t, (5)

onde estas variaveis sao interpretadas como diferentes
escalas de tempo (multiplas escalas) e tomadas como in-
dependentes, desde que o pardmetro € assuma um valor
pequeno, € K 1.

Para estas diferentes escalas de tempo, observamos
que as derivadas na variavel ¢ também devem ser rees-
critas em termos das derivadas de 73, na forma

d 0 0 5 O
— = 4e— — +..=D Di+.. (6
7 mb+€mH+€aE%- o +eDy + (6)

d2
& Dy+2:DyDy 4 (1)
dm
Dy =
i (8)

As derivadas sao separéveis, pela expansao dos ter-
mos, de acordo com diferentes ordens de poténcias de ¢.
Deste modo, pode-se assumir entao, uma solugao para
a Eq. (2), levando-se em conta a expansao dada pela
Eq. (3), na forma

.Z‘(t, E) = J}()(To, Tl; TQ, ) + €I1(T0, T17 TQ, ) —+ 0(52)
9)
substituindo primeiramente a Eq. (3) e em seguida as
Egs. (6)), (9) na Eq. (2)), obtemos, para cada ordem n
em € uma equagao diferencial linear para a componente
xy, na série (9):
EODgxo + w%xo =0,

ElD(Z)Il + w%xl = 72D0D15€0 — Oégxg,

n N2 2
e"Dixn + wity = Fp(T1, ooy Tn_1)

Note que a solugoes das equacoes de ordens me-
nores aparecem como os termos nao homogéneos,
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Fulx1, ... xn_1), nas equagoes das ordens maiores. Por-
tanto, este ¢ um método interativo; por exemplo, a
solugdo da ordem zero influi na solucao da primeira
ordem, enquanto a solugdo da segunda ordem esta
definida pelos efeitos das solucoes das ordens zero e um,
e a assim por diante. Nas proximas secoes vamos ex-
plorar o MEM em aplicagoes nos circuitos LC e RLC.

3. Aplicagoes em circuitos elétricos I

Existe na natureza intimeros fenémenos que envolvem
oscilagoes. Um exemplo bastante comum é o péndulo
de um relogio, que se move periddicamente (ou seja,
repetindo o seu movimento em intervalos de tempo bem
definido) em torno de uma posi¢ao de equilibrio. Nos
relogios mecanicos de menores dimensoes o péndulo foi
substituido por uma massa ligada a uma mola, que tem
um comportamento em tudo semelhante ao do péndulo.
E nos relogios electronicos substituido por um sistema
também oscilante, mas neste caso as oscilagoes sao de
natureza eléctrica.

O circuito RLC (R designa uma resisténcia, L uma
indutancia e C um capacitancia) é o circuito elétrico os-
cilante por exceléncia. A sua simplicidade permite con-
trolar facilmente os pardmetros que caracterizam o seu
funcionamento, o que o torna ainda um excelente can-
didato para a simulagao de outros sistemas oscilantes.

3.1. Circuito LC

Consideremos, para um caso mais didatico, o exemplo
de circuito LC em série conforme a Fig. [1. O sistema
entra em regime oscilatério modificando a posi¢ao da
chave do circuito. Primeiro nds carregamos o capacitor
com uma certa diferenga de potencial (ddp) Vp e em
seguida desligamos a chave, ap6s o desligamento a cor-
rente ¢ circular entre o capacitor e o indutor até o mo-
mento em que o capacitor esgotar a sua ddp. Portanto,
neste regime, podemos escrever a equagao diferencial
que descreve este sistema utilizando-se da lei das ma-
lhas. Vamos ainda considerar % =1i(t) e ¢ = q(t) como
a corrente e a carga respectivamente, deste modo temos
d2

W=V, (10)
com w} = 7= como sendo a frequéncia natural do sis-
tema e V = % a ddp. aplicada. Seja as condi¢oes
iniciais dada por i(0) = 0 e ¢(0) = 0, a solugdo da
Eq. (10) é bastante simples e é dada por

g(t) = %cos(wot). (11)
0

Agora, se considerarmos a situagao em que a frequén-
cia de oscilagao do sistema varie com o tempo, muito
fracamente e em torno da frequéncia wgy, poderemos
reescrever a nossa equagao diferencial como

d?q(t)
di2

+ W2 (Hq(t) = V., (12)
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Figura 1 - a) circuito LC; b) circuito RLC ; ¢) circuito RLC acoplado.

onde w(t) = w3(1 — 2ecos(2t)),* onde € << 1, assim o
problema pode ser tratado de uma maneira mais elabo-
rada, considerando o efeito perturbativo do pardmetro
€. Conforme a demonstragao do método das escalas
multiplas, o problema pode ser tratado agora nas cor-
regoes do pardmetro de perturbacao, o que torna a
nossa solu¢ao um resultado aproximado, quando com-
parado a solugao exata. Reescrevendo t e % em termos
das novas escalas de tempo e escrevendo as equagoes
para corre¢ao em ordem 2 para o parametro €, temos

onde o termo secular,” ¢ identificado pelo termo
D1 A(Ty,T»), o qual é desprezado. Portanto A = A(Tz),
independente da variavel T7, com isto a solugao para a
Eq. (14) corresponde a

A(Tz)
4(&}0 + 1)
B(13)
4(&}0 - 1)

= (i(2+wo)To) 4

e1@=wo)To) 4 ¢

(15)

Finalmente, utilizamos as solugoes de x( e x1, para en-

e’ DSQO+W[2)(]O =0, contrar a corre¢ao de ordem 2.
1 2 2
13 DOQ1+WO(]1 = —2DOD1Q0—26 COS(QT())(]O, A T .
Digo + wiqe = | —2iwg D2 A(To) + Q(u)gf)l) eliwoTo)
e? Dig2+wiqe = —2DgD1go — D3go — 2D D1 A(T) B(Ty) 0
— 2ecos(270)q1- mewwwm _ mew—wom) + cc, (16)

A solugao para a corregao de ordem zero é imediata
qo = A(Ty, Ty)e™oT0) 4 B(Ty, Ty)el~oT0)  (13)

com B(Ty,T») = A(Ty,Ts) (barra = cc)* logo, subs-
tituimos na corregao de ordem 1 e obtemos a seguinte
equagao diferencial

D2q1 + wlqr = —2iwo Dy A(Ty, Ty)elio™)

FA(Ty, Tp)eHe0)T0) | B(Ty | Ty)el(2=w0)To) 4 ¢ A(Ty) = }aexp i
(14) 2 dwo(wg — 1)

3w(t) = w3 (1 — 2ecos(2t)) pode ser entendida como um efeito paramétrico na frequéncia, mantendo o carater oscilatério na solugao

4¢c =complexo conjugado

5Para determinarmos as amplitudes A(Ty,T») e B(Ty,Ts), é necessario identificar os termos seculares. No entanto, o que sdo estes
termos seculares? Uma resposta plausivel é verificada quando primeiramente estamos buscando solugdes que nao divirjam para tempos
t > 0, pois interessa-nos solugoes regulares para o nosso problema. Estes termos podem ser identificados e entendidos fazendo-se uma
analogia ao problema da ressonancia em um oscilador harménico de frequéncia w sujeito a acao de uma forca externa gcos pt, cuja
frequéncia da forga aplicada ¢ iguala-se a frequéncia natural do oscilador. Para este sistema temos a equagao do movimento para a
posi¢ao y dada por

novamente identificamos o termo secular como

A(Ty)

_QZw()DQA(Tg) + m

:0,

de forma que a solugdo para a amplitude A(T5) esta
expressa como

Ty — b

g+ w2y = g cos pt.
A solugao da equagao homogénea é igual a
yr(t) = arsen wt + ag coswt,
onde a1 e az sdo constantes arbitrarias. A solucdo particular y, ¢ uma funcdo do tipo tsen ¢t e t, onde a independéncia linear é
respeitada. Entao a solugao particular da equagao diferencial (5) tem a forma

Yp = itsen ©t.
2¢

Desta soluc¢ao observamos que, no decorrer do tempo ¢, a amplitude do oscilador aumenta até alcangar uma amplitude limite, na qual o
sistema colapsa antes da oscilagdo se tornar infinita [10]. E justamente este tipo de comportamento que deveremos eliminar na aplicagao
do método das escalas multiplas, pois sdo os termos seculares que levam as solugdes nao regulares e devem portanto ser iguais a zero.
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onde a e b sao constantes e podem ser determinadas
pelas condigoes iniciais. Determinada as Amplitudes
A(Ty,T), B(Th,Tz) e as solugdes para corregao de or-
dem zero e um para o parametro €, podemos escrever a
solugao final como

q(t,e) = ZQ(COS o)+ [(wo + 1)t cos(2t + )

—€
2
wg 4wg

— (wo — 1)t cos(2t — ¢)] + O(e?), (17)

com ¢ igual a

62

—| T.
4wo(wg — 1)

¢ = |wo—
Tomando-se € = 0, recuperamos a solucdo (11). Grafi-
camente podemos expressar a aproximacao existente
entre as solugoes no espago de fase conforme a Fig. [2,
ou seja, a solugao exata é dada pela curva em negrito na
grafico 1, enquanto que as demais curvas sao solugoes
aproximadas considerando pequenos valores para o
pardmetro e. Para a situagdo em que ¢ = ¢(t), grafico
2 temos as duas situagoes, (linha azul) para a solugao
exata e a (linha vermelha) para a solugdo aproximada.
As curvas perturbativas se aproximam do valor exato
no circuito LC, o que demonstra a utilizagdo de método
das escalas multiplas como um tratamento aproxima-
tivo de equagoes diferenciais. Vamos agora analizar o
caso do circuito RLC.

3.2. Circuito RLC

Consideremos o exemplo de circuito RLC em série con-
forme a Fig. [1. A equacgao diferencial que a descreve
pode ser facilmente obtida da mesma forma que no caso
LC, utilizando-se a lei das malhas

d*q dg

— + 28— +wyg =V, 18
onde 8 = % é conhecido como termo de amorteci-
mento, wi = % é frequéncia natural do sistema. Ao

resolvermos estd equagao diferencial, verificamos trés
casos distintos para a frequéncia de oscilagao do cir-
cuito de acordo com o tipo de amortecimento causado

e amortecimento critico - 4% = wg.
e amortecimento subcritico - 4% < w?.

e amortecimento supercritico - 4% > w3.

Tal que a solugao da equagao diferencial para cada um
destes casos é dada por

o B =wE-q(t) = Lewot.

wo

o B2 <wt-qt)= w—vge’ﬁt cos(wt).
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o 2> wji - qt) = 25 P! cosh(wat).
9]

o w, =/f2—wi i=12

Agora, para o proposito de aplicarmos um segundo
tipo de perturbagao, além do parametro 3, poderiamos
pensar que 5 = ((t) = B(1 — 2ecos2t) é dependente
do tempo, com o pardmentro € << 1 pequeno. Va-
mos ainda, para simplificar nossos resultados, utilizar o
processo do amortecimento subcritico. Com esté con-
sidereac@o reescrevemos a equacdo diferencial (18) tal
que

d*q dg o

— +206(t)— =V. 19

gz T 26— +wig (19)
Realizando a transformacao, t, % e % em termos das

novas escalas de tempo, e ainda escrevendo as equagoes
para corregao até ordem 1 no pardmetro €, temos

e°Dgqo + 28Doqo + wigo = 0
' Diqo + 28Doqo + wigo = —2DoD1qo
—26(D1go + 2e cos(2T5) Dogo),

A solugao para a corregao de ordem zero, considerando
o amortecimento subcritico, é dada por

qo = A(Ty)el =Tt L B(Ty )e~ (BHiw)t (20)

com B(T) = A(Ty) as amplitudes, w = /(wZ — 32) e
% < wi. Substituindo a solugao (20) na equagao dife-
rencial de corre¢ao em ordem 1 temos para os termos a
direita desta equacao

= —2iw [Dy A(Ty)] e B+t 4 (82 — iBuw) x
A(Ty) (e(—ﬁ+i(w+2))t + 6(—@+i<w—2>>t) tee, (21
tal que o termo secular é identificado pelo termo

D, A(Ty). Consequentemente A(Ty) = A, é uma cons-
tante e a solucdo particular da Eq. (22)) é dada por

= Tl)e‘” (f)B—g(tw).  (22)
onde

f(t) = sen(2t)sen(wt)w + cos(wt) cos(2t),
g(t) = sen(2t) cos(wt)w — sen(wt) cos(2t).

Determinadas as solugoes para correcao de ordem zero
e um no parametro €, podemos escrever a solugao final
como

q(t,e) = :j}ge_ﬁt (cos(wt) + T

()8 g<t>w>) ,
(23)
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Circuito LC Circuito LC

0,5

_0]5_

-0,5 0 0,5
t

[eere €=0,05 =0 — — 0,01 [0 =0,01]

Figura 2 - a) Carga ¢(t) pelo tempo (linha azul) - solugdo exata, (linha tracejada vermelha e negra) - solugdo aproximada em e. b)
Espago de fase, (linha em negrito) - solu¢do exata, (linha marrom) - solugao aproximada em e.

a) Circuito RLC - Subcritico b) Circuito RLC - Subcritico
014
04
4 i
04
-0,5 1
T T T 1
0 1 0 0.1
4 q
=0 €=0,05 €=0,25] =0 €=0,05

Figura 3 - a) Carga ¢(¢) pelo tempo, (linha azul)-solugdo exata, (linha tracejada vermelha e verde) - solucdo aproximada em €. b)
Espago de fase (linha azul) - solugdo exata, (linha magenta) - solugdo aproximada em e.
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Tomando-se € = 0, recuperamos a solugao exata.
Graficamente podemos expressar a aproximagao exis-
tente entre as solugdes no espago de fase conforme a
Fig. 13

4. Aplicagoes em circuitos elétricos 11

Como um exemplo de circuitos acoplados considera-
mos um circuito constituido por dois osciladores RLC
acoplada a um tubo de vacuo [11], como mostrado na
Fig. 11l
lamento) F aquecido por uma bateria de modo que

O tubo de vacuo consiste de um catodo (fi-

emitem elétrons, uma placa carregada positivamente P
(anodo) de modo que atrair os elétrons emitidos pelo
filamento e uma grade G, que consiste em um malha
grossa para controlar o fluxo de elétrons do catodo para
o anodo. Este controle é realizado por manter a ten-
sdo da rede a mesma que através do capacitor Cy. A
corrente na rede é mantida por insignificante pequenos

conectando-o com um resistor grande Rg.

4.1. Circuitos RLC acoplados

Para este caso, vamos considerar as equagoes diferenci-
ais que regem este sistema estao dadas por

d? q1
2

d*q dq2 dqa
. T2 +w2qQ =e| (a1 - a2q2)ﬁ +azq
onde as condigdes iniciais estdo dadas por S = {¢1(0) =

dgi (0 dg2(0
1,g2(0) = —1, 90 — o, 420)
a;,1 =1,2,3 sdo expressas em termos da corrente total

d d
+ 251 q1 +wiq = ((041 - azQ%)% + a3¢12> ;

= 0}. As constantes

do circuito, o parametro € esta relacionada a indutan-
cia mutua M;, My, porém nao vamos entrar em deta-
lhes maiores a respeitos destes valores, vamos apenas
nos concentrar na resolucao das equagoes diferencias
propostas. Caso o leitor queira mais informagoes pode
procurar em [1,11]. Prosseguindo com nossos calculos
vamos aplicar o MEM e encontrar as equagoes diferenci-
ais que regem o sistema até uma a corre¢ao de ordem 1
e em seguida analizarmos graficamente o efeito da per-
turbacao nas solugoes. Logo as equagodes sao escritas
como

60

Diqi0 + 261 Dogro + wiqio =0
D20 + 232 Doga0 + wigzo = 0,

Lara e Carmo

e

61

Dg‘]u +261Dogi1 + W%QU =

—281D1q10 — (1 — a2q3y) Dogro — 320
Dgéhl +262Dog21 + W%Qm =

—2B2D1g20 — (@1 — @2g30)Doga0 — azqio-
Considerando o caso de amortecimento subcritico a

solucdo das equagdes diferenciais em ordem 0 podem
Ser expressas como

quo = A1(Tl)e(f’aﬁ(’@f*“%)l/z)%+cc

g0 = Az(T1)e(_ﬁ2+(5§_“§)1/2)%+cc, (24)

que ao ser substituida na correcao em ordem 1 no
parametro €, encontramos as seguintes equagoes secu-
lares que determinaram as amplitudes Aq(T7), A2(Th)

1
s (Gt ) ) = o

L (04152 o
2 \ - w7

Considerando as condigoes iniciais e o caso do amorte-

Dy A(Th) +

DlAg(Tl) ) AQ(Tl) = 0.

cimento subcritico, encontramos como solucao para as

amplitudes
1 Ty iB1+m
Al(T1> = Ee 2 1
1 Ty iBatry
Ax(Ty) = —5¢ " 7, (25)

onde 7, = \/w? — B3;, i = 1,2. Portanto temos como
solugao geral até termos na correcao de ordem 1

q1(t) = e Tt (cos(mt) cos(o1t) — sen(7it)sen(o1t))

q2(t) = e*FQt (cos(at) cos(oat) — sen(rot)sen(oat)), (26)

onde
ex ex
Ti= (5 — =), Toa=(f2— =),
2 2
€] €]
g1 = =

o9 = .
21151 ? 27232

Tomando-se ¢ = 0, recuperamos a solugao exata para
o caso subcritico. Graficamente podemos expressar o
MEM conforme a Fig. 4l
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Circuito RLC

b)

4

Figura 4 - a) Carga ¢(t) pelo tempo, (linha azul) - solugdo exata (linha tracejada vermelha e negra) - solugdo aproximada em e. b)
Espago de fase (linha azul) - solugdo exata (linha magenta) - solugdo aproximada em e.

5. Conclusao

Mostramos que o método das escalas multiplas tem
como idéia central a transformagao das equagoes dife-
renciais do problema a ser abordado, em uma série de
equagoes diferenciais lineares soluveis de forma inte-
rativa. Apartir desta idéias buscamos apresentar uma
aplicacao desta ferramenta matemaética em problemas
envolvendo circuitos LC e RLC, analizando seus resul-
tados perturbativos. E importante salientar o limite de
validade destas solucoes aproximadas, sendo que aqui
nao foram abordadas e sim exploradas livremente. Em
cada caso é importante investigar estes limites de forma
acurada, demonstrando fisicamente estes efeitos.
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