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Neste trabalho discute-se um arranjo experimental bastante simples e de baixo custo, cujo objetivo consiste
em se exemplificar de forma concreta a aplicagdo de técnicas matemadticas envolvendo solugdo por séries infinitas
destinadas ao estudo de determinado fenémeno fisico. Esta pratica desenvolvida e direcionada aos alunos de um
curso de Graduacgao em Matematica, consiste basicamente de um estudo quantitativo relacionado ao comporta-
mento oscilatério amortecido de um sistema constituido por uma massa acoplada a uma mola. Os resultados
experimentais corroboraram muito bem a teoria fenomenoldgica e possibilitam a determinagdo numérica de uma
constante fisica normalmente considerada desprezivel, mencionada de passagem nos livros textos. Um fato de
destaque deste trabalho referente ao fenémeno ondulatério estudado, ilimitado no tempo, mas limitado no espago,
é o de permitir uma boa discuss@o com os estudantes sobre o conceito de limite matematico.

Palavras-chave: sistema massa-mola, amortecimento, séries infinitas.

In this work, a quite simple and low-cost experimental arrangement is discussed. Its objective consists of
exemplifying in a concrete manner the application of mathematical techniques involving solution by infinite
series, destined to the study of determined physical phenomenon. This practice, developed for and directed to
undergraduate students taking the course in Mathematics, basically consists of a quantitative study related to
the damped oscillatory behavior of a system constituted by a mass coupled to a spring. The experimental results
corroborate the phenomenological theory very well and permit the numeric determination of a physical constant
normally considered negligible, mentioned only briefly in text books. An important factor in this work refers
to the studied oscillatory phenomenon, unlimited in time, but limited in space, which permits an interesting
discussion with the students on the concept of mathematical limits.
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1. Introducgao

Conceitos tedricos de fisica basica apresentados aos es-
tudantes devem convencé-los de que podem, de fato,
descrever a realidade a sua volta. Algumas vezes de-
terminados assuntos tratados em livros textos de fisica
apresentam aspectos que nem sempre possibilitam ao
estudante uma imediata percepcao da realidade. Em
alguns casos o coeficiente de atrito (constante de pro-
porcionalidade entre forga de atrito e velocidade de uma
massa se deslocando no ar) configura-se como um bom
exemplo da afirmagdo acima. Os textos quase nunca
mencionam a ordem de grandeza de tal constante e as-
sim, o aluno nao consegue estimar os aspectos men-
surdveis relativos a esta varidavel. Um exemplo cldssico
refere-se a influéncia desta constante de amortecimento
sobre um sistema massa-mola amortecido. Costuma-se
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argumentar que este parametro é suficientemente pe-
queno e portanto poderia ser desprezado, mas a partir
desta consideragao pode-se questionar por que um sis-
tema massa-mola colocado para oscilar cessa comple-
tamente seu movimento depois de algum tempo? Por
melhores que sejam as condigOes é constatagao expe-
rimental de que o tempo decorrido para um sistema
massa-mola ordinario colocado para oscilar pare com-
pletamente é frequentemente inferior a uma hora.

Um sistema massa-mola convencional esté ilustrado
na Fig. 1. O movimento da massa, considerando-se a
resisténcia do ar, pode ser analisado a partir da segunda
lei de Newton

Felastica + Fatrito = ma, (1)

onde a forga elastica aplicada pela mola e a de atrito
aplicada pelo ar sao tomadas como sendo diretamente
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proporcionais a elongacao da mola e a velocidade da
massa respectivamente. Assim a Eq. (1) pode ser rees-
crita como

d*S ds
ms +bdt + kS =0.

Se a constante b puder ser considerada menor que
um certo valor critico b., a solucao dessa equagao dife-
rencial, com condigdes iniciais S(t = 0) = Ay e veloci-
dade inicial V(t = 0) = 0, serd

S = Age b2 cosw't, (2)

onde

,2m |k b\
YErm T\, <2m) '

Em tal solugao, b/2m(= 1) é denominada constante
de amortecimento do sistema e o termo Age ?/2™ ex-
pressa a variagdo da amplitude com o tempo. Observa-
se aqui que a frequéncia angular do oscilador harmoénico
amortecido, w’, é sempre menor que a frequéncia do
mesmo oscilador sem amortecimento (para b = 0). A
auséncia de amortecimento implica numa amplitude
constante e igual a Ag, ou seja, um movimento sem
alteracao. Esse tipo de amortecimento é chamado de
subcritico.

Caso a constante de atrito fosse igual a b, = 2vkm,
o movimento deixaria de ser periédico e a massa re-
tornaria a sua posicao de equilibrio, quando solta da sua
posicao inicial Ag, caracterizando o chamado amorteci-
mento critico. Um exemplo pratico de amortecimento
critico ocorre nos amortecedores de automoveis, pro-
jetados para amortecerem as oscilagoes do sistema de
suspensao composto por molas de grandes constantes
eldsticas. No amortecimento supercritico (caso em que
o valor da constante de atrito é maior que b.) o sistema
nem chegaria completar meia oscilagao, demorando um
tempo muito longo até que o sistema chegasse a posicao
de equilibrio [1].
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S

Figura 1 - Um sistema massa-mola em duas situagdes: no ponto
de equilibrio e deslocado de uma distancia Ag antes de ser posto
a oscilar.
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2. Interdisciplinaridade: fisica e analise
matematica

A observacao do movimento de um sistema massa-mola
subcritico mostra que as variacoes de espago sofridas
pela massa, a cada meio periodo de oscilagao, diminuem
progressivamente com o tempo, tornando-se muito pe-
quenas para tempos longos. O movimento cessa quando
a massa permanece estatica na posigao de equilibrio. O
fato de que o somatério de todas as variagoes de espaco,
em cada intervalo de tempo de meio periodo, ser igual
a variacao de espago total sofrida pela massa até parar
sugere que esse movimento seja limitado espacialmente
e que a distancia total percorrida pela massa possa ser
calculada através do uso de séries infinitas.

Para encontrarmos a distancia total percorrida
pelo sistema massa-mola, calcularemos as variagoes de
espago percorridas pela massa (AS,, = S,, — S,_1) em
cada intervalo de tempo de meio periodo e entao so-
maremos seus moédulos.

Supondo que a massa foi solta a partir de uma
posicdo S = Ay, entdo, apds o primeiro intervalo de
tempo de meio periodo, a massa estard na outra ex-
tremidade da oscilagao e terd percorrido

’ ’

AS; = —Age ™7 — Ay = —Ag(l+e 7).

Durante o segundo meio periodo de tempo, obser-
vamos que a massa percorre

T, e T T

ASy; = Age™ 72 —(—Aoe T2)2A0(6 T te 7—2).

Durante o terceiro meio periodo de tempo, observa-
mMos que a IMassa Percorre

’

ASy = —AgeTE P — Age 752 =
—Ag(eTE S 4 e E ), (3)

e assim sucessivamente.

Observando as equagoes acima é facil verificar que a
expressao para o termo geral de uma série que descre-
ve as variagoes de espago sofridas pela massa em cada
intervalo de tempo de meio periodo é dada por

/

AS, = Ag(e=™F ™ 4 e 5

(r=1)).
Ag(l+e™) - (=) e T

A Eq. (4) mostra que o fator Ag(1+€™ 7 ) representa
o moédulo da primeira variagao de espaco sofrida pela
massa, que as variacoes de espaco sao alternadamente
negativas e positivas e que seus moédulos diminuem
exponencialmente no tempo em fun¢ao do ndmero
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de meios periodos (consequentemente em fungio do 1,0 1 AS
tempo). Tais variagdes de espago estdo representadas 'aS,
na Fig. (2). 0.5- AS,

Necessitamos agora determinar se a série dada pelo A\
termo geral da Eq. (4) converge ou ndo. Para tal, 0.0
temos que verificar duas condigoes: se o limite de AS,,, \J
quando n tende ao infinito, é zero, e se [ASy| > |AS)41] 0,5 AS
AS,

AA,

o - T
para todo inteiro positivo k. O fator e =™ nos traz a
chave para ambas as respostas, pois sendo seu expoente 1.0 AS,

negativo a série é decrescente, satisfazendo assim ambas A .

dicdes [2, 3] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
as condicoes . ’ . )
¢ ’ Numero de meios periodos

Constatada a convergencia desta série, sua soma Figura 2 - Variacoes de espago de um sistema massa-mola amorte-
existe e pode ser calculada como se segue cido subcritico.

o0
Do As=do [ (Le e ) (7 E T - (T E R
n=1

ou

’

oo
i . L . S sz s
E ASn:—Ao[l—FeTQ1—67—21—€T22+6722+6723—"':|.
n=1
E fécil perceber que, nesta série, todas as parcelas diferentes de —A( se cancelam aos pares, resultando em

f: ASn = - AOa
n=1

0 que significa que num tempo suficientemente longo a massa se encontra realmente na posicao de equilibrio, sendo
entdo a sua variacdo de espaco total igual a —Ag.2

Para se obter a distancia total percorrida pela massa até que esta pare de oscilar, somam-se os médulos de todas
as variagoes de espaco sofridas pela massa, durante o seu movimento, obtendo a seguinte série

D= > |AS,| =
n=1

Ap [1 + 26_7%'1 + 26—7%'2 + 26—7%"3 4. } ,

ou
7N\ 1 7N\ 2 7N\ 3
D:AO{1+2- |:<e—‘r€) +(€_T%> —&-(6_7%) +:|} (5)
|
A expressao dentro dos colchetes na Eq. (b)) repre- um, estd garantida a convergéncia desta série, sendo
senta uma série geométrica infinita cuja soma é sua soma dada por
a ar

S—a=ar+ar*+ar®+---, S—a= —a= ,

1—r 1—7r
ondea=1er= e*TTT; sendo este ultimo menor que o que nos leva a expressao da distancia total percorrida

2A série dada pelo termo geral da Eq. (4) é absolutamente convergente o que nio sé implica em sua convergéncia como também na
independéncia de sua soma com a ordem com que seus termos sao somados.
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pela massa até parar de oscilar como sendo
T
D= A, mij . (6)

1—e 7%

Na Eq. (6) acima, se a constante de amorteci-
mento do sistema 7 tende a zero, o fator dado pela ex-
pressao entre parénteses, tende ao infinito, assim como
a distancia D percorrida pela massa; isso significa que,
sendo o amortecimento do sistema muito pequeno, o sis-
tema massa-mola tende a ficar oscilando durante muito
tempo, percorrendo uma distdncia muito grande até
parar. Se, por outro lado, a constante de amorteci-
mento do sistema 7 for grande (mas nao o suficiente
para o movimento deixar de ser subcritico), o fator
entre parénteses da Eq. (6) tende a 1 e a distancia
D tende a Ap; que seria a distancia minima percor-
rida pela massa que estaria entao realizando um movi-
mento muito proximo do movimento de um oscilador
harmonico com amortecimento critico. Tal comporta-
mento da distancia total percorrida em funcao de T%/
pode ser observado na Fig. (3). Apesar do movimento
ser subcritico, nao ha limite superior para os valores
que pode assumir a variavel T%’ pois o produto de uma,
varidvel que tende a uma constante (quando a constante
de atrito tende a b., 7 tende a um valor finito) por uma
outra variavel que tende para o infinito (o periodo de
oscilagao T") também tende ao infinito.
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Figura 3 - Gréfico da distancia percorrida pela massa de um os-
cilador harmonico amortecido subcritico em funcao da constante
de amortecimento do sistema.

3. Tempo total de parada?

Apesar do fato da Eq. (2) n@o limitar o movimento
harmonico sub-amortecido no tempo, consideramos que
em algum instante futuro o sistema ird parar de os-
cilar, fato notério das observagoes das pessoas. Na
verdade, nao devemos acreditar que a teoria apresen-
tada (ou suas hipdteses) seja vélida para qualquer in-
tervalo de seu dominio, ou em outras palavras, que o
sistema nunca pararia de oscilar ou que suas oscilagoes
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sempre seriam descritas pela Eq. (2). Para calcular
o tempo de duragao do movimento, podemos conside-
rar que o sistema para quando a velocidade da massa,
no ponto de equilibrio, seja imperceptivel, ou nao men-
suravel. Na verdade, podemos usar varios parametros
de parada para este fim. No nosso caso, escolhemos
como parametro de parada a condi¢do em que o fator
de amplitude seja no maximo igual ao menor compri-
mento possivel de ser medido com o instrumento de me-
dida utilizado, ou seja, a metade da menor graduacao
da escala do aparelho de medida, o4. A velocidade
média da massa nessas condigoes serd dada por

’

|AS,| 2Ao(e_TT7," + e~z (nm1))

onl =7y = T ’
ou
 dog 2Ap(eTEN 4T E (D)
|U'n-| = T/ = T/ . (7)

Considerando que nessas condigbes o numero de
meias oscilagoes n seja muito grande (n-1— n), a Eq. (7)
torna-se

20’A

Ay

Aplicando o logaritmo natural em ambos os mem-
bros desta equacao. obtemos

2 ln(@

7T oA

= 2677%/”

n

).

’
Como Tiotar = n%, obtemos

1. A
Ttotal = - ln(io)v
T o
ou, finalmente
2m . A
Thotal = B 111(*0) (8)
oA

A Eq. (8) nos indica que o tempo total para que
o sistema possa ser considerado parado depende do lo-
garitmo natural do parametro de parada escolhido e
¢é inversamente proporcional a constante de atrito do
sistema, sugerindo nao depender da constante elastica
da mola! Esta equagdo é conveniente para o profes-
sor, pois este pode planejar um sistema massa-mola
que fique oscilando um tempo suficientemente longo (o
quanto queira) para que seus alunos possam obter o
maior numero de medidas possiveis para seus calculos.

4. Procedimentos experimentais

Na aplicagao desta pratica, uma classe de estudantes
foi dividida em grupos de até trés alunos e, para cada
grupo, foram usados materiais muito simples tais como
molas de ago, cronémetros e réguas [4].
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As molas foram penduradas em apoios nas pare-
des do laboratério e em suas extremidades livres foram
colocadas massas de chumbo para pesca de 0,250 kg (£
0,005 kg).* Os perfodos e as frequéncias de oscilacio
dos sistemas massas-molas foram determinados pelo
método dindmico (com amplitudes iniciais ndo muito
grandes para que as molas nao fossem danificadas)
medindo o tempo transcorrido para 100 oscilagdes com-
pletas.

A seguir, os sistemas massas-molas foram colocados
novamente a oscilar e foram feitas medigoes das am-
plitudes dos movimentos em fungao do tempo. Tais
medigoes tornam-se mais faceis se se fizer marcacoes
das amplitudes com giz na prépria parede (de 5 em
5 cm, por exemplo) a partir do ponto de equilibrio do
sistema e entao medir com o crondémetro o tempo gasto
para a massa chegar em cada marca (para cada marca
os tempos foram determinados por meio uma média de
seis medidas).

Um grafico da amplitude do movimento em fungao
do tempo em papel milimetrado foi pedido aos alunos.
Os mesmos dados também foram colocados em papel
mono-log para obtengao da constante de amortecimento
7 do oscilador, consequentemente da constante de atrito
b entre o sistema e o ar.

5. Resultados dos alunos

A Fig. 4 mostra um grafico da amplitude do movi-
mento em funcao do tempo obtido por um dos grupos
de alunos a partir do qual foi possivel calcular os valores
de 7= (4,04 0,1)x1073 s L e b = (2,00 + 0,06)x10~3
Ns/m.

O periodo de oscilagao desse sistema massa-mola
medido foi T'= 1,09 s (consequentemente frequéncia v
= 0,917 Hz). A constante eldstica da mola calculada foi
k = 8,30 N/m. Nota-se que as constantes eldsticas das
molas podem ser determinadas sem a necessidade de se
levar em conta o amortecimento devido ao atrito, pois
as constantes de amortecimento encontradas foram da
ordem de 1073 s~! sendo bastante baixas para nio al-
terarem significativamente os perfodos de oscilagao dos
sistemas. Com tais resultados, foram calculados o valor
da constante de atrito para que o amortecimento fosse
critico, b. = 2,88 Ns/m, e a distancia total percorrida
pelo sistema massa-mola estudado usando a Eq. (6)),
D = 182 m. Os outros grupos de alunos obtiveram
valores préximos deste.
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Figura 4 - Dados experimentais da amplitude de um oscilador
harmoénico amortecido subcritico em fun¢ao do tempo.

6. Conclusao

A prética apresentada é de baixo custo e facil de ser
aplicada. Por meio do estudo de um fendémeno fisico
frequente na vida didria dos alunos, pode-se fazer uma
visualizagao muito concreta da aplicacao de séries in-
finitas a problemas fisicos, além de permitir uma exce-
lente discussao do significado de limite matematico num
sistema fisico. Permite ainda a medida da constante de
atrito entre o ar e uma esfera massiva se deslocando em
velocidades baixas, constante essa normalmente citada
como desprezivel em muitos livros textos.
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