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O objetivo deste trabalho é apresentar os conceitos bésicos relacionados aos fendmenos de difracao e dis-
persdo, permitindo ao leitor perceber as diferengas fundamentais entre os mesmos. Utilizam-se como ferramentas
matemadticas fundamentais as nogbes gerais da equagao de ondas, as equagdes de Maxwell para ondas planas
uniformes e a transformada de Fourier para mostrar que a difracdo estd associada a superposicao de ondas
monocromaticas com vetores de onda em diferentes diregoes, tratando-se de um fenémeno espacial, enquanto a
dispersao corresponde & superposi¢do de ondas de diferentes frequéncias e tem portanto um carater temporal.
Embora a énfase seja dada para as ondas eletromagnéticas, os principais resultados podem ser prontamente
generalizados para ondas de qualquer natureza (som, ondas em fluidos ou ondas de matéria no caso da mecéanica
quantica)

Palavras-chave: difragao, dispersao, ondas eletromagnéticas.

The aim of the present work is to present the basic concepts related to the phenomena of diffraction and
dispersion, allowing an understanding of fundamental differences between them. To do this, it was used as the
main mathematical tools the general notions of wave equation, Maxwell’s equations for uniform plane waves
and Fourier transforms, showing that diffraction is a consequence of superposition of monochromatic waves with
wave-vectors in distinct directions, being in essence a spatial phenomenon, while dispersion corresponds to the
sum of waves having different frequencies producing a phenomenon with an essential temporal character. Despite
the fact that we emphasized electromagnetic waves the main results can be promptly generalized to waves of
any nature (sound, waves in fluids or matter waves in quantum mechanics)
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1. Introducao

Em cursos de graduagao em fisica e engenharia elétrica
o estudo da propagagao de ondas elétromagnéticas
tem grande relevancia, sobretudo pela ampla gama
de aplicacoes das mesmas. Varios sao os exemplos
de aplicagoes das ondas eletromagnéticas: i) a trans-
missao de energia/informacao em sistemas de comu-
nicacao, realizada através de propagacao nao guiada
ou sem-fio (telefonia celular, difusdo de rédio e TV)
ou propagacao guiada (sistemas Opticos baseados em
fibra éptica, linhas de transmissdo); ii) a utilizagdo em
medicina e biologia, onde sao amplamente empregados
atualmente os lasers oftalmoldgicos e aplicagao de ra-
diacao eletromagnética para tratamento de tumores,
aquecimento de tecidos, manipulagao de particulas e
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moléculas através de pingas dpticas; iii) em radioas-
tronomia, telemetria, sistemas de GPS, metrologia e
sistemas de radar. Dois fenomenos fundamentais de
naturezas distintas na compreensao da propagacgao de
ondas eletromagnéticas sao a dispersao e difracao de
ondas, normalmente abordados de maneira superficial
ou até mesmo omitidos em um curso introdutério de
eletromagnetismo, de tal forma que poucos estudantes
realmente conseguem compreender a diferencga entre os
mesmos, embora haja uma vasta literatura tratando do
tema [1-12].

O objetivo deste trabalho é apresentar os conceitos
bésicos relacionados a dispersao e difracao de ondas
eletromagnéticas (oems) de maneira pedagdgica e clara,
de modo a facilitar a compreensao das diferencas entre
estes fenomenos, bem como apresentar o formalismo
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matematico necessario para descreveé-los. E importante
ressaltar que a maioria dos resultados obtidos com oems
podem ser generalizados para ondas de outra natureza,
como ondas mecénicas (som, ondas em fluidos), ou on-
das de matéria no caso da mecanica quantica.

Antes de fazer uma andlise quantitativa da difragao
e dispersao utilizando as equacoes de Maxwell e a
equagao de ondas, os fenomenos serao apresentados de
maneira qualitativa, distinguindo-os conceitualmente.
Para tanto, é bastante 1til ao leitor lembrar aqui de dois
experimentos que usualmente fazem parte do programa
de disciplinas em fisica bésica, a saber: i) o experimento
de difragao da luz por um tunico orificio (ver Fig. 1); ii)
o experimento de decomposigao da luz branca no espec-
tro de cores do arco-iris através de um prisma, ilustrado
na Fig. 2.
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Figura 1 - Experimento de difragdo por um orificio: pelo principio

de Huygens cada ponto da onda plana incidente na abertura é

fonte de ondas esféricas secunddrias que se superpéem e ao se

propagar produzem a interferéncia observada no anteparo em

z = 2p.
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Figura 2 - Experimento de decomposi¢dao da luz por um prisma:
a luz branca incide inicialmente formando um angulo reto com
a interface ar/prisma. Na interface prisma/ar, assumindo que o
indice de refragao do prisma seja dependente da frequéncia, é facil
ver que a lei de Snell n(w)sin@; = siné;, onde 6; é o angulo da
onda incidente na interface prisma/ar, prevé diferentes dngulos
de refracgao, fazendo com que cada cor do espectro da luz branca
seja refratada em um angulo especifico e diferente das demais.

Enquanto que o primeiro experimento ilustra o
fenomeno de difragao e estd relacionado a super-
posicao e interferéncia de ondas planas uniformes que se
propagam em diferentes direcées do espaco, o segundo
é representativo da classe dos fendmenos dispersivos e
corresponde a superposicao de ondas monocromaticas
de diferentes frequéncias. A partir dai, percebe-se que a
difracao esta diretamente associada a caracteristicas de
natureza espacial da onda, enquanto que a dispersao é
inerentemente um fenémeno de natureza temporal, haja
vista que o dual da frequéncia é o tempo. Para melhor
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entendimento e por uma questdo de simplicidade na
abordagem qualitativa seguinte, serao omitidos alguns
aspectos do carater ondulatério. A difracao e a dis-
persao serao ilustrados usando dois exemplos bastante
intuitivos, onde as ondas podem ser representadas por
particulas cujo vetor velocidade estd bem definido, o
que seria equivalente a analisar as ondas sob o ponto
de vista da 6ptica geométrica de raios.

Na descrigao do fendmeno difrativo, considere a
situagao ilustrada na Fig. 3, onde pode-se imaginar,
por exemplo, as particulas como pessoas ou atletas de
alguma prova de corrida. Se na posi¢ao z = 0, corres-
pondente ao ponto de partida, existirem 5 corredores
distribuidos sobre o que denominaremos eixo =, em um
espaco Axg, a densidade de corredores serd dado por
So = 5/Axq pessoas por unidade de comprimento. Se
todos os corredores se deslocarem rigorosamente com a
mesma velocidade v, em mdédulo, mas cada um em uma
direcao distinta, a medida que o tempo transcorre eles
terao percorrido uma distancia d = vt em relagao a sua
posicao inicial mas estarao nao somente se distanciando
da linha de partida z = 0 como também uns em relagao
aos outros, embora a distancia percorrida por todos seréd
a mesma. Deste modo, em uma posicao correspondente
a z = zg o prolongamento da linha correspondente a
direcao da velocidade de cada corredor faz com que as
5 pessoas se distribuam agora em um espago Az, que
é maior do que o valor inicial Azg. Consequentemente
a densidade de corredores por unidade de comprimento
serd S = 5/Ax < Sp. Todavia o nimero de pessoas se
conservou, pois nao ha “perdas”no meio de propagacao.
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Figura 3 - Panorama pictdrico do fenémeno de difragdo: um
grupo de corredores idénticos que tem mesma velocidade em
médulo, mas com diferentes diregoes de propagagao. A medida
que se afastam da linha z = 0 eles se espalham, diminuindo a
densidade de corredores por unidade de comprimento. Os efeitos
de interferéncia, inerentemente ondulatérios, ndo podem ser ex-
plicados nesse modelo simplista.

A situagao ocorrida corresponde ao efeito difrativo
de uma oem propagando-se em um meio homogéneo
sem perdas, representada por um campo elétrico
E.(x,2,t) = A(z,2)e™!, com apenas uma frequencia
w. A propor¢ao que esta oem se propaga, a amplitude
A(z, z) modifica-se espacialmente, tal que a largura es-
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pacial da fungdo A(z,z) deve aumentar quando com-
parada com A(z,z = 0), porém sem haver dissipagao
de energia.

Torna-se evidente que a difragao é um fenémeno
espacial que ocorre devido a superposicao de ondas
(ilustradas aqui como particulas) que se propagam em
diferentes direcoes, todavia com a mesma frequéncia
e velocidade de propagacao, em modulo, fato esse
ilustrado pelos corredores idénticos com a tnica
diferenca na dire¢ao das velocidades de cada um. Uma
consequéncia geral do fendmeno é a suavizagao da den-
sidade de poténcia, representado pela diminuicao da
densidade de pessoas por unidade de comprimento. Nao
havendo perdas no meio a poténcia total deve se con-
servar, o que aqui € representado pela conservagao do
numero de pessoas. E importante relembrar que foi
omitido o fenémeno de interferéncia, que é inerente-
mente ondulatério e se manifesta na forma do apareci-
mento de maximos e minimos, devido a superposigoes
construtivas e destrutivas de ondas que nao podem ser
explicados nesse panorama pictérico. Por fim, uma
dltima pergunta que pode surgir é: Por que os corre-
dores nédo estdo correndo todos na mesma direcao?
Qualitativamente, a explicacao para tal fato reside no
principio de Huygens, que mostra que cada ponto de
uma abertura (no nosso caso a linha de comprimento
Azg) deve agir como fonte de ondas esféricas.

No tangente a andlise do fenomeno da dispersao,
serd entao considerado um grupo de pessoas em uma
prova de atletismo dispostas conforme ilustragao da
Fig. 4. Para considerar apenas os efeitos dispersivos,
os atletas irao se movimentar na mesma direcao sem
aquela variagao de direcao anteriormente trabalhada,
i.e., a disposigao espacial total dos mesmos é mantida
constante, Axg. Tal situacao corresponde a existéncia
de um guia de ondas na qual a distribuicao transversal
A(z,z) é dita modo de propagacao do guia. Aqui, a
analogia sao as raias, estruturas que servem para guiar
os atletas ao longo de determinado percurso. Desta
forma, todos os atletas irdo correr na mesma direcao,
porém cada um deles terd uma velocidade (frequencia)
distinta, correspondente ao seu desempenho individual.
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Figura 4 - Panorama pictérico do fenémeno de dispersao: um
grupo de corredores que tem velocidades diferentes mas na mesma
diregdo de propagacao. A medida que se afastam da linha z =0
eles se espalham ao longo de z, e consequentemente haverd um in-
tervalo de tempo nao nulo para todos os corredores atravessarem
a linha de chegada z = zg.
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Assuma que vs > vq4 > v3 > vy > v e observe
que, uma vez especificadas as distancias relativas ini-
ciais entre os corredores, o tempo necessario para que
todos atravessem a linha z = 0 corresponde a um in-
tervalo de tempo Atg. A medida em que correm em
direcao a linha de chegada, digamos em z = zp, a
distancia relativa entre o corredor mais rapido e o mais
lento aumenta, fazendo com que o intervalo de tempo
necessario para que todos os atletas atravessem a linha
z = zg seja At > Aty. Cabe ressaltar, como exemplo, o
caso em que todos corredores estejam inicialmente so-
bre a linha z = 0 e portanto quando é dada a largada,
Aty — 0. Entretanto na linha de chegada z = zg
o intervalo necessario é claramente nao nulo, ou seja,
At # 0, uma vez que haverd um intervalo de tempo en-
tre a chegada do corredor mais rapido e do mais lento.
E claro que em um meio sem perdas isto corresponde-
ria & chegada de todos os corredores ao final da prova
e nesse caso a densidade inicial Sy = 5/Aty serd maior
do que a densidade final S = 5/At, mas o nimero to-
tal se conserva, ou em outras palavras, para um meio
sem perdas a densidade de poténcia deve se conservar.
Esse efeito ilustra de maneira pictérica a dispersao de
ondas eletromagnéticas, um fenémeno claramente tem-
poral que envolve a superposicao de ondas de diferentes
velocidades em um mesmo meio de propagacao, o que
é possivel somente se as mesmas possuirem diferentes
frequéncias. Mais uma vez o modelo simplista apresen-
tado nao permite levar em conta efeitos de interferéncia,
inerentemente ondulatorios.

Conforme discutido acima, na sua forma mais sim-
ples a difracao se da pela superposicdo de ondas
monocromaticas, ou seja, de mesma frequéncia e mesma
velocidade de propagagao, mas com vetores de onda em
diferentes diregoes, tendo portanto natureza espacial.
Esse e outros aspectos da difracdo foram explorados
sob o ponto de vista de um principio de incerteza na
Ref. [6]. Por outro lado, a dispersdo é um fenémeno
temporal, que ocorre devido a superposi¢ao de ondas
de diferentes frequéncias e que para acontecer neces-
sita que o meio tenha indice de refragao n varidavel
com a frequéncia, ou seja, a velocidade de propagacao
v = ¢/n da onda torna-se dependente da frequéncia,
embora a direcao de propagacao de todas as ondas
nesse meio possa ser a mesma. Evidentemente, um
campo eletromagnético geral, dado pela superposicao
de ondas de diferentes frequéncias e diferentes direcoes
de propagacao, estard sujeita aos dois fendémenos ocor-
rendo simultaneamente. Uma consequéncia imediata
da difragao é a redistribuicao da densidade de poténcia
da onda resultante no espaco a medida em que ela se
propaga enquanto que a dispersao produz uma redis-
tribuicao da densidade de energia no tempo a medida
em que a onda se propaga.

Baseado na discussao qualitativa prévia, devem ficar

claras algumas caracteristicas fundamentais no que se
refere & dispersao e & difragdo: i) geralmente, na propa-
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gacao de uma oem em um meio nao guiado, a difracao
sempre atua e, sob algumas circunstancias, a dispersao
pode ser desconsiderada, a depender, por exemplo, da
largura inicial do pulso (multifrequencial), das carac-
terfsticas inerentes do meio (¢(w)) ou da polarizagao da
oem; ii) por outro lado, na propagacao de uma oem
em um meio guiado ocorre o contrario, i.e., a dispersao
usualmente atua por pelo menos um desses fatores pre-
viamente mencionados, ao passo que a difracdo pode
ser negligenciada pois normalmente a distribuigao es-
pacial de campo estd condicionada aos modos do guia
de onda utilizado.

Uma vez discutidos que os conceitos qualitativos,
pode-se tenham sido entendidos, podemos passar
para um desenvolvimento mais rigoroso, baseado nas
equacoes de Maxwell. Em um meio homogéneo e sem
cargas livres as ondas planas uniformes devem satisfazer
as equagoes de Maxwell dadas na forma [3]

k-E=0, (1)
k-H=0, (2)

k x E=wuH, (3)
k xH=—weE, (4)

onde o espago (k,w) de vetores de onda k e frequéncia
w é o reciproco de (x,t), de posigdes x e tempo ¢, E é
o campo elétrico, H é o campo magnético, u é a per-
meabilidade magnética do meio, €. a permissividade
dielétrica complexa do meio, w a frequéncia angular da
onda, k = ki é o vetor de onda e i é a direcao de
propagacao da onda plana (- i = 1). E f4cil mostrar
das equacdes acima que k? = w?ue,, e a solucdo geral
de ondas planas uniformes para o campo elétrico pode
ser escrita na forma

E = Egexp [i(wt — k- x)], (5)

sendo Eg um vetor de polarizacao ortogonal a direcao
n. No espago livre E; H e fi formam uma triade de
vetores ortogonais. Tanto as componentes do campo
elétrico quanto as componentes do campo magnético
satisfazem uma equagao de ondas no dominio (x,w) de-
nominada equagdo de Helmholtz [1-6], dada por

(V2 + KT =0, (6)

onde V2 é o operador laplaciano, k = nw/c é o niimero
de onda no meio, w é a frequéncia temporal, n é o

J
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O(z,y,2)
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indice de refracao do meio e ¥ é um escalar que repre-
senta uma componente de campo elétrico ou magnético.
Observa-se ainda que k relaciona-se ao comprimento de
onda A no meio através da relagdo k = 27/A. Uma
equacao similar a Eq. (6) aplica-se também para ondas
mecanicas, como o som, por exemplo, caracterizando a
universalidade do fenémeno.

2. A difracao na aproximacao paraxial

Os mecanismos essenciais da difragao estao contidos na
equagao de Helmholtz [1-6]. Ao contrario da disperséo,
que ocorre em meios cujas caracteristicas dependam da
frequéncia, n(w), a difragdo deve ocorrer mesmo para
vacuo, conforme ji mencionamos. Agora vamos as-
sumir uma solugao da forma

\I/(x7y7 Z) = (I)(x7 y’ Z)e_lkz ) (7)

que permite remover a variagao rapida na diregao z, se
cada onda plana uniforme que compde a fungao ¥ tiver
vetor de onda k com a componente k, = k >> (k, ky)
e nesse caso podemos falar que a diregao preferencial
de propagacao estd no eixo z. E f4cil demonstrar que

0*v 0%® 0P .
— 2k— — k2P| e =
922 022 0z
e uma vez que a variagao rapida esteja contida no termo
e~z a condicio abaixo serd naturalmente satisfeita
0%® 0P
<< 2k|—
‘ 022 9z |’

permitindo negligenciar a derivada de segunda ordem
de ® em relagao a varidavel z. Podemos reescre-
ver a Eq. (6) na forma conhecida como equacao de
propagacao paraxial [1,2]

0P i o

0z 2kvL¢” (8)
onde V2 = Oza+0yy corresponde a parte transversal do
operador laplaciano, dependendo somente das segundas
derivadas em relacdo as varidveis (x,y). Observe que
a equacgao acima tem a mesma forma de uma equagao
de Schroedinger para uma particula livre, mas aqui a
varidvel z faz o papel do tempo ¢t. Podemos definir
agora um par de transformadas de Fourier, na forma

D(ky, by, 2)e” FeTe "Rl gk, dk,, | (9)

(z,y, z)e*Tetkvy dady | (10)

e aplicar essas relagoes a Eq. (8). Observando as propriedades matematicas das transformadas, é ficil ver que a

seguinte substituigao é possivel
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Vi — — (k2 + kD),

permitindo obter a equagao

44 i
2k

(ko by, 2) =

(k2 + K2)® (kg oy, 2) - (11)

Dada a condigao inicial i)(k;w, ky,0) encontrada a partir da distribuigdo espacial ®(z,y,0) no plano z = 0 podemos

escrever a solugao da equagao acima como

(ke ky, 2) = ®(kz, ky, 0) exp [;k(k"’ + kM :

e finalmente obtém-se o conjunto de equagoes que descreve a teoria conhecida com 6ptica de Fourier [2]

O(r,y,2) =

1 oo oo - - . .
e [ [ B(ko, by, 0) exp {;Z(k’i+kj)} e e oMU gk dk | (12)

O (ky, ky,0) = / / ®(z,y,0)e ke *vY drdy . (13)

Observe que a solugdo V¥(z,y,2) = ®(z,y,z)e >
é uma superposi¢ao adequada de ondas planas uni-
formes, e~ * = e~k tkyy+k=2) contendo diferentes
vetores de onda k = (k;, ky, k.) de mesma frequéncia w
e mesmo valor para o produto k - k = k? = w?ue, mas
onde assumimos que k, ~ k >> k;,k; na chamada
aproximagao paraxial. Alids o proprio nome parazial
indica “paralelo ao eixo”, e entao estamos tratando de
uma superposicao de ondas em diregoes diferentes mas
que diferem apenas ligeiramente da direcao z. E impor-
tante lembrar que ¥ representa uma das componentes

do campo elétrico e podemos entao escrever

E = ®(z,y, 2)e @t *)a, | (14)

sendo a densidade de poténcia calculada pelo vetor
de Poynting, que tem como resultado na aproximagcao
paraxial o seguinte resultado

1 [e R 1 Je A
St 5/ S[BF = 5[0y )P (15)

Um exemplo bastante comum para a aplicagao das
expressoes acima é uma fenda retangular de lados
L, = de Ly, localizada no plano z = 0 e sendo ilu-
minada por uma onda plana uniforme, com dimensoes
tais que L, << Ly. Nesse caso, podemos assumir para
todos os fins praticos que a condigao inicial é dada por
®(x,y,0) = Py constante para toda a regido definida
pela fenda, —co < y < 00 e —d/2 < x < d/2. Fazendo
a transformada de Fourier de ®(z,y,0) obtemos facil-
mente

sin [kyd/2]

D (ky, ky, 0) = 2md Dy hd)2

o(ky) »

sendo d(ky) a funcdo delta de Dirac. Inserindo a ex-

pressdo acima na Eq. (12) tem-se a equacao

Qod [ sin[k.d/2]

1.2
lk$2:| e—ikmrdkz ) (16)

2k

exp [

que pode ser resolvida de maneira numérica e foi anali-
sada em maiores detalhes na Ref. [6]. A Fig. 5 ilustra
o efeito de difracao por uma fenda retangular.

|‘wIJ|2 (ua.)

Figura 5 - Perfil transversal da densidade de poténcia S = |¥|?,
em unidades arbitrarias, & medida em que a onda difratada se
propaga. Foram utilizados os valores A = 632 nm e d = 150 pm.

Todavia, observe que quanto maior o valor de

z mais oscilagoes ocorrem devido ao termo de fase
ikiz . . . .~
exp | 55 — ikyx|, portanto a maior contribuicao para

a integral acima em valores grandes de z ocorre para
valores de fase estaciondria, ou seja, na condigcao em
que

d [k%z
k., [ _m} B

que corresponde ao valor k, = k.z/z e produz uma
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solucao aproximada na forma abaixo

e

Cabe observar que o fator de decaimento do campo
com +/z decorre do fato de a situagio ser considerada
bidimensional (z, z), ou invariante em y, garantindo as-
sim a conservagao da poténcia total da onda. No caso
tridimensional o fator correto dependeria de z e nao de
\/z. Fazendo uso das defini¢oes k = 2 /X e z/z = tan 6
e ainda aproximando tanf = sin#, quando z << z,
podemos reescrever esta ultima expressao na forma

O(z,y, 2)

Dod sin[rdsinf /)
2my/z  wdsinf/\

Este resultado é bem conhecido da teoria da difragao,
produzindo o padrao de interferéncias caracteristico do

D(z,0) = (18)
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de maxima intensidade da onda dependem do angulo 6,
de tal forma que o primeiro valor de méaxima ocorre em
0 = 0 e os outros para

sind = (2m + 1)% ,

com m = 0,4+1,+2.... Para m = 0 obtém-se o valor
sinf = ﬁ, 0 que permite através da medida o angulo
0 formado entre o primeiro e o segundo maximo e da
largura da abertura d, determinar o comprimento de
onda A.

Em muitas outras situagoes, por questao de sime-
tria do problema é interessante expressar as Eqs. (12))
e (13) em outros sistemas de coordenadas. Um exemplo
tipico ocorre quando ®(z,y,0) tem simetria cilindrica
circular, caso de uma onda plana incidente sobre uma
abertura circular. Reescrevendo as varidveis de inte-

experimento da fenda simples. Observe que os valores gracao em coordenadas cilindricas, temos ]
1 o m = Zk/%Z —ik,pcos(p—a
D(p,p,2) = )2 /k,,_o /04:0 ®(k,, o, 0) exp l% e~ ko cos(e )k:pdk;pda , (19)
00 27
B(ky,,0) = / B(p, i, )P~ ppds (20)
p=0 =0

Um laser comum monocromatico pode ser tratado
de forma aproximada por uma distribuicao da den-
sidade de poténcia gaussiana com relagao a varidvel
transversal p, denominado feixe gaussiano, correspon-
dente & uma distribuigao inicial na forma ®(p, ¢,0) =
Dj exp [—%} . Podemos entao resolver o problema uti-

lizando as Eqgs. (19) e (20)), para obter
2

Dy P
O(p, p,2) = (21
(0,,2) Za%exp[ 2a2(1—%§k)] (21)

1—1-5

com uma densidade de poténcia na forma

g J\f‘wexp s
"V e (1 ) 1+ Fz)|

(22)
que fornece uma definicao para a largura de feixe de-
pendente da posicao, pois podemos colocar a funcao
gaussiana na expressao acima em uma forma compacta

2 2
P P
exp | —-—————5—| =exp|—-——|,
e L]
sendo a largura do feixe dada por

22

Define-se ainda o comprimento de difracao Lg;y como a
distancia percorrida pela onda ao longo do eixo z para a

qual a largura transversal ao longo de x dobra, ou seja,
b(z = Lgif) = 2a, resultando para o caso da gaussiana
no valor

2
Lais = 27r\/§a7. (23)

O feixe gaussiano, ilustrado na Fig. 6, apre-
senta a particularidade de manter a forma a medida
em que propaga e a difracao se manifesta através do
alargamento do feixe gaussiano mas nao no apareci-
mento de termos de interferéncia e méximos e minimos
de densidade de poténcia a medida em que a onda
se propaga, enquanto outras distribuicoes iniciais sao
transformadas a medida em que propagam, produzindo
além de alargamento, também o fenomeno de inter-
feréncia bem nitido, com o aparecimento de maximos e
minimos como é o caso do exemplo anterior.

3. Os efeitos da dispersao

A dispersao é um fendémeno associado ao alargamento
de um pulso no tempo, podendo ocorrer em casos es-
peciais o estreitamento do mesmo, e deve-se sobre-
tudo as caracteristicas eletromagnéticas do meio de
propagacao, que em geral dependem da frequéncia. Um
meio dispersivo é aquele cuja constante de propagacao

k(W) = wV/ped@) = Bw) —ia(w) ,  (24)
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Smed (u.a.)

Figura 6 - Perfil transversal da densidade de poténcia S = |¥|?,
em unidades arbitrarias, a medida em que a onda gaussiana
difratada se propaga. Foram utilizados os valores A = 632 nm e
a =150 pm.

tenha uma dependéncia nao linear com a frequéncia,
que é o caso para a maioria dos meios. Em uma
ampla gama de aplicagoes os meios sao de natureza
nao-magnética e pode-se fazer u = pg. Embora uma
andlise detalhada da constante dielétrica . dependa
dos conhecimentos de Mecanica Quantica, existe um
modelo classico para descrevé-la, denominado Modelo
de Lorentz, bastante conhecido na literatura e ja dis-
cutido na Ref. [7]. Considerando um material formado
por um conjunto de osciladores harmoénicos indepen-
dentes, que correspondem aos dtomos e/ou moléculas
modelados a partir de pequenos sistemas massa-mola
com amortecimento e submetidos a agao do campo
eletromagnético de uma onda no limite de baixas ve-
locidades, é possivel obter a expressao

2
Ec . 0 w
7:‘37“_27:14_ 5 p

, 25
€0 wWEeQ Wy — ( )

w2 + iwv
sendo ¢, a parcela real da constante dielétrica rela-
tiva, o a condutividade do material, w a frequéncia de
operagao, wz = N,q?/(meg) a frequéncia de plasma
do material, w, uma frequéncia caracteristica de res-
sonancia do material e v a frequéncia de colisoes, IV, é
a densidade de cargas ¢ no material e m a massa das
mesmas. A parte imagindria da constante dielétrica
dos materiais estd associada a absorcao e a causali-
dade implica as relagoes de Kramers-Kronig, que fo-
gem ao escopo do presente trabalho mas que sao dis-
cutidas na Ref. [7]. Os meios condutores se carac-
terizam por elétrons quase livres, o que corresponde a
w, — 0 e geralmente satisfazem a condicao v >> w
para frequéncias abaixo do ultra-violeta, o que nos déa

2
Ec . 0 W
L= —i—r~1-iL2 (26)
€0 Weo wv

enquanto que os meios materiais dielétricos de pou-
cas perdas, categoria na qual podemos enquadrar as
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fibras épticas, podem ser caracterizados por linha de
ressonancia estreita. O caso extremo desse tipo de ma-
terial corresponde a levar a expressdo (25) ao limite
v — 0 e nesse caso obtém-se

2
w
T A S A
o weo Wy —w
W2
iﬂ'ﬁ[(?(w —wr) + 0w+ wy)] . (27)

Note que na ressonancia w = w,, um meio dielétrico
de poucas perdas tem comportamento de um condu-
tor, com alta condutividade efetiva. Vamos portanto
nos concentrar em dielétricos de poucas perdas para
frequéncias distantes da condigao de ressonancia. Nesse
caso, em uma primeira aproximagao podemos despre-
zar o fator de atenuacao fazendo a — 0, uma vez
que « depende diretamente da condutividade. Dessa
forma temos k = f(w). Uma onda plana uniforme
monocromatica de frequéncia w propagando-se com
n = 4, em um meio sem perdas deve ser escrita na
forma

E(z,w) = Eye!@=A)2), (28)
A partir da superposicao de ondas da forma (28) em
diferentes frequéncias podemos obter um pulso propa-
gante ao longo do eixo z conforme a expressao

o0
E(z t) = Eg / F(w)e! @AW g, (29)
— 00
onde Eg é um vetor complexo constante contido no
plano (z,y) e F(w) é o espectro de frequéncias, ou den-
sidade espectral, do pulso. Em geral, nos sistemas de
comunicacao os pulsos sao compostos por uma porta-
dora wp, modulada por uma envoltéria f(t) tal que a
largura de banda do sinal modulante Aw é em geral
muito menor do que a frequéncia da portadora wg, ou
seja, wg >> Aw. Nesse sentido, F(w) é uma fungdo
bem comportada e concentrada em torno de wg com
largura espectral Aw, de tal modo que faz sentido ex-
pandir a constante de propagagdo [(w) em séries de
Taylor em torno da frequéncia da portadora wg, ou seja

B ap 10%p 9
B(w) = B(wo) + % WO(W_WO)‘Fiﬂ wo(w—wo) +..
(30)
que convencionalmente escrevemos
1 dm .
p(w) = mz=o il (dwmﬂ(w)> " (Ww—wo)™ =

Bo + Br(w — wp) + %52@; —wo)?+... (31)

Se a fungdo F(w) tem largura de banda Aw muito
menor do que a frequéncia wgy, conforme ji assumi-
mos, entao é possivel truncar a série de Taylor, con-
siderando somente os termos mais relevantes. Para ob-
servar efeitos de dispersao do sinal é necessario conside-
rar termos da ordem de (w—wy)?, pois veremos adiante
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que o termo de dispersao do sinal sera uma funcao pelo
menos da segunda derivada da constante de fase f(w).
Vamos definir entao

ﬂO = B(WO) ) (32)
_ o

ﬂl o % wo ’ (33)
0%

B2 = 907 | (34)

E importante destacar que 3y nao é a constante de
propagacao do vdcuo que denotamos por kg = 27/ Ag.
E um exercicio interessante mostar que na aproximacao
de largura de banda estreita, podemos escrever F'(w) =
F(w — wyp) e a relagdo (29) converte-se na expressao

E(z,t) = Eoei(“’ot*ﬁoz)/ dwr F(wq)
2
exp {15‘112622] eiwl(t*ﬁlz)’ (35)

onde w; = w — wp. Podemos considerar por simplici-
dade um espectro gaussiano centrado em wy sem perda
de generalidade para as conclusées que serao obtidas.

Nesse caso -
F(wl) = exXp (—W12T0 ) .

Inserindo o espectro acima na expressao (35) podemos
facilmente mostrar que

_ 2 i(wot—PBoz)
E(Z,t) —Eo Tg+i5226
(t — B12)2(1 —ifaz/78)
o |- s (36)

Observando o resultado acima percebemos que exis-
te um termo de fase do campo elétrico que somente
depende da frequéncia da portadora, wp, na forma
eHwot=06o2) Fgte termo é o termo de fase da portadora,
que pode ser reescrito na forma e~ #o(z=v1) de onde
define-se uma relagéo, v, = wo /0By, denominada veloci-
dade de fase do sinal. Observe que esta é a velocidade
que um observador qualquer deve ter para acompanhar
um plano de fase constante da onda portadora do sinal.
A envoltéria do sinal é dada por

(I)env =

27 [_(t — 12)*(1 — if22/75)

—————eX ,
78 +if2z 2(18 + B222/73)

e se propaga com velocidade vy = 1/8;, denominada
velocidade de grupo da onda. E facil perceber que
para um observador acompanhar o deslocamento do
valor maximo da fungao gaussiana acima, o mesmo deve
ter velocidade igual a velocidade vy. Por outro lado

Dartora et al.

podemos dizer que esta é a velocidade média com que
o pacote de ondas se desloca na diregao z. Estd além
do escopo deste trabalho demonstrar uma relagao exis-
tente entre a velocidade de grupo e a velocidade de fase
que diz que

Uplg = 2

Por fim, conforme haviamos antecipado, o termo (35
é responsavel pela dispersao do sinal, ou seja, corres-
pondera ao alargamento temporal do pulso, que nesse
caso é gaussiano. Definindo uma largura temporal 7(2)
em fungao da distancia propagada e que deve ser escrita

na forma
2.2
r(e) = 8+ ZE (37)
70

e considerando Eq. (36) podemos escrever para o valor
médio da densidade de poténcia na forma

1 /e 2T t— (12)?
Smed = 2\/>|:EO|2 3 5 €xXp |:_( Qﬁl ) :| )
M T572(2) 72(2)

para definir o comprimento de dispersao Lgjsp como
sendo a distancia para a qual o pulso inicial de largura
To propaga-se e dobra a largura temporal, ou seja, é a
distancia para a qual 7(z = Lgisp) = 270, fornecendo
entao o seguinte resultado

7_2
Laisp = V3 — . (39)
B

A Fig. 7 ilustra a dispersdo de um pulso gaussiano,
nas coordenadas transformadas na forma 2/ = z, t/ =
t — 31z, e por esse motivo o pulso tem pico sempre cen-
trado em ¢’ = 0. A medida que o pulso se propaga ao
longo de z, a dispersao produz a redistribuicao da den-
sidade de poténcia do pulso, fazendo com que o valor de
maxima amplitude do pulso diminua ao mesmo tempo
em que o pulso sofre um alargamento temporal.

Smed (ua.)

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

6

0

thzps)

z (km)

Figura 7 - Densidade de poténcia S = |¥|? em funcio do tempo
t' =t — (312 para vérias posigoes z, correspondendo & propagacao
de um pulso gaussiano que sofre dispersdo. Foram utilizados os
valores 32 = 20ps?/km e 79 = 10ps.
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E possivel definir a energia total do pulso na forma

(oo}
W:/ |E%dt |

em unidades apropriadas, e entao mostrar que W inde-
pende de z para meios sem perdas. O fato ilustrado na
Fig. 7 pode ser observado diretamente na a expressao
para E dada por (36), onde é facil ver que o valor de
maxima amplitude do pulso diminui com o aumento
de z, mas em contrapartida ocorre o alargamento tem-
poral, e consequentemente a energia deve ser conser-
vada. Em um meio com perdas haveria uma atenuacao
da energia total W na forma e~2%%, desde que « seja
quase independente da frequéncia, o que é verdadeiro
longe das ressonancias.

Voltando para a expressao (39), note o leitor que
somente haverd variacao da largura temporal do pulso
desde que (2 seja diferente de zero. Negligenciando a
segunda derivada de [(w) e derivadas superiores nao
é possivel obter quantitativamente os efeitos da dis-
persao. Por outro lado, no ponto em que B5 = 0 seria
necessario levar em conta derivadas de ordem superior,
levando a andlise de dispersao por efeitos de mais alta
ordem. Na propagagao em sistemas de comunicacao
Opticas, usualmente busca-se o ponto de operagao que
minimiza os efeitos dispersivos e também a constante de
perdas, evidentemente. Existem duas janelas épticas
amplamente empregadas atualmente, que correspon-
dem a A\p = 1.3 pm e \p = 1.55 pm.

Vamos discutir brevemente os sistemas de comu-
nicacao guiados, que sao caracterizados por modos de
propagacao [3,13], correspondendo a distribuicoes de
densidade de poténcia eletromagnética e polarizagoes
de onda especificas no interior do guia que podem ser
expressas na forma

E,.(x,w) = Em(xL)ei(”t_Bmz) , (40)

sendo x; = (z1,22) as coordenadas transversais,
E,.(x 1) uma fungao vetorial apropriada para descrever
0 m-ésimo modo de propagagao e a constante (3, satiz-
faz uma relagao de dispersao, geralmente da forma

Om(w) = %\/uﬂ - w2, , (41)
que claramente pode possuir um valor finito para
a segunda derivada em torno de uma determinada
frequéncia de operacao, 3o = d?3,,/dw?, e consequente-
mente gerando dispersao. Uma superposicao de on-
das de vérias frequéncias no caso da propagagao guiada
pode ser representada pela expressao

E(x,t) = ZEm(xl) /:’0 F(w)e@t=Pnddy | (42)

Conforme podemos observar da equagao acima a ener-
gia de cada componente de frequéncia de um sinal
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guiado ird se distribui entre os varios modos disponiveis
para a propagacao. E facil ver da relagao de dis-
persao (41) que somente os modos para os quais a
condicado w > w,, seja satisfeita irao se propagar.
No caso contrério, ou seja, w < w;,, a constante de
propagacao do modo m, (,,, torna-se imaginaria, acar-
retando a atenuacao daquele modo. A frequéncia wy,
depende de caracteristicas geométricas e caracteristicas
especificas do material com o qual o guia é composto
e é denominada frequéncia de corte do modo m. Or-
denando as frequéncias de corte em ordem crescente,
wp < wy < ws..., onde wy é denominada frequéncia de
corte do modo fundamental, podemos classificar os sis-
temas guiados em dois tipos: i) monomodais, quando
a frequéncia de operagao estd entre os dois primeiros
modos, wyg < w < wp e somente o modo fundamen-
tal é capaz de se propagar e ii) multimodais, quando
w > wj e nesse caso o modo fundamental e pelo menos
mais um modo estao na condicao propagante. No
caso monomodo, o efeito de dispersao se da pela de-
pendéncia da constante de propagagao do modo fun-
damental, Brinq, com a frequéncia. A frequéncia de
corte do modo fundamental wy depende fundamental-
mente de parametros geométricos, mas também pode
depender da frequéncia w de operagao, dependendo do
meio material com o qual o guia de ondas é construido.
Consideremos como exemplo um guia metalico retan-
gular de dimensdes a > b preenchido por um mate-
rial dielétrico qualquer. Nesse caso podemos calcular
a frequéncia wy a partir da expressdo wy = c¢/(2a),
onde o parametro a é a dimensao do lado maior do
guia e é portanto um parametro geométrico, mas c é
a velocidade da luz no dielétrico que preenche o guia,
e portanto depende do meio material e consequente-
mente da frequéncia de operacao. Ja o caso multi-
modal inclui um fenémeno dispersivo mais significativo
dependente da diferenga de velocidade entre os diver-
sos modos presentes, além daqueles efeitos ja descritos
para a propagacao monomodal. Em sistemas guia-
dos os efeitos de dispersao usualmente sao classificados
nas seguintes categorias: i) dispersdo geométrica inter-
modal que depende da forma do guia de ondas e ii) dis-
persao intra-modal, que possui duas contribuigoes, uma
geométrica que depende da geometria do guia de on-
das e a outra denominada dispersao material, depende
das caracteristicas da constante dielétrica dos materiais
com o qual o guia é construido.

Em geral os efeitos dispersivos nao sao deseja-
veis, pois em um sistema de comunicagdo ocorre a
propagacao de uma sequéncia de pulsos. Como cada
pulso sofrerda usualmente um alargamento, um dado
pulso ird invadir a janela temporal do pulso ante-
rior e/ou do pulso seguinte, resultando numa inter-
feréncia eletromagnética denominada Interferéncia In-
tersimbdlica (ISI em inglés, de InterSymbolic Interfer-
ence). Existe entretanto a possibilidade de aplicagao
do fenomeno de maneira desejavel, como é o caso da
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realizacao de filtros 6pticos baseados em prismas, onde
o angulo de refracao de cada componente de um sinal
eletromagnético depende da frequéncia dessa compo-
nente, permitindo separar fisicamente as componentes
do espectro desse sinal, como ocorre, por exemplo, na
decomposicao da luz branca no espectro de cores.

4. Conclusoes

Neste trabalho procuramos apresentar os conceitos
bésicos relacionadas aos fendmenos de difragao e dis-
persao de ondas eletromagnéticas. Como ferramen-
tas matematicas necessarias para a compreensao dos
mesmos utilizamos as transformadas de Fourier e a
equacao de ondas, bem como as nogoes fundamentais
das equacgoes de Maxwell para ondas planas uniformes.
Pudemos identificar as caracteristicas principais dos
dois fené6menos, demonstrando que a difracao esta as-
sociada diretamente a uma superposi¢ao de ondas no
espacgo k, mesmo considerando um sinal monocromatico
de frequéncia w, tratando-se portanto de um fenémeno
de natureza espacial, enquanto que a difracao esta
associada a dependéncia da constante de propagagao
k(w) com a frequéncia e para ser observado requer
uma superposicao de ondas no dominio da frequéncia,
mesmo que todas as ondas tenham a mesma direcao
de propagacao. Como o espago matematico dual a
frequéncia é o tempo, a dispersao é um fendmeno tem-
poral. Apresentamos também em linhas gerais os prin-
cipais resultados para o comprimento de difracdo e de
dispersao e analisamos as suas consequéncias.
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