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Apés introduzir o conceito de incerteza, distinguindo procedimentos de avaliacdo da incerteza do tipo A e do
tipo B, o presente artigo discute a lei de propagagdo da incerteza definida no Guia para Expressao da Incerteza
da Medigao, apresentando sua deducao e fundamentos. O objetivo deste trabalho é introduzir um procedimento
alternativo que permite calcular a incerteza que se propaga das grandezas de entrada para a grandeza de saida
sem referéncia explicita a derivadas parciais. Como o procedimento alternativo proposto é relativamente simples
e compartilha o mesmo dominio de validade da prépria lei de propagacao da incerteza, é possivel perceber seu
valor para a introducao de conceitos e procedimentos metrolégicos desde as primeiras atividades experimentais
realizadas em laboratérios de fisica basica superior.

Palavras-chave: metrologia, incerteza, atividades experimentais, ensino superior.

After introducing the concept of uncertainty and procedures for evaluating type A and type B uncertainties,
we discuss the law for propagation of uncertainty in the Guide to the Expression of Uncertainty in Measure-
ment and its underlying assumptions. The main goal of this paper is to introduce an alternative procedure for
estimating uncertainty that propagates from the input to output quantity without explicit reference to partial
derivatives. As this alternative procedure is relatively simple and shares the same validity of the law for propa-
gation itself, it is possible to perceive its value to the introduction of metrological concepts and procedures from

the earliest experimental activities performed in higher education Physics’ laboratories.
Keywords: metrology, uncertainty, laboratory activities, higher education.

1. Introdugao

A metrologia é um campo de producao de conheci-
mento que diz respeito aos processos e procedimen-
tos de medigao em quaisquer atividades profissionais.
Assim, ela aborda, por exemplo: o controle de quali-
dade dos produtos e insumos industriais, a conducao de
pesquisa basica, a produgao de novas tecnologias, o de-
senvolvimento e a calibracao de padroes de medida [1].
Por essa razao, trata-se de uma disciplina fundamen-
tal para a formagao bésica da maioria dos profissionais
que cursam disciplinas de fisica experimental (ou ou-
tras disciplinas cientificas que utilizem procedimentos
de medida e andlise quantitativa de resultados observa-
cionais/experimentais), sobretudo os futuros bacharéis

1E-mail: paulolima@if.ufrgs.br.

e licenciados em fisica.

A confiabilidade dos resultados das medi¢oes é uma
questao critica no campo da metrologia. A esse res-
peito, ha uma série de divergéncias historicas rela-
cionadas as definigoes e aos procedimentos que per-
mitem estimar erros e incertezas. Um passo fundamen-
tal em direcao a superagao dessas divergéncias foi dado
na década de 1990 com a publicagao de dois documen-
tos: (1) Guia para Expressio da Incerteza da Medigdo
[1]; e (2) Vocabuldrio Internacional de Metrologia [2].
Esses documentos sao resultado do trabalho de espe-
cialistas indicados por sete organismos internacionais®
e estabelecem diretrizes amplamente aceitas para ex-
pressar e avaliar a confiabilidade dos resultados de uma
medicao.

2BIPM (Bureau International des Poids et Mesures), IEC (International Electrotechnical Commission), IFCC (International
Federation of Clinical Chemistry), ISO (International Organization for Standardization), TUPAC (International Union of Pure and
Applied Chemistry), IUPAP (International Union of Pure and Applied Physics) e OIML (International Organization of Legal Metrology).
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No campo da educacao cientifica, alguns esforgos
vém sendo realizados para esclarecer aspectos das no-
vas diretrizes e do novo vocabuldrio da metrologia [3, 4]
e incorporé-los ao ensino de fisica [5, 6]. A saber, este
artigo resulta da elaboragao de um material didatico
diferenciado para a disciplina de mecanica experimen-
tal no Instituto de Fisica da Universidade Federal do
Rio Grande do Sul (IF-UFRGS) em que se busca, entre
outros propésitos, articular as atividades experimentais
com contribuigdes do campo da metrologia.

Uma questao critica, que surge da incorporagao de
metrologia as disciplinas introdutérias de fisica experi-
mental, é a necessidade de se estabelecer estratégias que
dispensem conhecimentos (matemadticos e fisicos) e ha-
bilidades que os estudantes nao adquiriram nos estagios
iniciais do curso. Neste artigo, abordamos especifica-
mente o problema classico da propagagao da incerteza
— que diz respeito nao somente as novas diretrizes da
metrologia, mas as mais tradicionais teorias de erros —
e a necessidade de abordéa-la sem referéncia explicita a
derivagao parcial.

Freqlientemente, em laboratdrios didaticos e de
pesquisa, usamos grandezas fisicas conhecidas e me-
didas para inferir os valores de outra grandeza que
nao podemos — ou nao desejamos — obter diretamente.
Nesse tipo de situacao em que a medigao € indireta, a in-
certeza se propaga das grandezas conhecidas (grandezas
de entrada) para a grandeza cujo valor se quer deter-
minar (grandeza de saida). A incerteza da grandeza de
saida y obtida indiretamente a partir das grandezas de
entrada x1, T3, ..., T;,, consideradas estatisticamente
independentes, pelo modelo y = f(z1, s, ..., Zy,), sob
certas condigoes, pode ser obtida aproximadamente
pela expressao

w2(y) = <§£>2u2(m) + <§52>2u2(332) ..
+ (£>2u2(xm) (1)

Nessa equagao, u(x;) é a incerteza no valor da j-
ésima grandeza de entrada e u(y) é a incerteza no
valor da grandeza de saida. Assim, a Eq. [1] traduz
a chamada lei de propagagdo da incerteza [1]. Neste
artigo, apds introduzir o conceito de incerteza, deduzir
essa lei e apontar os pressupostos que a precedem, é
apresentado um método alternativo para obter a in-
certeza da medicao da grandeza de saida sem referéncia
explicita a derivagao parcial.

2. Introducao ao conceito de incerteza

Quando se registra o resultado da medigao de uma
grandeza fisica, é obrigatdrio fazer alguma indicacao
quantitativa da qualidade desse resultado, de tal ma-
neira que outras pessoas possam avalid-lo e compara-
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lo com outros resultados [1]. O pardmetro quantita-
tivo que expressa a confiabilidade do resultado de uma
medi¢gado chama-se incerteza. Ela decorre da falta de
precisao e exatidao no conhecimento que se tem a res-
peito do mensurando. Quanto maior for a incerteza de
uma medida, menor serd a confiabilidade que se deve
atribuir a essa medida.

Toda grandeza estimada a partir de dados experi-
mentais possui alguma incerteza na sua determinagao.
A esse respeito, existem fatores presentes em todos ou
quase todos os processos de medigao que implicam ne-
cessariamente a produgao de incerteza. Por exemplo,
todo processo de medicao supoe a construgao de um
modelo em que o profissional langa mao de leis, ideali-
zagoes e aproximacoes do seu campo de conhecimento
para definir a grandeza fisica que estd sendo medida
e estabelecer um procedimento minimamente confidvel
que lhe permita estimar o valor dessa grandeza dentro
de certos limites e para certos propdsitos. Essa mo-
delagem ¢é realizada, ora de maneira intuitiva, ora de
maneira sistemdtica, mas é sempre inerente ao processo
de medigdo. Como todo processo de modelagem en-
volve idealizacoes e aproximagoes, mesmo se a medigao
puder ser realizada sob condicoes ideais, haverd alguma
incerteza devido a prépria definicao da grandeza den-
tro do modelo. Esta quantidade é chamada incerteza
definicional ou incerteza intrinsecal?l.

Por exemplo, quando decidimos medir o diametro
de uma bolinha de metal, estamos considerando-a apro-
ximadamente esférica (a rigor, ela pode ser oval, elip-
soidal). Com efeito, trocar a medida do didmetro da
bolinha pela medida de semi-eixos equivale a trocar
um modelo por outro. Assim, mesmo em situacoes
experimentais extremamente elementares, para poder-
mos responder a necessidade de definir o que esta-
mos medindo, é indispensavel langar mao de um mo-
delo. Estando todos os modelos sujeitos a idealizagoes
e aproximagoes, a propria definicao da grandeza medida
é incerta.

Além do que foi dito até agora, ha outros fatores
que produzem incerteza no resultado de uma medicao.
Por exemplo: (1) variagbes entre observagoes repeti-
das sob condigoes aparentemente idénticas devidas a
interferéncia de grandezas que nao estao sendo contro-
ladas; (2) valores inexatos de constantes da natureza
e outros parametros externos necessarios para com-
pletar o processo de medicao; (3) conhecimento im-
perfeito a respeito dos fenémenos envolvidos ou das
condigoes de realizacdo da medigao; (4) viés subjetivo
na leitura de escalas analdgicas; (5) limites do instru-
mento com respeito a resolucao ou ao seu limiar de dis-
criminacao. Todos esses fatores contribuem para que se
tenha divida com respeito aos resultados de medigao.
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2.1. Incertezas padrao do tipo A e do tipo B

A partir do GUM [1] é possivel sustentar que toda in-
certeza é redutivel a uma quantidade que pode ser ex-
pressa e interpretada como um desvio padrao indepen-
dente da maneira como foi obtida. A incerteza que
se expressa como desvio padrao é chamada incerteza
padrdo® O GUM reconhece dois tipos de incerteza
(que equivalem a dois procedimentos de avaliagdo de
incerteza). A incerteza que se obtém por andlise es-
tatistica de uma série de observagoes chama-se incerteza
do tipo A. A incerteza que se obtém por quaisquer ou-
tros métodos é chamada incerteza do tipo B. Tanto a
incerteza do tipo A quanto a incerteza do tipo B podem
ser interpretadas como desvios padrao.

Sao exemplos de avaliagdo da incerteza do tipo A o
célculo do desvio padrao da média de uma série de ob-
servagoes repetidas (por exemplo, do tempo de queda de
um projétil) e o célculo das incertezas nos pardmetros
que se obtém do ajuste de curvas a dados experimentais
[7]. Os procedimentos de avaliagdo da incerteza do tipo
B sao mais variados. De uma maneira geral, a avaliacao
da incerteza do tipo B deve levar em consideracao todo
o conhecimento disponivel a respeito da propriedade ou
do fendémeno em estudo [1]. Seja a incerteza obtida por
um procedimento do tipo A ou do tipo B, ela sempre
sera interpretada como um desvio padrao.

2.2. A avaliagao da incerteza do tipo B

Em contraste com a incerteza do tipo A, que en-
volve procedimentos ji bastante conhecidos (tal como
o calculo do desvio padrao da média de uma série
de observagoes feitas aproximadamente sob as mesmas
condigoes), os procedimentos para estimar a incerteza
do tipo B sao um pouco mais elaborados e exigem maior
atencao.

Conforme ja foi dito, para estimar a incerteza do
tipo B é necessario levar em consideracao todas as in-
formacoes disponiveis que estejam relacionadas & qua-
lidade do resultado da medigao. Uma maneira de se
fazer isso é propor a priori uma distribuicao de pro-
babilidades (por exemplo, gaussiana, retangular, trian-
gular, multinomial) que seja adequada para descrever
a distribuicao dos resultados de medicao em torno do
valor verdadeiro do mensurando ou do conjunto de va-
lores verdadeiros que podem ser atribuidos a esse men-
surando [1, 2]. Essa distribuicao de probabilidades deve
possuir pelo menos duas propriedades: (1) ela deve
ser ajustavel as informacoes prévias relevantes a deter-
minacao da qualidade do resultado da medicao; (2) ela
deve permitir a tradugao dessas informagoes relevantes
em uma quantidade que possa ser interpretada como
desvio padrao.
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Considere, por exemplo, a situacao elementar em
que desejamos determinar com uma régua o compri-
mento de um ldpis. Apesar de ser muito simples, essa
situagao é importante porque o argumento desenvolvido
para trata-la pode ser facilmente estendido para qual-
quer medicao que envolva escalas analégicas. Como, no
exemplo do lapis e da régua, nao ha variabilidade per-
ceptivel dos resultados de medigao, nao serda possivel
avaliar a incerteza por procedimentos do tipo A. Por
outro lado, ha pelo menos duas informacgoes relevantes
para avaliar a qualidade do resultado dessa medicao:
(1) o material com que foi feita a régua — geralmente
réguas de pléstico sao fabricadas com calibracao pior e
com escalas menos bem definidas ou ilegiveis; e (2) a
largura da menor divisao da escala — igual a 1 mm.

Dado um valor verdadeiro x, qualquer para o com-
primento do 1apis, podemos considerar que a probabi-
lidade de se obter cada resultado de medicao x satis-
faca uma distribuigao com densidade de probabilidade
f(z) uniforme e ndo-nula entre os valores z, —1 mm e
Z, + 1 mm segundo a Fig la. Por outro lado, também
poderiamos considerar, entre outras possibilidades, que
a probabilidade de se obter cada resultado de medicao
x satisfaz uma densidade de probabilidade triangular
com os mesmos limites conforme a Fig. 1b.

(a) Distribui¢do uniforme

fix) AN

1/2

Xy -1 Xy Xy + 1 X (mm)

(b) Distribuigdo triangular

Xy -1 Xy

Xy + 1 X (mm)

Figura 1 - Exemplos de fungoes densidade de probablidade na
estimativa da incerteza do tipo B

3A rigor, nem toda a incerteza pode ser interpretada diretamente como desvio padrdo. A incerteza que nio se expressa como desvio
padrao é chamada incerteza expandida. Entretanto, a incerteza expandida deve ser sempre igual & incerteza padrao multiplicada por um
numero real positivo, que é chamado fator de abrangéncia. Para o presente artigo, o conceito de incerteza expandida néo é fundamental.
Portanto, todas as ocorréncias do conceito “incerteza” se referem exclusivamente a incerteza padrao.
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Sabendo que distribuicoes de probabilidade conti-
nuas tém suas variancias definidas por

o0
2= [ - w) s @
— 00

em que f(z) representa a funcdo densidade de proba-
bilidade, é possivel calcular o desvio padrao de cada
uma dessas duas distribuicoes. Para a distribuicao uni-
forme, obtém-se o, = 1,0 mm/\/g ~ (0,6 mm. Para a
distribuicao triangular obtém-se o, ; = 1,0 mm / V6 =
0,4 mm. Esses dois valores sao exemplos de incertezas
que resultam de uma avaliacao do tipo B.

Como é possivel perceber, esse processo de mode-
lagem probabilistica a priori que estd implicado na
avaliacao da incerteza do tipo B é relativamente ar-
bitrario (no sentido em que depende das escolhas feitas
pelo sujeito responsével pelo processo de medi¢ao). Por
isso, € fundamental que cada escolha na construgao
do modelo utilizado seja justificada com base em in-
formacoes relevantes a determinacao da qualidade dos
resultados de medicao. Por exemplo, levando em con-
sideragao que réguas de plastico sao menos confidveis
que réguas de metal, poderiamos reservar a distribuicao
triangular para esta e a uniforme para aquela. Indepen-
dente das escolhas feitas pelo sujeito responsavel por
avaliar a incerteza da medicao, é fundamental destacar
que o resultado de procedimentos semelhantes ao exem-
plificado nesta se¢ao pode sempre ser interpretado como
um desvio padrao.

3. A propagacgao da incerteza

Conforme foi antecipado, em laboratérios didaticos e de
pesquisa estamos freqiientemente lidando com medigoes
indiretas, ou seja, com processos de medicao em que,
a partir de um conjunto de grandezas cujos valores sao
conhecidos dentro dos limites de suas incertezas, deseja-
se inferir o valor de outra grandeza (chamada grandeza
de safda). Isso ocorre, por exemplo, quando determi-
namos a aceleragao da gravidade a partir do periodo e
comprimento de um péndulo. Nesse tipo de situacao
em que a medigao € indireta, a incerteza se propaga
das grandezas de entrada para a grandeza de saida e
a forma mais usual de estimar a incerteza no valor da
grandeza de saida é substituir as melhores estimativas
dos valores das grandezas de entrada e suas respectivas
incertezas na lei de propagagao da incerteza [1].

3.1. Deducao da lei de propagacgao da incerteza

Considere que z;; representa a i-ésima observagao
da j-ésima variavel e que foram feitas n observagoes
para cada uma das m varidveis de entrada. Assim,
a cada conjunto {x;1,x;2,..., %y} de valores obser-
vados corresponde uma quantidade y; tal que y; =
(i1, Ti2y ..oy Tim ). Considere também que § representa a
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média dessas quantidades e, a0 mesmo tempo, a melhor
estimativa do valor da grandeza y. Nesse caso, dado que
a incerteza padrao u(y) pode ser calculada a partir do
desvio padrao da média de y, podemos escrever

u?(y) =

1 n _\2
m Zi:l (yi —9) (3)

Sejam Ax;; = x5 — x; e Ay; = y; — y. Com efeito,
na medida em que as variagdes Azx;; forem pequenas
ao ponto do modelo matemético y = f(x1,za, ..., Tm)
poder ser aproximado por um hiperplano em uma
regiao que contenha essas variagoes, podemos substi-
tuir y; — ¥ na expressao anterior pelo termo de primeira
ordem da série de Taylor

mOf 2\ A m  Of
Ay; = ijl %jmij + O(Az?) = ijl @A% (4)
Observe que todas as derivadas na expressao ante-
rior e seguintes, pela definicao das séries de Taylor, sao
avaliadas no ponto em que z; = z;,Vj. Substituindo a

expansao [4] na expressao [3], obtemos

2
2

2= (55 e+
QZZ;j Z;”:l (ggj) ((;Z) cov(za)  (5)

Nessa expressao, cov(xj,x)) representa a covari-
ancia das médias das grandezas de entrada z; e xy.
Se as grandezas de entrada forem estatisticamente in-
dependentes e, portanto, suas covariancias forem nulas,
obtemos a lei de propagacao da incerteza

2
=" (3] e 0
i=1\ Ox;

Como é possivel perceber, a forma mais simples da
lei de propagacao da incerteza carrega fundamental-
mente os seguintes pressupostos: (1) a independéncia
estatistica das grandezas de entrada; (2) o modelo
matematico y = f(x1, e, ..., T,y )pode ser aproximado
por um hiperplano na regiao que contém as variacoes
Az;;. Quando essas duas condicoées nao forem com-
pletamente satisfeitas, é possivel retomar a deducao da
lei de propagacao da incerteza introduzindo termos de
ordem superior e termos com as devidas covariancias
entre as variaveis de entrada. Contudo, na maioria das
situagbes usuais em laboratérios didéticos, a Eq. [6]
resulta em excelente aproximacao.

3.2. Meétodo alternativo para propagacao da
incerteza

Os pressupostos que fundamentam a lei de propagagao
da incerteza implicam que exista uma funcao g linear
nas grandezas de entrada tal que y = g(x1, 2, ..., Tm)
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em uma regidao que contenha as variagoes Ax;;. Com
. m

iss0, g(21, T, «ooy Ty ) = 00+Zj:1 a;jxj. Acrescentando
a hipétese de independéncia estatistica e, portanto, de
covariancias nulas entre as grandezas de entrada, obte-
mos

2,V NV 2,2
TOED SR 7

Como a fungdo g(x1,x2,..., %) € linear em cada
uma das suas varidveis, os coeficientes a; podem ser
calculados exatamente pela razdo entre Ag e Az, man-
tido todo o resto constante

Ag )
a; = (8)
! (A:E] Tp==T,Vk#j

Como a aproximacao linear é considerada satis-
fatoria em qualquer regiao que contenha as variacoes
Az;;, podemos fazer Az; = u(z;) e g = y. Com isso, a
incerteza da grandeza de saida u(y) pode ser estimada
por

)=y (Ay,) ©)

Nesta expressao, Ay; representa a variacdo que o
modelo matemético y = f(z1,xa, ..., T, )experimenta
quando é acrescentada uma quantidade u(z;) a j-
ésima grandeza de entrada, mantendo-se todas as ou-

tras grandezas fixas em suas melhores estimativas Tg.

3.3. Exemplo de aplicagao do método alterna-
tivo

O argumento apresentado nesta secdo permitiu desen-
volver um procedimento simples, relativamente geral
(pois compartilha o mesmo dominio de validade da
prépria lei de propagagio da incerteza) e, do ponto de
vista educacional, potencialmente significativo (porque
sua discussao supoe somente que os alunos possuam al-
guns conhecimentos rudimentares sobre representagao
grafica de fungdes) que pode ser apresentado e discu-
tido na sua quase totalidade desde a primeira atividade
experimental do curso de graduagao [8].

Para ver o procedimento em operacao, considere,
como exemplo, que desejamos determinar a aceleragao
da gravidade com um péndulo de Kater [9] ao qual cor-
responde um péndulo simples de comprimento [ dado
por (48,381 £ 0,003) cm e periodo T dado por (1,3964
=+ 0,0002) s. Nesse caso, considerando que seja possivel
determinar a aceleracao da gravidade pela expressao
g = 47%1/T?, a incerteza u(g) pode ser obtida da
seguinte maneira:

1. Calcula-se a melhor estimativa do valor da gran-
deza de saida a partir das melhores estimativas
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dos valores das grandezas de entrada pelo modelo
matemdtico y = f(z1,22,...,2m). Neste caso,
g = 4m2l/T? = 979,524 cm/s” (resultado ex-
presso com um grande nimero de algarismos).

2. Em seguida, acrescenta-se a incerteza padrao ao
valor de cada uma das grandezas de entrada. Os
valores obtidos sao inseridos novamente no mo-
delo matematico para obter § + Ay; em que Ay;
é o incremento na grandeza de saida devido ex-
clusivamente ao acréscimo de u(z;) ao valor da
j-ésima grandeza de entrada.

G+ Agr = 472l + u(l)]/T? =2 979, 585 cm /s°.
g+ Agp = 471/ [T + u(T)]? = 979,804 cm /s°.

3. Enfim, as diferencas entre os valores obtidos no
passo (2) e o valor obtido no passo (1) sdo ele-
vadas ao quadrado e somadas para produzir o
quadrado da incerteza na medicao da grandeza
de saida u(y). No exemplo em questao, u(g) =
VAGZ + AgZ = /0,062 + 0,282 = 0,3 cm/s”.

Assim, a melhor estimativa da aceleracao da gravi-
dade a partir desses dados é dada por g = 979,5 cm/s2
com incerteza u(g) = 0,3 cm/s”.

4. Conclusao

Como é possivel perceber, o método expresso na Eq. [9]
compartilha o mesmo dominio de validade da lei de
propagagao da incerteza na Eq. [5] com a vantagem
de nao fazer referéncia explicita a derivagao parcial,
podendo, por isso, ser apresentado e discutido com os
estudantes de graduacao desde sua primeira atividade
experimental.

Enfim, o método alternativo proposto neste artigo
é uma ferramenta consistente com os pressupostos da
lei de propagacao da incerteza, podendo ser apresen-
tado e discutido desde as primeiras atividades da fisica
experimental superior.
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