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A geometria diferencial de curvas é aplicada & dinamica de uma particula em movimento no espago tridimen-
sional. As propriedades geométricas da trajetéria sdo expressas em termos de grandezas dinamicas associadas
ao movimento. Estudamos, em particular, a conexdo entre a curvatura, a torcdo e a forca a que a particula
esta sujeita. Sao encontradas as condigoes gerais que uma forga deve satisfazer para que a trajetéria seja plana

independentemente das condigoes iniciais.

Palavras-chave: geometria diferencial de curvas, dinamica da particula.

The differential geometry of curves is applied to the dynamics of a particle moving in tridimensional space.
The geometric properties of the trajectory are expressed in terms of dynamical quantities associated with the
motion. In particular, we study how curvature and torsion are connected with the force on the particle. General
conditions are found that a force has to satisfy in order that the trajectory lies on a plane irrespective of the

initial conditions.

Keywords: differential geometry of curves, single particle dynamics.

1. Introdugao

Conceitos geométricos e topoldgicos [M] desempenham
um papel cada vez mais destacado na construcao de
teorias fisicas [@]. Em particular, a geometria dife-
rencial é uma disciplina matemdtica de extrema im-
portancia para a fisica tedrica contemporanea: suas
aplicagdes estendem-se da mecénica cldssica [B] & fisica
das particulas elementares [@], sem falar no seu papel
vital na teoria da relatividade geral de Einstein [H].
Com seu belo aparato analitico e forte apelo visual,
a geometria diferencial de curvas e superficies no espaco
tridimensional, além de importante e fascinante por si
mesma, abre as portas para o estudo de geometria di-
ferencial avancada, de suma importancia para a fisica
teodrica atual. O vinculo entre mecéanica e geometria é
muito estreito, o que tem estimulado a exposi¢ao das
técnicas basicas da geometria diferencial de curvas e su-
perficies em livros avancados de mecénica cldssica [B].
Neste trabalho fazemos uma breve exposicao das
ideias e dos resultados fundamentais da geometria dife-
rencial de curvas visando aplicagoes a dinamica de uma
particula. As propriedades geométricas fundamentais
da trajetdria sao expressas em termos da forca sobre
a particula e de outras grandezas dinamicas associadas
ao movimento. KEssa abordagem torna possivel enun-
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ciar de forma clara certos problemas cuja formulacao
matematica seria obscura no tratamento convencional.
Em particular, sao encontradas as condigoes gerais que
uma forga deve satisfazer para que a trajetéria seja
plana quaisquer que sejam as condigoes iniciais.

2. Elementos da geometria diferencial
de curvas

Embora nossa concepgao mais imediata de curva seja
estatica — um conjunto de pontos no espaco formando
uma linha —, uma curva também pode ser entendida
intuitivamente como a trajetoria descrita por um ponto
em movimento. Esta ideia é tornada matematicamente
precisa pela nocao de curva parametrizada. H& uma
teoria geral de curvas em R"™ e — de particular inte-
resse para a teoria da relatividade especial — no espaco-
tempo de Minkowski [@,8]. Vamos, no entanto, limitar
nossas consideracdes a curvas em R3.

2.1. Curvas parametrizadas

Para as motivacgoes geométricas das definigoes a seguir
e as demonstracoes dos resultados relevantes, o leitor
é remetido aos excelentes textos de Pressley [H] e do
Carmo [I0] .
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Definicao 1. Uma curva parametrizada em R3 é
uma aplicagao infinitamente diferencidvel « : (a,b) —
R3 onde —o0o < a < b < oo. A varidvel ¢t € (a,b) é o
parametro da curva e a imagem da aplicagao « é o traco
da curva.

Em virtude desta definicao, nao se deve confun-
dir uma curva parametrizada, que é uma aplicagao,
com o seu traco, que é um subconjunto de R? (o tal
conjunto de pontos formando uma linha). Note que
a(t) = (a1(t), aa(t), as(t)) é o vetor posi¢ao do ponto
da curva para o qual o pardmetro tem valor ¢, que os
fisicos costumam denotar por r(t). Passaremos a utili-
zar esta iltima notacdo quando nos voltarmos para as
aplicagoes a mecanica.

Definigao 2. Dada uma curva parametrizada «a(t),
sua derivada &(t) = da(t)/dt é o vetor tangente ou vetor
velocidade de o no ponto «(t).

Suporemos que a curva é regular, isto é, o vetor
tangente nunca se anula: ||&(t)|| > 0 para todo ¢, onde

la(®)]l = v/(@1(1)? + (é2(1)? + (as(1))2.

Definicao 3. O comprimento de arco a partir de tg
de uma curva parametrizada a(t) é a funcdo s : R - R

definida por
t

s(t)= [ lla@)| dt. (1)

to

Pelo teorema fundamental do céalculo, temos que
ds/dt = ||&(t)||. Como ds/dt > 0, podemos inverter
a equacao s = s(t) e exprimir o parametro ¢ como
uma funcdo infinitamente diferencidavel de s, de modo
que qualquer curva regular pode ser parametrizada pelo
comprimento de arco. Para uma curva «(s) parametri-
zada pelo comprimento de arco tem-se

dﬂ
ds

da_dadt_ &

b =1 2
ds dtds & ’ @)

isto é, o vetor tangente é unitario.

2.2. Curvatura e torgao

Passemos, agora, a definir as principais caracteristicas
geométricas das curvas parametrizadas, comecando
pela curvatura. No restante desta segdo, sempre que
for conveniente e nao causar ambiguidade, usaremos o
ponto para indicar derivada em relagao ao comprimento
de arco s. Quando houver risco de duvida, escrevere-
mos, por exemplo, ¢&(s) em vez de simplesmente c.

Definicao 4. Seja a(s) uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco. A funcdo escalar k(s) =
[lc(s)|| é chamada de curvatura de o em s.

De acordo com a definigao acima, a curvatura nao
pode ser negativa. Como o vetor tangente a uma curva
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parametrizada pelo comprimento de arco tem norma
constante e igual a 1, a curvatura mede a variagao da
direcdo do vetor tangente. Segue-se que a curvatura
de uma linha reta é nula. No caso de curvas planas,
a curvatura pode ser interpretada como a taxa de va-
riagao por unidade de comprimento de arco do angulo
formado pelo vetor tangente com uma diregao fixa [@].

A definicdo de curvatura pressupoe que a curva es-
teja parametrizada pelo comprimento de arco. No caso
de uma parametrizagao qualquer, néo é dificil provar [8]
que a curvatura de uma curva regular «(t) é dada por

 doexal 3)

onde & = da/dt e o x~ denota o produto vetorial dos
vetores o e v em R3.

Seja «a(s) uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco. Nos pontos em que k(s) # 0 pode-se
definir o vetor unitdrio n(s) por meio da equagéao

a(s) = k(s)n(s). (4)

Diferenciando a identidade ¢&(s) - &(s) = 1 em relagao a
s, resulta imediatamente que & - & = 0, ou seja, n(s) é
normal a curva. Fica, portanto, determinado um plano
gerado por &(s) e n(s), denominado plano osculador
em s.

Em todos os pontos da curva em que k(s) # 0
define-se o vetor binormal como o vetor unitério b(s) =
t(s) x n(s), onde t(s) = da/ds = &(s) denota o vetor
unitario tangente a curva. Desta forma, fica definido
um triedro positivamente orientado {t(s),n(s),b(s)} em
cada ponto da curva com curvatura diferente de zero,
conhecido como triedro de Frenet ou triedro de Serret-
Frenet.

A derivada de b(s) é dada por

b(s) = i(s) x n(s) +t(s) x n(s) = t(s) x n(s)  (5)

porque i(s) é paralelo a n(s). Portanto, b(s) é ortogo-
nal a t(s) e também a b(s) por ser este iltimo um vetor
unitario. Assim, inferimos que b(s) é paralelo a n(s) e
podemos escrever

b(s) = 7(s)n(s), (6)

equagao que serve para definir a torgao.

Definigao 5. Seja a(s) uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco. O nimero 7(s) definido pela
Eq.(B) é chamado de tor¢io? de o em s.

Diferentemente da curvatura, a torcao pode ser ne-
gativa. Se a curva é plana, os vetores t(s) e n(s) per-
tencem ao plano que contém o trago da curva e b(s) é
um vetor unitdrio constante perpendicular a esse plano.
Segue-se que b(s) = 0 e, portanto, a tor¢ao é nula. A
tor¢ao mede a rapidez com que muda a diregao do vetor

2Adotamos a convengio de Manfredo do Carmo [IM], mas cumpre alertar que hé autores que definem a torgio com o sinal oposto,

isto &, via b(s) = —7(s)n(s).
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unitério b(s), isto é, a rapidez com que a curva se afasta
do plano osculador.

A tor¢io de uma curva «t) com uma parame-
trizagdo qualquer é dada por [8,0T]

(axa) o

r(t) = - (7)

[
que, com o emprego da Eq.(B), pode ser posta na forma
equivalente

1 (axa) &

)= -3 % — (®)
K2 al

Nas Eqs.(l) e (B) o ponto denota derivada em relagao

ao parametro arbitrério t.

2.3. Foérmulas de Frenet

As derivadas dos vetores unitarios t(s),n(s),b(s) nos
dao informagoes sobre o comportamento da curva em
uma vizinhanga de s e podem ser expressas como com-
binacoes lineares desses proprios vetores, ja que eles
formam uma base ortonormal. De n(s) = b(s) x ¢(s)
resulta

n(s) = b(s) x t(s

) +b(s) x t(s) = 7(s)n(s) x t(s) +
k(s)b(s) x n(s)

f
= —7(s)b(s) — k(s)t(s).  (9)

Reunindo as trés equagoes que fornecem as derivadas
dos vetores t, n e b, temos

t(s) = k(s)n(s), (10)

n(s) = —k(s)t(s) — r(s)b(s), (11)

b(s) = 7(s)n(s). (12)
As equacgOes acima sao conhecidas como formulas de
Frenet ou férmulas de Serret-Frenet. Com base nes-
sas equagoes prova-se o teorema fundamental da teo-
ria local das curvas [[], que referenda nossa intuigao
fisico-geométrica: salvo por uma isometria do espago
tridimensional (rotacdo seguida de translagao), a cur-
vatura e a torgao determinam univocamente a curva.

3. Aplicagoes a dinamica da particula

Nesta secao utilizaremos a formulagdo newtoniana da
mecanica e os resultados da segao anterior para estabe-
lecer uma conexao entre grandezas dinamicas e entida-
des geométricas. Os principais resultados desta segao
podem ser encontrados em [}, embora algumas de nos-
sas deducoes sejam mais gerais e mais concisas.
Segundo a mecanica newtoniana, num referencial
inercial o movimento de uma particula é regido pela
equacao
mi=F, (13)

onde m é a massa da particula, r é sua aceleracao e F é
a forca resultante que sobre ela atua. Dado o estado —
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posicao e velocidade — inicial da particula, é possivel
determinar a posicao como fungao do tempo, ou seja, a
curva descrita pela particula. De acordo com o teorema
de existéncia e unicidade para equacoes diferenciais or-
dindrias, para qualquer forga razoavel a curva descrita
pela particula existe e as condigoes iniciais a determi-
nam univocamente.

Para estabelecer a conexao mencionada, é conveni-
ente fazer uma mudanca de notacgdo: os vetores que
formam o triedro de Serret-Frenet, ¢t,n,b, passarao a
ser denotados respectivamente por e(y), (2, €(3). Com
esta nova notagao, as férmulas de Frenet (IJ)-(IA) as-
sumem a forma

de

2. = koo, (1)
de(g)

ds = —k:e(l) — Te(g) s (15)
de

df) = Te(g) . (16)

3.1. Conexao entre grandezas dinamicas e cur-
vatura

Doravante, o ponto denotara exclusivamente a derivada
em relagdo ao tempo.

Seja r(t) = (z(t),y(t),2(t)) o vetor posi¢do da
particula no instante ¢. Da definicdo (0) de compri-
mento de arco, temos que ds/dt = v e, portanto,
dt/ds = 1/v, onde v = ||| é o médulo da velocidade
ou velocidade escalar.

Por definicao, e(;) = dr/ds. Utilizando a regra da
cadeia obtemos

dr dtdr v
°m ds dsdt v’ (17)
onde v ¢ o vetor velocidade da particula. Usando a pri-
meira equagao de Frenet [Eq.(IA)] e o resultado acima,

encontramos
deq) _ dtdeqy _ 1 (ldv dvv)
o vdt dtvr)

ds — ds dt v

a .V
1)72 — 'UE = kE(z) ; (18)

onde a = v = I é o vetor aceleracao. Desta equacao
decorre que

2 2 2
a .V a .a-v v
v v v [

e
expressao que relaciona a curvatura com grandezas ci-
nematicas.
Da Eq.(I3) infere-se imediatamente que a aceleragao
é dada por
a=ven) + v2ke(2) . (20)
Esta equacao apresenta a aceleracao decomposta em
suas componentes tangencial (paralela a e(;)) e nor-
mal (paralela a e(;)). A componente tangencial tem
magnitude v e a componente normal, conhecida como
aceleracao centripeta, tem médulo v?/r, onde r = 1/k
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¢ o raio de curvatura. Como v ¢ ortogonal a e() e
ey = v/v, segue-se que a - v = vv. Utilizando este
resultado na Eq.(Id) e o fato de a curvatura ser uma
funcao nao-negativa, obtemos

T
=y D2 L= Ve (1)
v

v v ot

A fim de expressar a curvatura em termos de gran-
dezas dinamicas, comecemos por usar a segunda lei de
Newton para escrever a = F/m, onde F' é o mddulo
da forga resultante que age sobre a particula. Além
disso, em termos da energia cinética T = mwv? /2, temos
vo = T'/m ou, ainda, 0% = T2/2mT. Mas, pelo teorema
do trabalho-energia, T = F-v. Com esses resultados,
a curvatura pode ser expressa como

o L [P L E

T2V m2 2m T
1 m
— 2= (F 2 22
o[ )2, (22)

que concretiza nosso objetivo de associar a curvatura a
grandezas dinamicas. Como um teste elementar, note
que se a forca e a velocidade forem sempre colineares o
movimento sera retilineo e a curvatura serad nula: neste
caso F-v = +FveaEq. (B2) fornece k = 0, como deve-
ria. Por outro lado, se a forga for sempre perpendicular
a velocidade teremos k = F/2T, onde T é constante. A
curvatura sera constante se o médulo da forga também
o for, e tipicamente a trajetéria serd uma circunferéncia
ou uma hélice, embora valha a pena notar que ha exem-
plos bastante exdticos de curvas fechadas nao-planas de
curvatura constante [[2].

3.2. Conexao entre grandezas dinamicas e tor-
cao

De acordo com a Eq. (B), a torgao é dada por

1

—W(vxa)-é. (23)

T =

Lancando mao da Eq.(E3) e recorrendo mais uma vez &
segunda lei de Newton, obtemos

(PxF) F
, mi?\’
o (io-20)

onde P = mv é o momento linear da particula.

(24)

T=—

Completamos, assim, a tarefa de exprimir as princi-
pais caracteristicas geométricas da curva descrita pela
particula em termos de grandezas dinamicas.

3S0b a hipétese de que a curvatura nunca se anula.
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4. Forcgas que produzem somente traje-
torias planas

O estreitamento dos lagos entre geometria e dinamica
permite equacionar com grande simplicidade uma per-
gunta cuja formulacdo matemadtica nao seria clara no
tratamento convencional: que condigoes uma forca deve
satisfazer para que todas as érbitas por ela engendradas
sejam curvas planas?

Ora, para que uma curva parametrizada seja plana é
necessario e suficiente® que sua tor¢ao seja zero [@]. Em
virtude da Eq.(E8), a trajetdria serd plana se e somente
se

(FxF)-v=0, (25)
onde usamos a invariancia do produto triplo sob per-
mutagoes ciclicas. Esta condi¢ao envolve a velocidade
da particula. Desejamos encontrar condigoes que se-
jam expressas exclusivamente em termos da forga. Para
tanto, devemos levar em conta que estamos a procura
das condicbes tais que as Orbitas sejam planas para
condicdes iniciais arbitrarias.

4.1. Forca independente da velocidade

A fim de facilitar a discussao a seguir sera util adotar
a seguinte notagao indicial
r = (v1,72,23) , v = (v1,V2,03)
0 0
F=(F,F),F3),0,=—,0,=—.
(F1, F3, F3) , 0; oz 't T B
Adotaremos, também, a convencdo de soma sobre
indices repetidos: qualquer repeticao de indices implica
uma soma de 1 a 3 no referido indice.
Se a forga depende somente da posi¢ao e do tempo,
isto é, F = F(r,t), temos
L 81‘1 dt 83?2 dt

(26)

8Fi dﬂ + 8Fl
Oxz dt ot
Fi = 0O F; + Oy F; . (27)

=

Como é bem conhecido, as componentes do produto
vetorial de dois vetores em R3 podem ser expressas em
termos do simbolo totalmente antissimétrico de Levi-
Civita €;;; na forma [I3]
(F X F)l = Eiijij. (28)
Substituindo as Eqs. (E@) e (E8) na Eq. (E3) resulta
0=(FxF)-v=(FxF)uy—=
(Eiijjale)Uivl + (eiijjﬁtFk)vi =0. (29)
Estamos a procura de condigoes sobre a for¢a que asse-
gurem érbitas planas independentemente das condicoes
iniciais. Portanto, a Eq. (E9) deve ser satisfeita quais-
quer que sejam os valores das componentes das veloci-
dades, pois estas podem ser escolhidas arbitrariamente

em qualquer instante inicial. Assim, os coeficientes dos
termos linear e quadrético nas velocidades na Eq. (E9),
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mostrados entre parénteses, devem ser nulos separada-
mente. Os coeficientes do termo linear sao as compo-
nentes do produto vetorial de F por F/0t, donde

OF
5 =0 (30)

Como o produto v;v; é simétrico nos indices ¢ e [,
a parte simétrica em i e [ dos coeficientes® do produto
v;u; na Eq. (B9) deve ser nula, isto é,

F x

€ijpF501Fy + e F0:F, = 0. (31)

Para que a forca produza somente trajetérias planas,
suas componentes cartesianas tém que satisfazer um
sistema de nove equagoes diferenciais parciais nao line-
ares acopladas de primeira ordem, as Eqs. (B0) e (B1).
Explicitamente, estas 1iltimas equagoes escrevem-se

Fy00F3 — F301F> =0, F30,F) — F10:F3 = 0,
F163F2 — F263F1 = 0, (32)
F381F1 7F161F3+F282F3*F382F2 =0, (33)
Fi01F5 — Fy01 Fy + Fy03F5 — F303F, =0, (34)
F10oFy — Fy09Fy + F303F) — F103F3 =0. (35)

Como ha nove equagoes que devem ser satisfeitas pe-
las trés componentes cartesianas da forga, sao raras as
forcas que produzem exclusivamente 6rbitas planas. O
ideal seria encontrar a solugao geral das Eqs.(B0) e (BI),
que daria explicitamente a forga independente da velo-
cidade mais geral possivel que s6 produz érbitas pla-
nas. Infelizmente isto estd fora de nosso alcance devido
a enorme complexidade dessas equagoes. De qualquer
modo, as equagbes (B1) e (BIl) caracterizam e, portanto,
servem para identificar tais forcas.

Como é sobejamente conhecido, forcas centrais ge-
ram sempre Orbitas planas e, assim, fornecem um teste
simples dos resultados acima. Uma forca central é da
forma

F = f(r,t)r ou F, = f(r,t)zy, (36)
onde r = ||r||. Segue-se que
"(r,t oF
O Fy = f(r,1)d + / (: ) TREL 5 o = f(r,t)r, (37)

onde f' = 8f/0r e f =0df/t. Como F ¢ OF /dt sdo co-
lineares, a Eq.(BO) é satisfeita. Por outro lado, usando
a Eq. (82),

2
€0 Fy = € f 200 +
/
2
TEijkxja:kacl = eiﬂf Zj. (38)

O termo cibico nas componentes do vetor posi¢ao nesta
ultima equacao é nulo porque €;;; ¢ antissimétrico nos
indices j e k, ao passo que x ;T ¢ simétrico nesses mes-
mos indices. Consequentemente
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ik FjOFy + i Fi0iFy = e f?w; +
ajif ey = €ijifrr; — e fiae; =0, (39)

de modo que a Eq.(B0) também é satisfeita.

4.2. Forga eletromagnética

Os resultados anteriores nao se aplicam se a forga de-
pende da velocidade. A mais importante de todas
as forgas dependentes da velocidade é a forca eletro-
magnética

F=¢E+vxB), (40)

onde e denota a carga elétrica da particula.

Em face do desanimador cipoal algébrico do caso ge-
ral, vamos restringir nossa andlise a situacao em que os
campos elétrico e magnético nao dependem da posigao:
E = E(t) e B = B(t). Este caso particular ilustra to-
das as peculiaridades do problema eletromagnético e ja
envolve uma algebra consideravelmente trabalhosa.

Com as hipé6teses feitas, temos

e 'F=E+vxB+4+vxB=
. . e
E+vxB+—(E4+vxB)xB, (41)
m
onde usamos v = F/m. O termo proporcional a e/m
na equacao acima dé uma contribuicao a condigao (E3)
que tem que ser separadamente nula porque a trajetoria

deve ser plana quaisquer que sejam a massa e a carga
da particula. Consequentemente

{E+vxB)x[(E+vxB)xB]} - v=0. (42

Segue-se que os termos independentes da carga e da
massa conduzem a

[(E+vxB)x (E+vxB)]-v=0. (43)

Comecemos por investigar as consequéncias da
Eq.(E3). Trata-se de um polinémio do terceiro grau nas
componentes da velocidade cujos coeficientes devem ser
todos nulos. Os termos de primeiro, segundo e terceiro
graus de (E2) sdo, respectivamente

[Ex (ExB)]-v=0, (44)
{Ex[(vxB)xB]+(vxB)x (ExB)}-v=0, (45)
{(vxB)x[(vxB)xBJ|} v=0. (46)

Tentemos simplificar a Eq. (E3). Com o uso da conhe-
cida identidade vetorial

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c (47)
podemos escrever

{Ex[(vxB)xB]}-v={Ex|[(v-B)B-B%]} v

={(v-BJExB-B’Ex v} -v=(v:-B)v-(E x B) (48)

4A parte antissimétrica d4 uma contribuigdo identicamente nula & condicio (29).
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e, analogamente,
{vxB)x (ExB)} -v=(v-B)v-(ExB). (49)
Portanto, a equagao (E3) equivale a
(ExB)-v(B-v)=0, (50)

que, em notacao indicial, escreve-se

(EiklEk:BlBj + EjklEkBlBi)'Uz"Uj =0, (51)

DN =

com a devida simetrizagao dos coeficientes nos indices
iej.

Por sua vez, a Eq. (E8) equivale a
0={(vxB)x[(vxB)xB]} -v=
{[(v+xB)-B](vxB)—(vxB)’B} v
— B~ (v-B)(B-v) =
~[v*B*B-v) - (B-v)’], (52)

que em notagao indicial escreve-se

2

[?(Biéjk + Bjak‘i + Bkéij) — BiBjBk] ViUV =
0, (53)
onde foi feita uma simetrizagdo completa do termo
B, i, porque o produto v;vjvy é totalmente simétrico.
Repitamos o procedimento acima para a equagao
(I3), cujos termos linear, quadratico e cibico sdo, res-

pectivamente .
(ExXE)-v=0, (54)

[(E-B)v—(E-v)B+(E-v)B—(B-E)v]-v=0, (55)

{{vxB)-Blv—[(vxB)-v]B} v=
(vxB)-Bv = (BxB) -vv?=0, (56)
onde usamos novamente a identidade (7). Quanto &
Eq. (B3), em notagdo indicial pode-se escrevé-la, com

a simetrizacao habitual, na forma
[(E-B-E-B)j; +

%(EiBj + E]Bl — EzBJ — EjBi)]’Ui’Uj =0. (57)
Em sintese, considerando as Eqs.(E3@), (E1), (B3),
(B2), (BD), (BQ) e a arbitrariedade das componentes da

velocidade, todas as trajetérias serao planas se e so-
mente se as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:

Ex(ExB)=0, (58)

e By BBy + €jEpyBiB; =0, (59)
B2
?(Biéjk + Bjéiﬂ‘ + Bkéij) - BiBjBk =0, (60)

ExE=0, (61)
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BxB=0, (62)

(E-B-E-B)j; +
L(E:Bj+ E;B; — E;B; - E;B;)=0.  (63)

A guisa de teste, consideremos uma particula num
campo magnético uniforme. Como E =0 ¢ B = 0, as
equagoes (B8), (B9), (ED), (62) e (E3) sdo trivialmente
satisfeitas. Quanto & Eq. (B), contraindo os {ndices i
e j resulta

B2
0 = ?(Bifsik + Bjdk; + Brdi;) — B;B; By,
B? 2 2
= ?(Bkﬁ-Bk-i-?)Bk)—B Bk=§B By, =
B, = 0. (64)

Em suma, um campo magnético uniforme diferente
de zero nao preenche os requisitos necesséarios para que
todas as trajetérias sejam planas. Este resultado esta
de acordo com o fato bem conhecido de que, em geral,
a trajetéria de uma particula carregada num campo
magnético uniforme é uma hélice, que nao é uma curva
plana. A propésito, em [ 1é-se que “se o mbdulo
do momento linear e da forgca sao constantes o movi-
mento da particula se d4 num plano”. Esta afirmacao
nao é verdadeira, e o movimento de uma particula car-
regada num campo magnético uniforme é um contrae-
xemplo: o médulo da velocidade permanece constante,
assim como sua componente paralela a B, de modo que
o médulo da forca F = ev x B também é constante por-
que a magnitude da parte da velocidade transversal a
B é separadamente constante. No entanto, a trajetéria
em geral é uma hélice.

5. Extensao a curvas seccionalmente re-
gulares

As condigoes (BO) e (BN) ou (BR)-(E3) para que as
trajetérias sejam sempre planas foram obtidas sob a
hip6tese de que a curva r(t) é regular. A imposigao
de que a velocidade da particula nunca se anule nao é
muito natural do ponto de vista fisico, de modo que
vale a pena examinar se nossos resultados permanecem
validos caso essa restri¢ao seja relaxada.

Suponhamos que a curva seja apenas seccionalmente
regular, isto é, r(t) é continua em toda parte e regular
em cada intervalo entre instantes isolados em que a ve-
locidade se anula. Seja v(t1) = 0 e sejam (tg,t1) e
(t1,t2) intervalos de tempo durante os quais a curva é
regular. Nossos resultados valem nos intervalos (¢, t1)
e (t1,t2), isto ¢, se as Eqgs. (B0) e (B1) ou (B3)-(B3) se
verificam, conforme o tipo de forga, a trajetéria é plana.
Sejam II; e IIs os planos das trajetérias nos intervalos
(to,t1) e (t1,t2), respectivamente. Se II; # Ils, a com-
ponente da velocidade perpendicular ao plano II; tem
que variar descontinuamente de zero para um valor fi-
nito diferente de zero quando ¢ passa pelo valor ¢1. Para
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que isto ocorra, a componente da forga na direcao per-
pendicular a II; tem que ser infinita no instante ;. Um
argumento equivalente é o seguinte: por ser perpendi-
cular aos planos do movimento, o momento angular® da
um salto finito em ¢t = t1, o que requer torque infinito e,
consequentemente, forga infinita. Se a forga é sempre
finita — uma exigéncia fisica inescapavel —, os pla-
nos II; e Il tém que coincidir. Portanto, as condigoes
encontradas sobre a forga asseguram uma érbita num
plano fixo mesmo que a velocidade da particula se anule
em instantes isolados.

6. Conclusao

Galileu parece ter sido o primeiro a reconhecer que a
matematica é a linguagem das leis da natureza. Hoje
em dia, o status da matemadtica para a fisica tedrica
transcende o de mera linguagem. Segundo Freeman Dy-
son [], a matemadtica é “a principal fonte de conceitos
e principios por meio dos quais novas teorias podem ser
criadas”. Em contrapartida, a demonstragao de teore-
mas matemadticos por argumentos fisicos [[F] é uma das
manifestacoes mais envolventes da relagao simbidtica
entre fisica e matematica.

A geometria diferencial de curvas e superficies no
espago tridimensional é matematicamente acessivel a
estudantes de graduagao e tem aplicacoes imediatas a
mecanica. Excelente porta de entrada para a geome-
tria diferencial avangada, constitui-se numa fonte de
estimulo para estudantes interessados em algar voos
mais altos, como, por exemplo, um estudo sério da te-
oria da relatividade geral.

O estudante de bacharelado em fisica com pen-
dor para a carreira tedrica precisa ser dotado de uma
formacao matematica mais ampla e profunda do que a
tradicional, visando tornéa-lo apto a dominar métodos
matematicos avancados, pois sem esse dominio ficarao
prejudicadas suas chances de dar contribuicoes signifi-
cativas a fisica tedrica na sua vida futura de pesqui-
sador. Isto requer convencé-lo de que a expressao das
leis fisicas em linguagem matemadtica sofisticada nao é
fatil nem uma simples exibicdo de pedantismo, pois,
como vimos, o proprio formalismo matematico frequen-
temente é capaz de sugerir problemas que nao seriam
visiveis numa linguagem matematica menos refinada.
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