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Oscilagoes de relaxagao sao mantidas por uma influéncia externa constante e apresentam duas escalas de
tempo diferentes (lenta e répida). Elas tém propriedades diferentes das oscilagdes pendulares que, para peque-
nas amplitudes, reduzem-se as oscilagoes harmonicas. Neste primeiro trabalho apresentamos as diferencas entre
oscilagoes pendulares e de relaxagao, mostrando exemplos ilustrativos de aplicagbes de oscilagoes de relaxagao
em um sistema mecénico (vaso de Téantalo) e num circuito elétrico.

Palavras-chave: oscilagoes de relaxagao, oscilagbes ndo-lineares, oscilagbes auto-sustentadas.

Relaxation oscillations are maintained by a constant external influence and present two different timescales
(fast and slow). They have properties different from the pendular oscillations which, for small amplitudes, re-
duce to harmonic oscillations. In this first paper we present the differences between relaxation and pendular
oscillations, showing illustrative examples of application of relaxation oscillations in a mechanical system (Tantal

vase) and an electric circuit.

Keywords: relaxation oscillations, nonlinear oscillations, self-sustained oscillations.

1. Introducao

Oscilagoes de relaxacao sao entretidas gragas a ener-
gia fornecida continuamente de uma fonte. Elas apa-
recem em inumeros sistemas fisicos e biolégicos. Uma
caracteristica comum a todas as oscilacoes de relaxagao
é a existéncia de duas escalas de tempo: uma escala
“lenta”, durante a qual pouco acontece no sistema (em
termos de variagdo de alguma quantidade), e uma escala
“rapida”, durante a qual grandes mudancas sao produ-
zidas. Um exemplo bastante familiar de oscilacoes de
relaxacao é o monjolo, uma das mais antigas maquinas
rurais da Humanidade, e bastante comum em sitios e
chécaras no Brasil. Ele consiste de uma haste de ma-
deira onde uma das pontas estd ligada a um pilao,
enquanto a outra ¢é trabalhada na forma de um re-
ceptéculo (chamado “cocho”) que recebe dgua de uma
calha de forma continua (Fig. @0). Enquanto a dgua
vai preenchendo o cocho, a haste com o pilao na outra
ponta vai lentamente se inclinando para cima devido ao
atrito sobre o eixo. Quando o cocho atinge uma certa
altura, a agua nele contida verte rapidamente e o ou-
tra ponta da haste com o pilao desce também de forma
rapida. O impacto do pilao pode ser usado para socar
graos como milho, arroz ou amendoim.
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Figura 1 - Figura esquematica de um monjolo.

O movimento da haste do pildo é uma oscilacao de
relaxacao essenciamente por repetir-se a intervalos de
tempo constantes (ou seja, é um movimento periédico),
mas também por exibir duas escalas de tempo: a
“lenta”, enquanto o cocho vai sendo preenchido com
adgua, e a “rdpida”, enquanto o cocho é esvaziado e o
pilao desce. Ha outras caracteristicas comuns as os-
cilagoes de relaxacao que podemos exemplificar com
o monjolo. A amplitude das oscilagoes é fixada pelas
préprias caracteristicas do monjolo, como o tamanho da
haste e a forma com que o cocho foi cavado na haste. A
amplitude é portanto bastante dificil de modificar por
meio de intervencoes externas. Ja o periodo depende
essencialmente do fluxo de dgua que vem da fonte, pas-
sando pela calha. Se o fluxo de dgua pela calha for



3304-2

diminuido, fechando parcialmente a entrada da calha
por exemplo, o cocho é preenchido mais lentamente,
e o periodo do movimento do monjolo serd maior (ou
seja, ele oscila mais “lentamente”). Caso desobstrua-
mos a calha, permitindo a entrada de um fluxo maior
de agua, o periodo pode ser aumentado para um valor
desejado.

Por outro lado, os profissionais e estudantes de fisica
estao mais acostumados a trabalhar com outro tipo de
oscilagao, que podemos chamar de pendular, e cujo pa-
radigma é justamente o péndulo simples: uma massa
puntiforme suspensa por um fio. Fazemos um péndulo
oscilar inclinando a massa presa ao fio em relagao a sua
posicao de equilibrio de um certo angulo, que deter-
mina a amplitude das suas oscilagoes. Podemos mudar
facilmente a amplitude das oscilagoes simplesmente co-
locando a massa mais ou menos inclinada em relacao a
vertical. O periodo das oscilagoes do péndulo, no en-
tanto, nao é tao facil assim de variar. Sabemos que,
para pequenas oscilagoes de um péndulo simples, o
periodo é proporcional a raiz quadrada do comprimento
do fio dividido pela aceleracao da gravidade. Ou seja,
o periodo que é determinado por parametros cuja mu-
danga é dificil, ao contrario da amplitude. Finalmente,
no movimento do péndulo encontramos uma tnica es-
cala de tempo, que é determinada pela frequéncia de
suas pequenas oscilagoes.

O termo “oscilagao de relaxagdo” vem do fato que
seu periodo é essencialmente determinado dado pela es-
cala de tempo lenta (o pildo do monjolo cai muito mais
rapidamente do que enquanto seu cocho é preenchido
de dgua, por exemplo). Em certos circuitos eletronicos,
por exemplo, essa escala de tempo representa o car-
regamento de um capacitor, e por isso o periodo da
oscilagao é proporcional & constante de tempo do cir-
cuito, também chamada tempo de relaxa¢ao. O estudo
sistemdatico das oscilagoes de relaxagao iniciou-se com
os trabalhos de Balthazar Van der Pol na década de
1920 [m], e forneceu motivagio para investigagdes pionei-
ras da teoria dos sistemas dindmicos [B-8]. Oscilagoes
de relaxacao continuam sendo uma area de intensa pes-
quisa tedrica e experimental, principalmente nas suas
multiplas aplicagdes a problemas na fisica [B2], enge-
nharia [8], fisiologia [@], e mesmo na economia [IM].

Oscilagoes de relaxacao sao, portanto, bastante dife-
rentes das oscilacoes pendulares, e ocorrem em diversos
problemas fisicos e biolégicos de importancia. E curioso
o fato da maioria dos livros didaticos contemporaneos
a nivel elementar nao tratar de modo suficientemente
preciso e/ou motivante as oscilagoes de relaxagao, em
detrimento das nao menos importantes oscilagoes pen-
dulares (em mecanica e eletricidade). Isso ndo se veri-
fica, porém, em textos didaticos mais antigos, especial-
mente aqueles de autores franceses [B-]. Além disso,
varios artigos em revistas especializadas tém abordado
oscilagoes de relaxacdo ha varias décadas [IHM]. Uma
justificativa possivel para a auséncia de mengoes a os-
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cilagoes de relaxacao em livros didaticos elementares
é que tais oscilacoes sao intrinsecamente nao-lineares,
ao contrario das oscilacoes pendulares, que podem ser
descritas de forma aproximada por equagoes lineares. O
objetivo principal desse artigo é dar ao leitor elemen-
tos bésicos identificar as principais caracteristicas de
oscilagoes de relaxagao, assim como fornecer uma idéia
da ampla gama de aplicages que estas possuem. A pre-
paragao fisica para compreender os argumentos teéricos
envolvidos resume-se a fisica bésica, e a parte ma-
tematica é totalmente compreensivel a nivel do Célculo
Diferencial e Integral que é visto no segundo ano do
curso de fisica.

A estrutura desse artigo é a seguinte: na Secéo II nés
discutiremos qualitativa e quantitativamente um sis-
tema mecanico (vaso sifonado ou vaso de Tantalo) que
exibe oscilacoes de relaxacao. Na segao IIT abordaremos
um exemplo na eletricidade (circuito com lampada de
neodnio). As similaridades entre os sistemas mecanico e
elétrico e as suas diferencas com oscilagoes pendulares
sao discutidas na secao IV. Na secao V abordaremos o
papel de um forcamento periédico sobre oscilagoes de
relaxacao, comparando-as com as oscilagoes pendula-
res. A udltima secdo é dedicada as nossas conclusoes.

2. O vaso de Tantalo

O waso de Tantalo, ou vaso sifonado, é um dos ex-
perimentos demonstrativos mais antigos da fisica, en-
contrado em diversos museus de instrumentos antigos
(Fig. B). Ele é baseado no principio do sifao, e é um
dos sistemas fisicos mais simples que exibem oscilacoes
de relaxagdo [[@]. Vertemos continuamente dgua para
dentro do vaso até que o nivel d’adgua atinja o ponto
mais alto do sifao, apds o que este passa a descarregar
a agua até que o nivel chegue até a entrada do sifao. O
sifao para de funcionar e o vaso volta a ser preenchido
até o processo repetir-se. Desta forma o nivel d’agua
apresenta oscilagoes cuja amplitude é constante (deter-
minada pela diferenca entre os niveis mais alto e mais
baixo do sifao) mas com um perfodo que pode variar
aumentando ou diminuindo a vazao de agua que verte
de uma torneira.

Figura 2 - Ilustragdo antiga de um vaso de Tantalo usado em
demonstracoes experimentais.

O termo vaso de Tantalo refere-se a incapacidade do
vaso de ser totalmente preenchido devido & sifonacéo, e
remete-nos a Mitologia Grega, segundo a qual Tantalo
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era um rei da Lidia (ou talvez da Frigia), filho do
préprio Zeus com a princesa Plota. Tantalo teria come-
tido um crime terrivel, ao testar a onisciéncia dos deu-
ses servindo-lhes a carne do préprio filho num banquete.
Como castigo, Tantalo teria sido enviado pelos deuses
ao Tartaro (inferno mitoldgico) e preso num lugar abun-
dante em vegetacao e agua. No entanto, sua pena con-
sistia em nao poder saciar sua fome e sede, visto que, ao
aproximar-se da dgua esta escoava e, a0 erguer-se para
colher os frutos das arvores, os ramos moviam-se pra
longe de si [[]. Deste mito surgiu também a expressao
suplicio de Tdntalo [I3].

A histéria do vaso de Tantalo confunde-se com a
do préprio sifao. Desenhos encontrados em tumbas
egipcias mostram que sifoes ja eram empregados por
volta de 1500 AC para escorvar dgua e outros liquidos
de vasos ceramicos [[@]. Acredita-se, no entanto, que o
sifao possa ter sido inventado muito antes disso na Me-
sopotamia. Os principios fisicos de funcionamento do
sifao foram enunciados por Heron de Alexandria em sua
famosa obra Pneumdtica [[d]. A relativa estabilidade
da sua operagao fez com que os vasos de Téantalo fos-
sem empregados como relégios d’dgua no Império Ro-
mano. Apesar da sua simplicidade, os sifoes ainda séo
bastante usados no nosso cotidiano, principalmente em
pias e descargas de vasos sanitarios. Além disso, o vaso
de Tantalo esta no principio de functionamento do ex-
trator de Soxhlet na quimica [EI].

2.1. Modelo mateméatico do vaso de Tantalo

Na Fig. B representamos esquematicamente um vaso
de Tantalo, que consiste numa cisterna cuja area da
secao reta é S, sendo alimentada por uma torneira que
verte 4gua & uma vazao uniforme Q. A altura da coluna
d’dgua na cisterna, em relagao a um nivel de referéncia,
é denotada por h. No fundo do vaso temos a entrada
do sifao na forma de um tubo em U invertido, cuja area
da segao reta é s, e cuja extremidade inferior projeta-se
até o nivel de referéncia (h = 0). As distancias verticais
entre a parte mais alta e a parte mais baixa do sifao,
em relacgdo a entrada do sifdao (no fundo do vaso), sao
indicadas por h4 e hp respectivamente. Supomos, por
simplicidade, que a dgua verte da torneira de forma a
nao transmitir uma quantidade apreciavel de momen-
tum linear para a agua ja contida no vaso.

Preenchimento do vaso. Durante essa fase o sifao
nao opera, e o nivel d’agua no vaso sobe devido ao
fluxo de dgua da torneira. Lembrando que (vazado) =
(volume)/(tempo) teremos

h(t)=hp + QL (1)
S
mostrando que o nivel d’dgua cresce linearmente deste
seu valor minimo h,,;, = hp até o nivel maximo
himaz = ha + hp, ponto onde o sifao comega a agir.
O tempo de preenchimento é, pois, dado por
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Figura 3 - Esquema de um vaso de Tantalo.
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Escorvamento pelo sifao: Durante essa fase o sifao
provoca o esvaziamento do vaso, pois o fluxo de agua
que sai pelo sifao, denotado por ¢, é maior que o fluxo
de dgua fornecido pela torneira (¢ > Q). Nesse caso te-
mos um fluxo liquido ¢ — @, j& que a torneira continua
tentando encher o vaso. No entanto, o fluxo do sifao
q nao é constante mas varia com a altura da agua no
vaso. Isso que pode ser constatado aplicando a equacao
de Bernoulli a dois pontos na Fig. B, denotados por
1 e 2, um deles no nivel d’dgua do vaso e outro na
extremidade inferior do sifao [E1)

AT’

1 5 Lo,
P+ 5PUT + pgYL = P2 + 5PV + pgYe, (3)

onde p; = p2 = pg é a pressao atmosférica, p a densi-
dade da agua, g a aceleragao da gravidade, e y a altura
da coluna d’dgua em relacao ao nivel de referéncia si-
tuado na extremidade inferior do sifao. Denotaremos
por vo = u a velocidade com que a agua escorre do
sifao, e supomos que a velocidade no nivel d’agua seja
desprezivel (v; = 0), o que é aceitdvel se o volume da
4dgua contida no vaso for muito superior ao contido no
tubo em U, e a dgua que vem da torneira chega ao
nivel d’agua com velocidade desprezivel. Como y; = h
e yo = 0, devido a escolha que fizemos para o nivel de
referéncia, segue-se que u = v/2gh, que é simplesmente
a equagao de Torricelli [20]. J&4 que o fluxo de dgua na
extremidade inferior do sifao é dado por (drea da segao
reta) X (velocidade), temos que

q(h) = su = s\/2gh. (4)

Como a altura h do nivel d’agua no tubo varia com
o tempo, tanto no preenchimento do vaso como na sua
escorva pelo sifao, assim também o fluxo de saida varia
entre um valor maximo e um minimo dados, respecti-
vamente, por

dmazx = Q(h'A + hB) =SV QQ(hA + hB)7 (5)
q(hp) = sv/2ghp.  (6)

Desprezando a velocidade do nivel d’agua em
relacao a velocidade da agua na saida do sifao, podemos

qmin =
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considerar o fluxo liquido no sifao como sendo dado por
g(h) — @ [M]. Escrevendo a defini¢do de vazao numa
forma diferencial (V' é o volume de dgua no vaso) temos

Sdh

v _ —qh) - Q, (7)

~dh - dt

onde o sinal negativo na derivada indica que o volume
d’agua diminui com o passar do tempo, de forma que,
sendo a derivada ela mesma negativa, o fluxo liquido
q(h) — @ continue sendo positivo.

O tempo de escorvamento AT nesse caso pode ser
obtido integrando-se a Eq. (@)

hp
AT" = - / % (8)
hathy A(h) —Q
hs dh

=S

_— 9
hA-‘ths\/QghiQ ( )

onde usamos a Eq. (@). Fazendo a mudanca de varidvel
T = sv/2gh — QQ obtemos

S sv/2g9(ha+hp)—Q

arr= -2 g w
S
= —%{S\/QQhB*S\/zg(hAJFhB) (11)
N Ol 5v2ghp — Q
sv/2g(ha + hp) — Q

que pode ser reescrita, em vista das Egs. (H) e (B),
€omo

"o__ S i M
AT — % {(Qmaw - szn) —|—Q1D |:le77- - Q:| } .
(12)

Interpretamos fisicamente esse resultado da seguinte
forma: o termo proporcional & ¢maez — @min representa
o tempo t” necessirio para escorvar o vaso, supondo
que nao esteja entrando dgua no mesmo. Ja o termo
proporcional a () representa o tempo necessario para
escoar a quantidade de dgua que a torneira acrescentou
ao vaso durante o intervalo de tempo t”.

Para estimar a importancia de cada um destes
dois termos, vamos considerar o seguinte exemplo [
ha = 0,25 m, hg = 0,50 m, S = 5,00 x 1072 m?;
s = 7,07 x107* m?, Q = 1,00 x 107* m3/s, e
g = 9,81 m/s?. Para este conjunto de parametros te-
mos que o fluxo escorvado pelo sifao varia entre os li-
mites gmaz = 2,71 x 1073 m3/s e gin = 2,21 x 1073
m?3/s, da ordem de vinte vezes o fluxo de dgua que vem
da torneira. Para esse conjunto de parametros, as Eqgs.
(B) e () fornecem para os tempos de preenchimento e

escorvamento, respectivamente, os seguintes resultados
AT’ = 125s, AT" =5,07s + 0,225 ~ 5,30s, (13)

mostrando que o tempo de esvaziamento é cerca de 24
vezes menor que o de preenchimento. Além disso, a
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contribuigao do termo logaritmico na Eq. () é aproxi-
madamente 23 vezes menor que a contribuigao do termo
que supoOe apenas o esvaziamento pelo sifao; e pode ser
desprezado sem problemas.

A equagao que descreve a evolucao do nivel d’agua
h(t) no vaso durante seu esvaziamento pode ser obtida
a partir do mesmo raciocinio que usamos para a de-
terminagao do tempo de escorvamento. Integrando a
Eq. (@) entre os niveis maximo (ha + hp) e h(t), e fa-
zendo a mesma substituicao de varidveis anterior, che-
gamos a equagao

= % {7\/29/1(75) +v2g9(ha + hp)—
Q| _sv2h-Q |1y
V2 ) - @

Em vista, porém, do termo logaritmico ter sido mos-
trado ha pouco desprezivel em relacao ao outro, pode-
mos negligencid-lo aqui também. Fazendo isso, e iso-
lando o nivel d’dgua, temos

h(t) ~ %[\/2g(h,4 i) - 2] L (1s)

durante a fase de esvaziamento.

2.2. Oscilagoes de relaxagao no vaso de Tantalo
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Figura 4 - (a) Oscilagoes do nivel d’dgua no vaso de Tantalo. (b)
Fluxo de agua escorvada pelo sifao.

Na Fig. HB(a), obtida a partir dos mesmos para-
metros usados para chegar na Eq. (I3), mostramos a
evolugao temporal do nivel d’dgua no vaso de Tantalo
para alguns ciclos de oscilagao, levando em conta as
Egs. (O) e (I3) que descrevem, respectivamente, o pren-
chimento e o escorvamento. As variagoes observadas do
tipo “dente de serra” sao caracteristicas das oscilagoes
de relaxacao. O fluxo escorvado pelo sifao (Fig. B(b))
¢é nulo durante o preenchimento do vaso e varia com o
tempo durante o escorvamento da agua.

As oscilagoes do nivel d’dgua tém amplitude (ha +
hp) — hp = ha e periodo

Sha S

T = AT/ + AT// ~ 7 + %(Qmam - Qmin)~ (16)
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Como AT"” <« AT’, podemos tomar o tempo de preen-
chimento como uma aproximagao razoavel do periodo
das oscilacoes do nivel d’dgua no vaso de Tantalo. Uma
consequéncia importante é que as oscilagoes apresentam
duas escalas de tempo bem definidas: o preenchimento
do vaso ocorre lentamente, a0 passo que seu escorva-
mento ocorre rapidamente. Temos, pois, duas escalas
de tempo: uma lenta (0 < ¢t < AT’) e outra répida
(AT <t <T).

Observe que a amplitude das oscilagoes é definida
por parametros de construcao do vaso de Tantalo, e
cuja variacdo (caso necessdria) seria bastante dificil,
pois teriamos de mudar a posicao da dobra do tubo em
U, ou entao o ponto de entrada do sifao. Ja o periodo,
T ~ Sha/Q, depende de um pardmetro cuja variagao
é mais facil, no caso o fluxo de agua fornecida pela tor-
neira.

3. Circuito com lampada de nednio

Outro sistema fisico interessante que apresenta os-
cilagoes de relaxacao é um circuito elétrico composto
de uma lampada de nednio ligada em paralelo a um ca-
pacitor, o conjunto sendo ligado em série a um resistor
e uma fonte de tensao DC (Fig. B) [E2]. A diferenga
essencial desse sistema para um circuito RC convencio-
nal é o uso de um elemento resistivo nao-linear, no caso
a lampada de nednio. Pelas caracteristicas fisicas da
descarga elétrica no géas no interior da lampada, esta sé
acende se a tensao entre seus polos for superior a uma
tensao de ignigdo V', que é da ordem de 80 V. Além
disso, a lampada se apaga se a tensdo for menor que
um valor Vi < V', chamada tensao de extingao.

.

T

Figura 5 - Esquema de um circuito elétrico com lampada de
nednio que exibe oscilagoes de relaxagao.

Ligando-se a fonte de tensao no instante ¢ = 0, esta
carrega o capacitor “lentamente” como num circuito
RC convencional, desde que a tensdao nos terminais da
lampada seja menor que a tensao de ignicao (V < V'),
pois nesse caso a lampada nao conduz corrente e esté
em circuito aberto. Quando V = V' a lampada se
acende por conduzir corrente elétrica, o que faz com
que esta descarregue o capacitor “rapidamente”, até
que a tensao caia até o valor V; para o qual a lampada
se apaga e o processo reinicia. O resultado é uma os-
cilagao da tensao nos terminais da lampada de neénio
com amplitude V' — V; e um perfodo bem definido. O
fato da lampada piscar enquanto o capacitor se descar-
rega em cada ciclo de oscilagao faz este tipo de circuito
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uma interessante experiéncia demonstrativa em sala de
aula, feiras de ciéncias, etc. [232].

3.1. Modelo matematico do circuito

O circuito com lampada de nednio, como oscilagoes de
relaxacao em geral, apresenta duas escalas de tempo
distintas, que podem ser tratadas separadamente: o
carregamento “lento” do capacitor e a sua descarga
“rapida” pela lampada de neonio. Denotamos a capa-
citancia, a resisténcia e a forca eletromotriz da fonte por
C, R, e £, respectivamente. As correntes no capacitor e
na lampada sao indicadas por i¢ e i, respectivamente,
sendo V' a tensao entre os terminais tanto da lampada
como do capacitor.

Carregameanto do capacitor. Enquanto a tensao nos
terminais da lampada for inferior a V' esta nao se acen-
deré e teremos um circuito RC. A evolugao temporal da
carga nas placas do capacitor go é descrita pela lei de
Kirchhoff na forma da seguinte equacao diferencial

dqc 1

B te

cuja solugao é bem conhecida 23]

qc =€, (17)

go(t) = CE (1 - e*t/m) , (18)

quando, em t = 0, o capacitor encontra-se descarre-
gado, e Tp = RC' é a constante de tempo resistiva do
circuito.

E conveniente supor que, em t = 0, a tensao entre
as placas do capacitor é igual a Vi, de tal modo que,
num instante ¢ > 0, ela seja dada por

V(t) = ch(t) =£ {1 — (1 - ?) e—t/TR] . (19)

O tempo AT’ de carregamento pode ser calculado fa-
zendo V(T') = V', que é o valor para o qual a lampada
acende
AT’ = TR In (::::_1‘;1/) = k/TR, (20)

onde k¥’ é uma constante pois depende unicamente de
parametros nominais dos elementos do circuito.

Descarga do capacitor. Quando V = V' a lam-
pada se acende por conduzir corrente elétrica, curto-
circuitando o capacitor e provocando a sua descarga.
Como a resisténcia da lampada r é tipicamente muito
baixa comparada & do resistor (r < R), podemos su-
por que a fonte de tensao permanece em circuito aberto
durante a descarga do capacitor (£ =~ 0). Nesse caso,
como a corrente no resistor ¢ + ¢¢ é praticamente zero,
temos que a corrente na lampada é aproximadamente
i = —i¢c. Aplicando novamente a lei de Kirchoff te-
mos, para a carga nas placas do capacitor, a seguinte
equagao diferencial

qu 1

— 4+ —qgc = 21
TdtJquc 0 (21)
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cuja solugao é [E3]
qo(t) = qo(t = 0)e= 4/, (22)

onde 7, = rC é a constante de tempo relativa ape-
nas a resisténcia da lampada de neénio. Nessa dedugao
supusemos implicitamente que r é constante. Essa su-
posicao, porém, embora admissivel para um resistor,
pode ser uma aproximacao muito grosseira para um
tubo de descarga elétrica. No entanto, o fizemos aqui
com o objetivo de simplificar o tratamento matematico
e enfatizar os principios fisicos envolvidos.

A tensao entre as placas do capacitor, enquanto
V' <V <V, é dada por

V(t) = Ve =T/ (23)

e o tempo de descarga A” pode ser estimado fazendo
V(T) = V1, que é o valor para a extin¢ao da descarga
na lampada. Obtem-se

V/
AT" = 7. 1n <) =k'r, (24)
\%1
onde k” é uma outra constante. O perfodo das os-
cilagoes do circuito é dado, pois, por

T=AT +AT" = (K R+ k'r)C. (25)

3.2. Oscilagoes de relaxagao no circuito

Vamos considerar o seguinte exemplo numérico: uma
fonte de tensao DC com forga eletromotriz £ = 90 V,
uma resistor de R = 1 M) e um capacitor de C' = 1 uF,
o que d& uma constante de tempo capacitiva para o cir-
cuito aberto (sem a lampada) de T = RC' = 1s. A
especificacao dos parametros para a lampada de neonio,
por outro lado, é uma tarefa mais dificil, pois a mesma
é um elemento resistivo nao-linear, ou seja, a relagao
tensao-corrente nao € linear como num resistor conven-
cional.

V(v)

curva |
caracteristica

reta de carga
i (MA)

iD iciB €R i

Figura 6 - Figura esquemdtica da curva caracteristica e da reta
de carga para uma lampada de neénio, indicando seu ponto de
operagao e sua resisténcia interna média.

A Fig. B mostra a curva caracteristica (tensao wvs.
corrente) de um tubo simples de neénio, para o qual es-
colhemos como tensoes de ignicao e extingao os valores
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V' =80 Ve Vi = 40 V, respectivamente, correspon-
dendo aos pontos A e B. A resisténcia da lampada,
sendo igual a inclinacao local da curva caracteristica
(ou seja, a derivada dV/di), serd em geral diferente para
cada valor da corrente usada no circuito. No entanto,
nos trabalhamos apenas com o trecho da curva situado
entre os pontos A e B, para a obtencao de oscilagoes de
relaxacdo. A reta de carga correspondente a esse cir-
cuito poderd ser tragada unindo a ordenada & = 90 V
(fem da fonte de tensdo DC) ao ponto A. A interse¢ao
da reta de carga com a curva caracteristica é o ponto
de operacao P do circuito. A equagao da reta de carga

3

’ V(i) =E - ri, (26)

onde r é a resisténcia interna média da lampada no
trecho compreendido entre os pontos A e B. Uma es-
timativa (um tanto grosseira, mas aceitdvel para este
exemplo numérico) do seu valor pode ser feita tomando
o intervalo AB como um todo

AV V-1 40

r — = =

Ai Ad 4 x 10

— =10kQ,  (27)

o que fornece uma segunda constante de tempo capaci-
tiva de 7. = rC = 0,01 s.

As duragoes dos trechos correspondentes ao carre-
gamento do capacitor e sua descarga sao dadas pelas
Eqgs. (ED) e (24) como

_4
¥ = 1n (;’8_88) —1,609,= AT = 1,609 s, (28)

80
K" =1n <40) =1,386,= AT"” =0,01386 s, (29)
o que identifica imediatamente as duas escalas de
tempo: lenta (T") e rapida (T” ~ 0,00867), de modo
que o periodo total

T=AT +AT" =1,623 s, (30)

é tao proximo de AT, que este tltimo pode ser tomado
como uma boa aproximacao para o periodo T das os-
cilacoes de relaxacao da lampada de neobnio, tal qual
fizemos no vaso de tantalo, alids.

Os graficos da tensao nos terminais da lampada e da
corrente pela mesma sao mostrados na Fig. @M. Durante
o intervalo de carregamento do capacitor 0 < ¢t < AT’
a tensao na lampada evolui desde 40 V até o ponto de
ignigdo da lampada (80 V), e esta permanece apagada
(sem corrente). Atingido o ponto de igni¢ao a lampada
se descarrega rapidamente, provocando um pico de cor-
rente, e fazendo a tensao nos seus terminais diminuir até
o valor de extingao, apds o que a lampada se apaga e o
processo recomega. A duragao da descarga da lampada
é tao pequena que praticamente nao se distingue a nao-
linearidade presente, o que também ocorre na corrente
pela lampada, que é nula praticamente todo o tempo,
com excegao dos picos (de duragdo AT") para os quais
a corrente nao é zero.
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Figura 7 - (a) Tens&o nos terminais da lampada de neénio, e (b)
corrente na lampada de neodnio.

4. Oscilagoes pendulares e de relaxagao

Vamos inicialmente comparar os dois exemplos de os-
cilagoes de relaxacao vistos nas secoes anteriores: o
vaso de Tantalo (hidrdulico) e o circuito com lampada
(elétrico), para abstrair algumas das propriedades co-
muns a todas as oscilagoes de relaxagao. Podemos con-
siderar a pressdo da dgua p(h(t)) no vaso de Téantalo
como sendo o andlogo na tensdo V(t) nos terminais
da lampada de nednio, assim como o fluxo d’agua pelo
sifao tem um comportamento semelhante ao da inten-
sidade de corrente no circuito. A caracteristica essen-
cial do vaso de Tantalo é a existéncia de um sifao ope-
rando em duas alturas diferentes (em relacao a saida
do sifao): o nivel méximo hyer = ha + hp e o nivel
minimo h,,;, = hp. Ja no circuito elétrico é essen-
cial a existéncia das tensoes de igni¢ao V' e de extingao
V1 da lampada de nebnio. Em ambos os casos a am-
plitude das oscilagoes de relaxacao é fixada por esses
niveis maximo e minimo, que sdo parametros carac-
teristicos do sistema e nao podem ser facilmente altera-
dos, uma, vez que referem-se a propriedades do aparato
utilizado. Por exemplo, para alterarmos as tensoes V' e
V1 terfamos que trocar a propria lampada usada no ex-
perimento; ao passo que no vaso sifonado terfamos que
mudar o tubo de lugar ou mesmo troca-lo por outro de
diferentes proporgoes.

Ja o periodo nas oscilagoes de relaxacao é arbitrario.
No vaso de Tantalo ele é dado aproximadamente por (B)
como Sh4/Q, onde S é a drea da segao reta do vaso, h
a altura maxima e () a vazao da torneira. Enquanto as
duas primeiras sao de dificil variacao, a vazao na tor-
neira ¢ relativamente facil de ser alterada. Dessa forma
o periodo das oscilagoes do nivel d’agua pode ser ajus-
tado de maneira razoavelmente arbitraria. Na verdade
a vazao da torneira nao é tao arbitraria assim: se for
muito grande o sifao nao é capaz de escorvar a agua
de forma rapida o suficiente para manter oscilagoes, e o
sifao operaria continuamente como uma tubulacao con-
vencional.

Da mesma forma, o periodo das oscilagoes do cir-
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cuito elétrico é dado aproximadamente por (EO) como

TrIn (S:&, )7 onde o termo no argumento do logaritmo
depende de caracteristicas da lampada e nao pode ser
facilmente alterado, como vimos. No entanto, a cons-
tante de tempo resistiva g = RC' pode ser facilmente
alterada usando tanto um resistor varidvel (reostato)
ou um capacitor varidvel (como o usado nos seletores

de frequéncia dos aparelhos de radio).

Além destas caracteristicas semelhantes, podemos
observar uma outra, bastante significativa: as oscilacoes
de relaxacao, embora envolvam processos fisicos ineren-
temente dissipativos nao sao amortecidas. No vaso de
Tantalo, por exemplo, o fluxo de dgua no sifao é influen-
ciado pela viscosidade da agua, que corresponde a uma
perda de energia mecanica devido ao “atrito interno” do
escoamento. Entretanto, as oscilagoes do nivel de agua
em si ndo sdo amortecidas, ja que ha uma fonte cons-
tante de energia atuando no sistema, no caso o fluxo de
agua que é continuamente fornecido pela torneira.

Da mesma forma, embora haja resisténcias elétricas
no circuito com a lampada de neonio, que levam a varias
formas de dissipacao de energia potencial elétrica, as
oscilagoes da tensao nos terminais da lampada nao sao
amortecidas, gracas a tensao fornecida continuamente
pela bateria. Logo, nao faz sentido pensar em oscilacoes
de relaxacao nao-amortecidas ou nao-forgadas: toda os-
cilacao de relaxagao sé existe pois ha tanto uma fonte
de energia constante (fluxo de 4gua da torneira, tensao
proveniente da bateria) como um sumidouro de energia
(viscosidade da dgua, resisténcia elétrica). As oscilagoes
de relaxacao estacionarias, na verdade, aparecem de-
vido a uma espécie de equilibrio dinamico entre essas
duas tendéncias conflitantes.

Estamos mais acostumados a ver oscilagoes do tipo
pendular, cujo protétipo mecanico é, naturalmente, o
péndulo simples: uma particula de massa m suspensa
por um fio inextensivel e leve de comprimento ¢. Des-
prezamos tanto o atrito viscoso da particula com o ar
como o atrito sobre o fio no ponto de suspensdao. O
angulo entre o fio e a vertical é denotada por 6, e po-
demos denotar a amplitude das oscilagoes por 6y. Se
esta ultima for suficientemente pequena, sabemos que
o periodo das oscilagoes do péndulo é dado, aproxima-
damente, por

¢
To = 2my [ - 31
0 g (31)

Na aproximagao de pequenas oscilagoes, o péndulo é
formalmente semelhante ao sistema massa-mola, que é
o paradigma de osciladores harmonicos. Nesse sistema
a frequéncia “natural” das oscilagoes é dada por \/k/m,
onde m é a massa e k a constante elastica da mola. Ja a
amplitude das oscilagoes é determinada pela distensao
maxima da mola, e normalmente é uma das condigoes
iniciais do problema.
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Um outro exemplo de oscilagao pendular € o circuito
LC, consistindo de uma bobina (indutor) e um capa-
citor associados em série com uma bateria (Fig. B), a
qual pode ser ligada ou desligada ao circuito por meio
de uma chave K. A capacitancia e a indutancia sao
denotadas, respectivamente, por C e L, enquanto £ é a
forca eletromotriz fornecida pela bateria. Inicialmente
posicionamos a chave na posi¢ao A indicada na Fig. B
e aguardamos até que as placas do capacitor estejam
totalmente carregadas com uma carga QQ = CE. De-
pois colocamos a chave K na posicao B, desconectando
a bateria do circuito, e monitoramos a tensao V entre
as placas do capacitor.

As placas do capacitor, em se descarregando com
0 tempo, geram uma corrente elétrica que passa pela
bobina, tal que a energia elétrica é convertida em
magnética e vice-versa, de modo que a tensao en-
tre as placas do capacitor oscila harmonicamente com
frequéncia angular [23]

w= L, (32)
VLC
e o periodo das oscilagoes, tanto da carga ¢(t) do capa-
citor como da corrente i(t) na bobina, é dado por

2
T = g = 21VIC, (33)

onde estamos desprezando as perdas de energia devido
a resisténcia elétrica dos fios e outras causas (como uma
possivel histerese no nicleo ferromagnético do indutor).
Por que as oscilagoes do circuito LC sao pendula-
res? Pois a amplitude das oscilagoes é determinada pela
carga inicial do capacitor ¢(0), a qual é facilmente va-
riada, pois depende essencialmente de quanto tempo
mantemos a chave K ligada: se esta ficar muito tempo
ligada, ¢(0) = C&, mas pode ser em principio qualquer
valor menor que isto. Essa situacao é andloga a liber-
dade que temos de dar uma amplitude arbitraria ao
péndulo. Em geral, nas oscilagoes pendulares a ampli-
tude € facilmente alterada, enquanto nas oscilagoes de
relaxacao ela é praticamente fiza durante a realizagao
de um experimento, pela dificuldade em ser alterada.
Ja o periodo das oscilagoes, tanto do péndulo como
do circuito LC, sao fungoes de parametros dificeis de
serem alterados. No primeiro caso, teriamos que au-
mentar ou diminuir o comprimento ¢ do fio (ou levar
o péndulo - e o resto do aparato - para um lugar onde
a aceleracdo da gravidade fosse significativamente dife-
rente!). No circuito, terfamos que alterar a capacitancia
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(mais facil) ou a induténcia (mais dificil, implicando em
colocar um ntcleo ferromagnético no interior da bobina,
por exemplo). De modo geral, nas oscilagées pendulares
o periodo € fizo, enquanto para oscilacdes de relazacdo
ele € mais facilmente variado.

Outra diferenca essencial consiste em que, nessa dis-
cussao que fizemos das oscilagoes pendulares, tivemos
de deixar claras as hipoteses de que nao havia per-
das de energia (dissipagdo) e fontes de energia. Dito
de outra forma, oscilacbes pendulares estacionarias sé
sao possiveis na auséncia de dissipagao, ou quando a
dissipagao é compensada por uma fonte de energia.
Entao faz sentido, para as oscilagoes pendulares, a clas-
sificacao usual entre oscilagoes livres, amortecidas, e
forgadas; ao passo que, nas oscilagoes de relaxacao, essa
distingao deixa de ter significado.

Com tantas diferengas entre oscilagoes pendulares e
de relaxacao, pode parecer que uma nada tem a haver
com outra. No entanto, ha sistemas fisicos que apresen-
tam, como situacoes-limite, tanto oscilacoes pendulares
como de relaxacao. O exemplo mais importante dessa
classe de sistemas é a famosa equagao de van der Pol,
que serd o objeto da secao VI.

5. O efeito de uma perturbacao perio-
dica

Além das diferengas vistas na se¢io anterior, outra dis-
tingao importante entre oscilagoes pendulares e de re-
laxagao diz respeito a seu comportamento ante uma
perturbagio externa (ou “forgamento”) periédico no
tempo. Essa perturbacao deve necessariamente atuar
sobre um dos fatores que influem sobre o periodo de
uma oscilagao de relaxagao.

W

Ah,
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AL

X0

Figura 9 - Detalhe do sifao de um vaso de Téantalo onde o nivel
méaximo d’4dgua varia periodicamente com o tempo.

Vamos, inicialmente, considerar esse tipo de per-
turbagao no vaso de Tantalo. Podemos imaginar uma
perturbacao externa alterando periodicamente o nivel
méaximo do sifao, o que é possivel adaptando um “trom-
bone” a parte superior do sifao, que oscila tal que o nivel
méximo seja dado por hy(t) = hag — Ahsin(27t/Tp),
onde Tj é o periodo e Ah 4 é a amplitude das oscilacoes
do “trombone” (Fig. B). Desta forma o nivel maximo
do sifao oscila entre o valor minimo ha1 = hag — Ahg
e 0 maximo hag = hag + Ahg.
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Vimos anteriormente que, para um nivel méaximo do
sifao fixo h 4, o periodo das oscilagoes do nivel d’agua é
dado por AT = Sh4/@Q. De forma semelhante, vamos
designar por ATy e AT5, respectivamente, os periodos
correspondentes aos niveis minimo h 1 € Maximo h4o.
Como o periodo depende essencialmente da altura do
nivel d’dgua no vaso, se este varia é natural que o
periodo também se ajuste a essa variagao.

Como um exemplo, suponhamos que o periodo AT
seja um pouco superior a 47, [d]. No instante inicial o
nivel méximo do sifdo estd na posigdo ha(0) = hag, €
nos instantes logo a seguir o nivel méximo esta descendo
(ha(t) < hao), e o sifao estd escorvando o vaso. Apos
um intervalo de tempo t = 47, temos praticamente
um periodo da perturbagao externa: o nivel maximo
do sifao estard novamente em h4¢ em movimento des-
cendente, mas ainda nao estard cheio. Quando estiver
cheio e se escorvar, o nivel méaximo serd um pouco infe-
rior a h49. Logo, para chegar a um novo preenchimento
do sifao e realizar a terceira escorvagem, o tempo ne-
cessario serd um pouco menor que AT. Como AT foi
suposto um pouco maior que 47, o tempo necessario
para a terceira escorvagem sera mais préoximo de 47y,
ou seja, o periodo da oscilacao tende a se ajustar natu-
ralmente a 47j.

No exemplo do circuito com a lampada de neoénio,
podemos substituir a fonte de tensdo continua (bateria
de fem constante £) por um gerador de tensao alter-
nada & = & + A&sin(2nt/Ty), onde Ty é o periodo
e AE é a amplitude das oscilagoes da tensdo, com
um viés &. Vimos que o periodo das oscilacoes de
tensao na lampada é dado, com boa aproximacgao, por
AT = RCIn[(€ —V1)(€ = V")]. Logo, o periodo mu-
dara conforme os valores instantaneos da fem do gera-
dor, com valores extremos ATy e ATs correspondendo,
respectivamente, aos niveis minimo &,,;, = & — A€ e
mAaximo Eee = Eo + AE.

Como ilustracao, seja o periodo da oscilacao da
tensao na lampada igual a um valor um pouco me-
nor que 37y, onde Ty é o periodo da fem externa al-
ternada. Com o tempo, o periodo ird ajustar-se de
forma espontanea ao valor 37y. De forma geral, po-
demos dizer que, caso o periodo da oscilacao de re-
laxagdo seja prézimo (mas nao igual) a um mailtiplo
inteiro n = 1,2,3,... do periodo da perturbacdo ex-
terna, o periodo da oscilagcao ajustar-se-d espontanea
e exatamente a nly.

A situagao que descrevemos acima é radicalmente
diferente em oscilacoes pendulares. Nelas, ¢é a
frequéncia, e nao o periodo, das oscilacoes que ajusta-
se a frequéncia da perturbacao externa periédica. Por
exemplo, consideremos um sistema massa-mola, cuja
frequéncia de oscilagbes naturais é wg = \/k/m, onde
k é a constante eldstica da mola e m é a massa. Vamos
considerar ainda uma forca externa horizontal agindo
sobre o sistema, variando periodicamente com o tempo
na forma F' = Fysin(Qt). Sabemos que a resposta do
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sistema a essa perturbacao é tal que a frequéncia das
oscilagoes pendulares w ajusta ao valor da frequéncia de
excitagdo 2 ou a um dos seus harménicos (multiplos)
n(Q, onde n é um inteiro positivo [@].

Como a frequéncia é o inverso do perfodo (w =
27 /T), isso significa que o perfodo da oscilagdo pen-
dular se ajusta a um sub-maultiplo do periodo da forca
externa. Por exemplo, suponha que o periodo da os-
cilagao do sistema massa-mola seja To = 27 /wp, e que
o perfodo da forga externa seja T = Ty/n, onde n é
um inteiro positivo ndo-nulo. A interacao da forca ex-
terna peridédica com o oscilador leva a um movimento
peridédico cujo periodo é o do mais lento. Em geral, o
periodo do movimento resultante é o menor multiplo co-
mum dos perfodos dos movimentos componentes, Tp/m
e To/n [@].

6. Conclusoes

Oscilagoes de relaxacao ocorrem em varios sistemas
fisicos e bioldgicos importantes, e caracterizam-se por
terem uma amplitude fixa, ou dificil de ser alterada; ao
passo que seu periodo é mais flexivel e pode ser facil-
mente alterado. Nas oscilagoes de relaxacao ha sempre
duas escalas de tempo que, adicionadas, compoem o
periodo da oscilagao: uma escala “lenta” e uma escala
“rapida”. Por esse motivo, as oscilagoes de relaxacao
nao podem ser caracterizadas por um tnico harmonico,
ou modo de Fourier. Nas oscilagoes pendulares, mais
familiares a estudantes e profissionais em fisica, a am-
plitude é mais facilmente variavel, enquanto o periodo é
praticamente fixo, e consiste de uma escala de tempo, o
que permite sua representa¢do por um pequeno nimero
de modos, ou harmonicos.

Devido a existéncia de mecanismos de injecao e dis-
sipacao de energia, que compensam-se mutuamente, as
oscilagoes de relaxacao nao sao amortecidas, no sen-
tido que damos habitualmente as oscilagoes pendulares.
Por outro lado, as oscilacoes de relaxacao respondem
de forma diversa a um forgamento externo harmonico:
caso o periodo da oscilagao de relaxagao seja préximo
(mas néo igual) a um multiplo inteiro do periodo do
forgamento externo, o periodo da oscilagao ajustar-se-a
a esse valor multiplo. Por outro lado, nas oscilacoes
pendulares é a frequéncia que se ajusta a frequéncia
do forcamento externo (ressonancia). Neste trabalho
procuramos motivar o interesse pelas oscilagoes de re-
laxagao, apresentando em detalhes dois exemplos fisicos
na mecanica (vaso de Téntalo) e na eletricidade (cir-
cuito com lampada de nebnio).
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