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A teoria quantica de campos tem se apresentado como uma ferramenta importante em estudos recentes de
diferentes areas da fisica, tais como a teoria de particulas e nuclear, cosmologia, teoria de matéria condensada,
fisica de altas energias, fisica estatistica e fenémenos criticos. Neste artigo mostramos, de modo didatico e pe-
dagdgico, algumas caracteristicas de um sistema de férmions interagindo com um campo de calibre em (2 + 1)
dimensoes. O efeito mais interessante é a inducao do termo de Chern-Simons neste sistema a partir da teoria
perturbativa. Argumentamos que este procedimento, apesar de utilizar métodos de teoria quantica de campos,
pode ser abordado por alunos de graduacao em fisica nos cursos que discutem temas de relatividade restrita e
teoria quantica.

Palavras-chave: teoria quantica de campos, eletrodindmica quantica, termo de Chern-Simons, sistemas plana-
res.

Quantum field theory has been used as an important tool in recent studies of different areas of physics, such
as particle and nuclear theory, cosmology, condensed matter theory, high energy physics, statistical physics and
critical phenomena. In this article, we show, in a didactic and pedagogical manner, some characteristics of a
fermion system interacting with a gauge field in (2 + 1) dimensions. The more interesting effect is the induction
of the Chern-Simons-like term in this system from the perturbative theory. We argue that this procedure, despite
using methods of quantum field theory, may be approached by undergraduate students in physics courses that
discuss topics of special relativity and quantum theory.

Keywords: quantum field theory, quantum electrodynamics, Chern-Simons term, planar systems .

1. Introducao

A teoria quantica de campos é um referencial tedrico
que agrega os conceitos de relatividade restrita e
mecanica quantica. Em seu formalismo, as particulas
sao descritas como excitagoes localizadas de um campo
imerso no espago-tempo. E comum em uma abordagem
inicial o estudante quantizar um canal (corda) linear
com um numero finito de particulas oscilando harmo-
nicamente e obter a lagrangiana desse sistema e outras
grandezas que dela podem ser derivadas. Por exemplo,
se o sistema for tratado quanticamente, essas particulas
podem ser pensadas em seu limite do discreto tendendo
ao continuo e se obtém a ideia do campo classico. Este
tépico é abordado, por exemplo, em Sakurai [1] e Le-
mos [2]. Assim, o principal objetivo da teoria quantica
de campos é fornecer métodos de quantizacao para que
se possa entender o comportamento desses campos.

1E-mail: ddeoliveira@physics.unh.edu.

.

E marcante o fato de que tais assuntos nao sejam
introduzidos nos cursos de graduagao em fisica mesmo
em niveis elementares. O formalismo de quadriveto-
res e tensores é abordado nos cursos de Relatividade
Restrita, mas o tépico teoria classica de campos, por
exemplo, nao é geralmente discutido. E possivel en-
contrar na literatura recente, dirigida a estudantes de
graduacao, alguns livros que tém se preocupado com a
importancia do tema. Exemplos sao Lemos [2] e Bas-
salo [3] (os estudantes mais avancados sao encorajados
a consultar as Refs. [4] e [5]). Na opiniao do autor deste
artigo, existe um grande hiato em relacao a este topico
quando o estudante faz a transicao da graduacao a pos:
na graduac@o, nao existe uma disciplina (nem mesmo
optativa) que aborda o tema, enquanto que, na pés-
graduagao, o tema ¢ tratado rapidamente em vias de
revisao, uma vez que se entende que o aluno ja tenha
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tido contato com conceitos da teoria cldssica de cam-
pos, tais como a invariancia de Lorentz e o teorema de
Noether, este ultimo relacionado a simetrias internas.
A Ref. [2] aborda estes tépicos de maneira satisfatéria
a estudantes em vias de graduagdao. A contemplagao
deste tema por parte desses estudantes é importante
para a sequéncia de seus estudos académicos, mesmo
para aqueles que nao seguirao propriamente a carreira
de teoria quantica de campos. A justificativa reside
no fato de que esta teoria tem aplicabilidade em outras
areas de especializagao da fisica, quer seja tedrica ou ex-
perimental. Um exemplo é a teoria de Mazwell-Chern-
Simons, proposta no inicio da década de 80 por Deser
e cols. [6]. Esta teoria tem aplicabilidade a fenémenos
planares (duas dimensoes espaciais e uma temporal) da
fisica de matéria condensada, com grande destaque na
literatura aos supercondutores e ao efeito Hall quantico
fraciondrio [7]. O célculo do termo induzido de Chern-
Simons é o tema central deste trabalho.

Neste artigo, serd mostrado que é possivel abordar
a teoria quantica de campos em um curso de graduagao
em fisica. A motivacdo é o campo de Chern-Simons,
aqui representado por A,. A secdo 2 traz as notagoes
e algumas convengoes e regras utilizadas neste traba-
lho. Na secao 3, sao apresentadas as principais carac-
teristicas deste campo, além de algumas de suas pro-
priedades que sao diferentes daquelas do eletromagne-
tismo usual. O propagador das particulas que compoem
o campo de Chern-Simons ¢é obtido na secao 4. E mos-
trado que, mesmo partindo de uma lagrangiana que nao
contém o termo de Chern-Simons, é possivel obté-lo uti-
lizando teoria perturbativa. Isso é feito na secdao 5. A
secao 4 apresenta a conclusao. O artigo se encerra com
dois apéndices técnicos uteis aos cdlculos aqui realiza-
dos.

2. Notacoes, convencoes e matrizes de
Dirac em (241)D

Unidades. Utilizamos o sistema natural de unidades:
I = c =1 (consulte a Ref. [5] para discussoes sobre as
implicagoes fisicas deste sistema de unidades).

Indices. No espaco fisico planar, os indices em
grego assumem os valores y = 0,1,2 e as letras la-
tinas ¢ e j sao reservadas as partes espaciais do ve-
tor. A métrica utilizada tem a assinatura ¢g" =
diag(l,—1,—1). Portanto, sendo ¢, e d, dois “triveto-
res” quaisquer, utilizamos a regra de soma de Einstein

2
Z cudt = cpdt = cod®—c1d' —ead? = cod®—c-d. (1)
pn=0

Matrizes de Dirac. Nesta dimensao, a matriz
identidade e as matrizes de Dirac escolhidas sao
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A notagao trp indica que os tragos sao calculados
sobre as matrizes v de Dirac. As mesmas tém as se-
guintes propriedades: trp[I] =2 e trp[y*] = 0. Entao,
sao Tteis as seguintes relacoes

{7} = 29",
Y ==,
trp[y*+"] = 29",
trp[y*y" "] = 2ietvP.
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A identidade (6) apresenta o tensor completamente
antissimétrico e**?, também conhecido por simbolo de
Levi-Civita. Este tensor tem as seguintes propriedades:
€912 = g5 = 1. Este tensor assume os valores +1 para
permutagoes pares e —1 para permutacgoes impares de
seus indices.

Na equagao de Dirac, as matrizes v aparecem fre-
quentemente contraidas com quadrivetores (em nosso
caso, apenas trés dimensoes). Assim, é comum utilizar
a notacao slash A = A,~*, idealizada por Feynman.
Isso satisfaz 4% = A? e, em particular

(F+m)(#—m)=p* —m*. (7)

Trasformada de Fourier.
Fourier de uma funcao f#(x) é

3
i) = / %f”(iﬂ)e‘i’”- ®)

A transformada de

A transformada inversa de Fourier da funcao f#(z)
é dada por

fr (k) = / @ () e (9)

A acdo da derivada 0, sobre a Eq. (8) é assim re-
presentada

3
0,0"@) = [ ik e )

Em particular, a delta de Dirac em 3D é

3
5(3)(33) — / (;lwl;; o tke (11)

Regras de Feynman. Para cada linha interna do
férmion no gréfico de Feynman [8], asociamos o seguinte
propagador representado na Fig. 1.

i

b

\

Figura 1 - Representacao grafica do propagador do férmion.
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No caso do vértice, a linha ondulada representa um
féton, como mostra a Fig. 2.

= —ieyH

Figura 2 - Regra de Feynman para o vértice.

3. A eletrodinamica de Chern-Simons

Como é bem conhecido, a teoria de calibre (gauge) de
Maxwell usual é descrita a partir de um campo vetorial
fundamental A, através da lagrangiana 2

1

Lor = =7 P = A", (12)

onde
P = gFAY — 9V AH (13)

é o tensor antissimétrico do campo eletromagnético e
J" = (p,J) é a corrente de matéria. Esta lagrangiana
é invariante frente as transformacoes de calibre

Ay — A+ 0,A . (14)

Ao se inserir a lagrangiana de Maxwell nas equagoes
de Euler-Lagrange [9]

oL oL

Ou D(OrAY) — DAV’

(15)
obtém-se as equacgoes de movimento ou equagoes de
Mazwell

O FH = Jv. (16)

Essas equacoes também sao invariantes frente a
mesma transformagao da Eq. (14). Devido a antis-
simetria de F'*, a corrente de matéria se conserva, ou
seja,

o,J” =0. (17)

Na teoria eletromagnética de Maxwell convencional,
o tensor F),,, ¢ uma matriz quadrada antissimétrica de
ordem 4 x 4. O numero de campos nesta teoria é dado
por %D(D —1) que, em quatro dimensdes, corresponde
a trés campos elétricos e trés campos magnéticos. No
entanto, esta teoria pode ser definida em qualquer di-
mensao, se os indices do campo de calibre A, variam
de p=0,1,2,...,D—1, onde D é a dimensao escolhida.

No caso particular de sistemas planares, o campo
magnético é dado por B = € 9; A;, ou seja, este campo
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é um escalar. Isso acontece porque nesta teoria o poten-
cial vetor é bidimensional, e o rotacional de um vetor
em duas dimensoes resulta em um escalar. Ja o campo
elétrico é um vetor espacial de duas componentes. Por-
tanto, o niimero de campos eletromagnéticos em (2+1)
dimensoes ¢ trés, de acordo com a relagao acima.

Uma teoria que apresenta caracteristicas distintas
em relacao a teoria de Maxwell simplesmente reduzida
dimensionalmente é a teoria de Chern-Simons (CS),
cuja lagrangiana é dada por [6]

Log = ga””pAH&,AP — A", (18)

onde # é o parametro de CS, cujo significado fisico serd
discutido mais adiante. Com a transformacao de cali-
bre A, — A, + 0,A, a lagrangiana (18) varia apenas
por uma divergeéncia

Lcs — Los+0, (gEHVpauApA) , (19)

mas a acgao
Fos = /dgx Lcs (20)

permanece invariante, pois os termos de superficie sao
desprezados.

As equagoes de movimento de CS sdo obtidas como
resultado da acao das equacoes de Euler-Lagrange na
lagrangiana (18)

9 v
Jt = e F,,, (21)

que também gozam da liberdade de calibre represen-
tada acima. Também é possivel observar que a cor-
rente se conserva devido a verificacao da identidade de
Bianchi

e"PoF,,=0. (22)

Como F* é uma matriz antissimétrica e o campo
magnético é um escalar, sua reprsentagao matricial [2]

7

e

0 —-E, —E,
= E 0 -B |. (23)
E, B 0

A teoria de CS pura apresenta caracteristicas in-
teressantes. As equagoes de Euler-Lagrange para esta
teoria, em termos das densidades de carga e corrente,
sao denominadas equacgoes de Chern-Simons

p = 0B, (24)
J' = 09E;. (25)
A primeira indica que a densidade de carga é lo-

calmente proporcional ao campo magnético, cuja cons-
tante de proporcionalidade é o pardmetro de CS. Assim,

2Em teoria quantica de campos, em geral, os campos sdo locais. E conveniente assim definir uma fungdo £, denominada densidade
de lagrangiana, onde L = fd?’mﬁ((;ﬁ, Ou¢) . Portanto, a terminologia lagrangiana se refere simplesmente & densidade de lagrangiana. Ha

uma discussdo detalhada desse assunto na Ref. [10].
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o efeito produzido por este termo na teoria de CS pura é
anexar fluxo magnético a carga elétrica (tais particulas
sao denominadas dnions). J& a segunda relagdo diz
que o campo elétrico é proporcional a corrente, cuja
constante de proporcionalidade também é 6. Estes efei-
tos estao em contraste com a teoria eletromagnética de
Maxwell usual.

4. O propagador de Maxwell-Chern-
Simons

A lagrangiana desta teoria é descrita pelo acoplamento
dos campos de Maxwell e CS (MCS) [7]

1 0
Lucs = =3 Fu F" + 5e"P4,0,4,. (26)

Utilizando a definigao (13) para o tensor do campo
eletromagnético e sua propriedade de antissimetria, po-
demos escrever

F,, F" (Ou A, — 0, A,) (0" A — 0" AM)

= 200,4,0" A" — 0, A"0,A").

A partir da Eq. (20), a agao é calculada através de
uma integral por partes

r— % / B [A,OAY — AR08, A7 + z,,, AFOP AY]

- % / A3z 0, (A,0"AY) — % / Bz 0, (APD,AY).

(27)

Os dois termos da segunda linha da Eq. (27) s@o
negligenciados devido ao teorema de Gauss e 0 =
0?/0t? — V2 é o operador de D’Alembert.

A liberdade de calibre mostrada na Eq. (14) gera
um problema quando se tenta obter o propagador dos
fétons de Maxwell: ele simplesmente nao existe (para
uma, discussao detalhada desse fato, consulte a Ref.
[12]). Para quebrar essa invariancia, é comum modifi-
car a lagrangiana adicionando-se um termo denominado
termo de fizagao de calibre. E por isso que a teoria de
Maxwell é denominada teoria de calibre. Este termo
usualmente é definido por

- 5042, (29)

onde A\ é uma constante arbitraria.

Portanto, a acao desta teoria, em (2+1) dimensoes,
apés uma nova integragao por partes no termo de
fixacao de calibre, agora ¢é escrita na forma

1
= 3 /d3:1: A* [Oguy — 0,0y + 0e,,,,0°+

A9,0,) A” . (29)

Oliveira

O termo entre colchetes é o nicleo da agao e o pro-
pagador de Feynman é uma fungao de Green. Assim, o
mesmo pode ser calculado através da identidade

(—0gur + 0,0, — 0,0 — X0,0,) A (x —y) =
i65.6® (z — y) . (30)
Com o propagador escrito em termos de sua trans-
formada de Fourier
v dgk v —ik-(z—vy)
Allf" (LL' _y) = / (27T)3APFL‘ (k)e Y ’

observa-se que

v LNV
O, Al (x—y)z/(%)gwg (k) (—iky,)e™ =)

e da Eq. (30) se obtém a expressao

(=K guv + kuky — i02,,k” — Mk k) A% (k) = i65, .
(31)
Para o calculo da Eq. (31), serd utilizado o ansatz
geral

AP (k) = Ag”? + BEYE? 4+ Ce¥ Tk, . (32)
Assim

— AK*67 — BE*kuk” — Ck*gpue” ke + Ak, k+
+ Bk*k,k? + Ce" Tk kykr — iA02,,9" kP +
— 1802, k" K kT — iCOE 1 pe” Tk ki — ANk, KT+
— BNk K — CAe""T ki ke = i85, . (33)

A identidade abaixo é 1util para o termo com dois
tensores antissimétricos na expressao acima

Epvpe ’T = —0,0, + 070, - (34)
Este termo fica
—iCOe,pe” Tk kr = —iCO(—=6;0, + 670, )k k-
= iCG(kQ(SZ —ku k7). (35)
Assim, é possivel identificar um sistema de trés

equacoes com trés incégnitas A, B e C de acordo com a
forma do tensor

[—AK? +iCOK*)55, = i07,
[A(1 = \) — BAE? — iCOlk,k” =0
(—iA0 — Ckz)gws”‘”kT =0.

As solugoes do sistema sao

1

A = T2 _p2
7 11
5= mm—e
0
C —
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Portanto, de acordo com a Eq. (32) e os resultados
acima, o propagador do féton para a teoria de MCS em
(241) dimensdes é escrito da seguinte maneira

v igh” ikHkY
AR (k) = TRz 2 + k2(k2 —62)
OcHPk, 1 ikHEY

k2(k2—60%2) X k4 (36)

Nessa expressao para o propagador, de modo seme-
lhante ao que ocorre em campos massivos, é evidente
a existéncia de um pélo em 0 = V&2, que representa
uma massa. B por isso que essa teoria é denominada
teoria de calibre topologicamente massiva [6]. Também
¢é interessante observar que, para o caso de A\ — oo,
ocorre o calibre de Landau, que fornece a condicao de
transversalidade similar a do propagador do féton usual

kAR (k) = 0. (37)

5. Indugao de Chern-Simons em (241)
dimensoes

A teoria da eletrodinamica quantica possibilita o estudo
de sistemas que envolvem interagoes entre férmions e
um campo de calibre externo A,. No caso de um
espaco-tempo tridimensional, uma caracteristica inte-
ressante desses sistemas é que, mesmo ao se partir de
uma teoria de interagao de férmions de massa m com
um campo vetorial A, sem a presenca de um termo de
CS na dinamica deste campo, um termo deste tipo é
induzido por corregoes radiativas. Este termo induzido
serd calculado utilizando-se do formalismo de integrais
de trajetérias [11] para o campo de Dirac e expandindo
o resultado até termos de segunda ordem. Assim, a
lagrangiana que indica tal acoplamento é dada por [6]

L= —e A —m)p. (38)
A agao efetiva para este modelo dependente do

campo A,. Na aproximagao de um lago (loop) [13],
esta acao ¢é definida como se segue

eTes(A) = v / Dy D exp [z / Brp(id —e A —m)y
(39)
onde N ¢é uma constante de normalizacao.
Integrando sobre os campos de férmions *, obtemos

eTer(A) = N det (i — e A —m), (40)
ou seja
Tef(A) = —ilndet[id —e A —m)]
—iTr i@ —e A —m],  (41)

onde o termo constante foi negligenciado.

3309-5

A expressao acima é expandida ° para se obter

R D—ef-m
Lef[A,m| = —iTrln {(z@ —m) <W>}
. : . 1
= —iTrn(ip —m) —iTrln {1 — iﬁ—meA]
= —iTrIn(id —m) —I—iTTi% Laime A]n .

n=1
O primeiro termo da expressao acima € livre, ou

seja, nao tem cardter perturbativo porque A, = 0 [7].
Para n = 1 na expansao acima, temos que

(42)

Félf) =elr [z@ i - A] .
As contribuigoes da expressao (42) dao origem a ter-
mos do tipo tadpoles, que sao lineares em A, e sao diver-
gentes no ultravioleta por contagem de poténcias [13].
Como esses termos nao contribuem com a inducao de
CS, os mesmos serao desconsiderados nos calculos a se-
guir. Entretanto, seu grafico em primeira ordem no
campo de calibre é mostrado na Fig. 3.

Figura 3 - Diagrama de Feynman representando o tadpole.

Como estamos procurando pelo termo induzido de
CS, que é quadratico no campo de calibre, restringire-
mos nossa atengao somente ao termo bilinear. Entao,
temos que

F(2) ie? T 1 A 1 A (43)
=—Tr| ——A—— .
ef 2 W—m " ig—m

Para o céalculo do traco da agao acima, considere O
um operador que depende das matrizes de Dirac e dos
indices internos do grupo de Lie. Entao, seu traco total
Tr é definido por

TrOitrtrD/d3x<:zr|(9|x/> (44)

r=x'

Inserindo as relagoes de completeza ou fechamento
nos espagos das posicoes e momentos

3
/d3x|x><x|:1 , /(;IT’)}lpxpwl,

1px

(45)

sendo (z|p) = (plx)* = €'P*, assumindo-se a proprie-
dade de ciclicidade do trago, obtém-se

3No resultado do célculo de integrais gaussianas em varidveis ordinérias, o determinante surge no denominador. No entanto, em
gaussianas de varidveis anticomutantes (varidveis de Grassmann), o determinante aparece no numerador. Esta demonstragdo estd no
Apéndice A. Também hd um detalhe maior no formalismo matemadtico da dlgebra de férmions na Ref. [14].

40 Apéndice B contém a demonstracio desta identidade.

5 o "
"ln(l—x):—Z—.
n

n=1
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je? d? a3 1 1
r? — /d3 /d3/ p/ g
of y it [ e [y [ o5 [ o <x|ié9— —[p){p] A|y><y|ia_ —la){al Alz)
= —tr trD/de/dgy/ / ! Ay) ! A(gg)eim*ipyﬂqyfiqz
27)3 p—m d—m
_ —tr trp / B / BE / / g ($+m) A(g)Wf;L m)j‘(“?) Sir—0) (=)
(p? =m?)(¢*> —m?)
_ / d’k / p_(#+m) Ak)(p+ K +m) Ak)
2 0 @) @ (et k)P - mRp? —m?)
onde foi feita a mudanca de varidvel p — q — —k.
|
Os termos que aparecem no numerador da integral Com o uso da parametrizagao de Feynman
acima sao escritos explicitamente .
1
— = dz————— 48
ab /0 Z[az—l—b(l—z)]27 (48)

PAVA+ A KA+
mpAA+mAPA+mAFA+mE AL (46)

As integrais dos termos lineares no momento p na
expressao sao nulas por paridade. O tnico termo que
contribuird com nossos célculos é mA§A, uma vez que
é bilinear em A,. O termo m? A A contribuird com
uma parte diferente de zero, mas, apesar de ser bili-
near, nao vai fornecer a derivada que surge no termo de
CS. Assim, para nossos propésitos, a acao serd obtida
explicitamente de

FCS = —%mﬁ"p t’l”/ g;TI;?’ X
/ d’ A(=k) K AK)
(2m)* [(p + k)* = m?|(p* —m?)

(47)

d3k
ch = ——mtTD tT/d3 /d3 /
ie? A3k
= Zmtrptr | &z | &P
16m D 7"/ x/ y/ (27)3 Aly)

onde a = (k+p)2—m? e b = p?—m?, é possivel escrever

(k+ )22 — m2s + (97 — m?)(1 — 2) =
=k 4+ p?2+2(k-p)z —m*z +p> —m? —pPz+m?z
= k2 4+ k222 4+ 2(k-p)z +p? — k222 —m?
=(p+k2)? +E%2(1 —2) —m?*. (49)
Com a mudanga de varidvel p — p — kz, e consi-
derando o parametro p? = m? — k?z(1 — 2), a integral

no momento p regularizada dimensionalmente [13] serd
utilizada logo adiante

d3p 1 i
/@ﬂ%ﬁ—ﬂﬂ‘smw (50)

Escrevendo os campos de CS no espago das posicoes,
a partir da Eq. (47), temos que |

—ikx+ik d3p 1
Aw) KA [
[ d
T _Zefik(x*y)
D Alx) |u|

= mmtrtTD/dg /dSyA We A(x)g(z —vy), (51)

onde 6

k1
ga:—y:2/ — arcsin
=V =2 ] Gy

1

— arcsin |:
||

d
6Integral [15] sobre o pardmetro z: /‘—Z‘ =-
1

(22 — 1)| k|
Vam?2 — k2

|k| ) e—ik(;ﬂ—y) )

vVam?2 — k2

}, p2=m?—k%2(1-2).
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Para que o termo local de CS induzido na agao
acima possa ser extraido, o integrando de g(z — y) é
expandido em torno de k& — 0. Assim

oz —y) = ﬁa% ). (52)

Com este resultado na Eq. (51), obtém-se

Tl y©y v .
cs 16 |m| D Y 1 P

Portanto, a agao induzida é

2

241)D e m v
F(CS ) = —gmt’f’/dgwg'u pAHauAp' (54)

Este resultado ¢ a contribuicao bilinear (abeliana)
no campo de calibre encontrada na Ref. [7], e calculos
mais detalhados sao descritos na Ref. [16]. A Fig. 4
mostra o grafico de Feynman utilizado no célculo do
termo induzido de Chern-Simons. A Eq. (54) indica
que a interacao de férmions com um campo de calibre
formulado em (2+41) dimensoes gera um termo seme-
lhante ao de Chern-Simons. Como foi discutido na
secao 2, é possivel afirmar entao que os quanta deste
campo de calibre podem ser massivos.

p+k

p

Figura 4 - Diagrama de Feynman de um lago de férmions utilizado

para o cdlculo da agdo da Eq. (47).

6. Conclusao

Neste artigo, apresentamos o campo de Chern-Simons
e discutimos algumas de suas principais caracteristicas
fisicas, destacando seus contrastes com a teoria eletro-
magnética de Maxwell tradicional. Calculamos o pro-
pagador do campo de Chern-Simons com um termo de
fixacao de calibre acoplado ao campo convencional de
Maxwell e obtivemos um propagador que indica que os
quanta deste campo possuem massa.

Mostramos também que ¢é possivel obter perturba-
tivamente um termo induzido de Chern-Simons em um
sistema fisico planar de férmions interagindo com um
campo de calibre mesmo que este termo nao consti-
tui a lagrangiana original. Argumentamos também que
é possivel a abordagem de tal tépico por estudantes
de graduacao em disciplinas relacionadas com a teoria
quantica de campos, sempre mostrando referéncias nas
quais podem ser obtidas outras informagoes e calculos
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mais detalhados. O calculo do termo induzido ¢ interes-
sante porque apresenta alguns métodos usuais em teo-
ria quantica de campos, tais como integragao da acao
exponencial do campo de férmions, emprego de inte-
grais de Feynman regularizadas dimensionalmente e ob-
tengao da agao efetiva escrita nos espagos das posicoes
e dos momentos.

Além disso, ao estudar este problema, o aluno de
graduagao terd a oportunidade de encontrar ferremen-
tas e conceitor que nao sao tratados em geral nos cursos
de graduacao. Isso possibilitara um melhor preparo aos
seus estudos mais avangados nas mais variadas areas de
pesquisa em fisica.
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Apéndices

A Integracao gaussiana em variaveis de
Grassmann

Quando se trata de férmions, a estatistica exige o em-
prego de variaveis anticomutantes. Varidveis que obe-
decem a essa propriedade sao denominadas varidveis
de Grassmann. No entanto, em contraste com integrais
gaussianas em variaveis comutantes, nas integrais gaus-
sianas que envolvem variaveis de Grassmann, o deter-
minante da matriz no expoente aparece no numerador.
Essa relacao serd demonstrada neste apéndice.

Sejam £ e n duas variaveis de Grassmann e ¢ uma
varidavel complexa qualquer. Sao vélidas as relagoes

{5777} =0 , [f,c] =0, (55)

de onde segue automaticamente que €2 = 0. De acordo
com esas definigoes

/d§ =0 e
[ e [ antney=1. (57)

Como o campo de Dirac é definido em um espaco
complexo, é verdadeira a relagao

/ deE) =1,  (56)

obtém-se

En) =0 == (58)
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Uma integral gaussiana simples em varidveis de
Grassmann € assim calculada

[agaceses — [agaca-ge

/ de*de(1 + €67 )

/ dETdE(EE ) = ¢ (59)

Note que a expansao da exponencial acima em série
de Taylor é finita porque (£€*)2 = 0.

Agora, seja o célculo da integral através da in-
trodugao de um fator (££*)

[agaseere e = [acdaeeea-ee)
~ [acaseea (3 vee)
-1 (60)

A integragao serd realizada agora sobre n varidveis
de Grassmann. Considere entao n variaveis de Grass-

mann & e C' uma matriz unitdria tal que 7; = Cj;&;.
Assim
n
1 ik
IIn = e e
i=1 :

1
_ EEZJk”'EOii/&'ij'gj/ o Cop&p

1 .
_ |:—81Jk'”ecii/cjj/"'Cfﬁ/:| [57,/5]/5@/]

n!
= (detO)]]&-

Sendo D¢ = [[d¢; e DE* =[] d&S e Cy; uma matriz

K3
diagonalizada, segue entao que
. — > & ik
/Dg*Dg e & Culi = /Dg*Dge i
= HC”‘ =detC. (61)
i
Portanto, concluimos que o determinante da matriz

no expoente na integracao gaussiana em variaveis de
Grassmann surge no numerador.

B Prova da relagao Indet ) =T7rIn(Q

Seja Pp a matriz diagonal dada por

pl CEEEE O
Pp=| + . , (62)
O .. pn

e QQp definida como

Oliveira

i

1
Qp = I+PD+§P[2,+3'PE’,---
= el (63)
entao
PDzanD- (64)

Desta forma, Qp também sera diagonal

ePr ... 0 qQq - 0
Q=+ . 1 |=]:
(65)
Sendo U uma matriz arbitraria, a multiplicagao de
(B.1) pela esquerda por U e pela direita por U1 é re-
presentada por
UQpU ™' =T1+UPpU '+
1
+§(UPDU‘1)(UPDU_1)+--- (66)
Agora, seja Q = UQpU ' ¢ P =UPpU~"! as ma-

trizes nao diagonais resultantes dessa operagao. Assim,
de (B.4), segue que

1
ou seja
P=InQ. (67)
Assim

Indet@Q = Indet(UQpU™)

1D((J1Q2 e 'qn)
In ep1+172+---+17n

= pr+p2+---+py
= ZpiET’I”P. (68)

Portanto, de (B.6) e (B.7), temos que

IndetQ=Trn Q. (69)
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