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Os péndulos sdao muito empregados nas atividades de ensino de cursos introdutérios de fisica. Nessas ativi-
dades, frequentemente, faz-se uso de modelos ideais para estudar o comportamento do péndulo. Neste trabalho
é sugerido um modelo que leva em conta o amortecimento das oscilacbes. Uma metodologia experimental é
proposta com a finalidade de detectar a diminuigdo da amplitude das oscilagoes e ajustar estes dados a um
modelo matemdtico. Os resultados demonstram que o péndulo simples, composto de esferas de pequeno volume
e oscilando com baixas velocidades, pode ser estudado por modelos simplificados. A metodologia e o modelo
matematico sdo compativeis com o nivel de conhecimento de alunos de cursos introdutoérios de fisica e oferecem
uma visao mais realistica sobre o comportamento do péndulo.
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The pendula are largely used in teaching activities of physical introductory courses. Often, in these activities
an ideal model is used to study the behavior of the pendulum. In this work a model that takes into account
the oscillation damping is suggested. An experimental methodology is purposed aiming to detect the falling
down of oscillation amplitude and to fit these data to a mathematical model. The results show that the simple
pendulum, set up by a small volume sphere and oscillating on low speed, can be studied with simplified models.
The methodology and the mathematical model are appropriated for the knowledge level of the students from

physic introductory courses and offer a more realistic insight about the pendulum behavior.
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1. Introducgao

Os péndulos sao objetos de estudos desde muitos
séculos atras. Seus diferentes tipos e particularidades
vém sendo frequentemente exploradas na literatura ci-
entifica [1]. A abordagem do péndulo como elemento
de estudo pode ocorrer em diferentes niveis, mas, ine-
quivocamente, encontra-se sempre presente nas discipli-
nas introdutérias de fisica basica ministradas em cur-
sos de ciéncias, engenharias e tecnologias. Evidente-
mente, conceitos de fisica de maior profundidade sobre
os péndulos e seu respectivo tratamento matematico
nao sao acessiveis a estudantes dessas disciplinas.

Diante da importancia deste tema, experimentos
com péndulos estao sempre presentes na maior parte
dos programas das disciplinas das fisicas elementares
em laboratério. Dos diversos tipos de péndulos, o
péndulo simples é um dos experimentos mais conheci-
dos e didéticos desenvolvido nos cursos elementares de
fisica. Mesmo com sua inerente simplicidade, o conheci-
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mento de fisica necessario para um entendimento mais
aprofundado nao é acessivel a um estudante iniciante.
Da mesma forma, a obtencdo de resultados mais pre-
cisos e exatos necessita de instrumental de laboratoério
de alto custo, fato que é incompativel com a realidade
da maioria dos laboratérios de ensino.

A Fig. 1 mostra um desenho de um péndulo tipica-
mente utilizado nos experimentos. A massa m é ligeira-
mente deslocada de sua posi¢ao de repouso (vertical) e
solta em seguida, fazendo com que o péndulo entre em
movimento oscilatério. Com auxilio de um cronémetro
pode-se determinar o periodo de oscilagao do péndulo.
Em praticas de laboratoério mais elaboradas utilizam-se
sistemas opto-eletronicos para determinar o periodo de
oscilagao desses péndulos.

A anélise dos resultados a partir deste procedimento
é severamente simplificada. O modelo matematico em-
pregado para estudar o péndulo, encontra-se fartamente
apresentado nas bibliografias usadas no ensino da fisica
bésica [2-5]. Este modelo, essencialmente, exclui o



4311-2

efeito das forcas de amortecimento, despreza a massa
do fio e estabelece que as amplitudes de oscilacao da
massa se restringem as oscilagoes em angulos pequenos.
Na Fig. 1 também sao mostradas as forgas considera-
das para analise do problema do péndulo em disciplinas
introdutorias dos cursos de fisica.

A inclusao da massa do fio no modelo do péndulo foi
estudada em [6, 7]. Uma interessante discussao tedrica
sobre a metodologia de cdlculo do periodo de oscilagao
é feita em [8]. Os efeitos do amortecimento no péndulo
foram explorados em [9-13]. Miller associou o amor-
tecimento do péndulo a efeitos proporcionais ao qua-
drado da velocidade [9]. As andlises de Crawford [10]
estabeleceram uma dependéncia entre amortecimento e
velocidade com uma poténcia nao inteira (1,94) que,
fisicamente, apresenta algumas objecoes. Nelson e Ols-
son [13] realizaram uma ampla discussdo do péndulo
simples e analisaram extensivamente os diversos fato-
res que influenciam no comportamento do mesmo.

A modelagem do péndulo simples empregada nos
cursos introdutérios de fisica exclui o amortecimento
de suas oscilacoes, portanto, sua premissa nao é cor-
reta. Neste trabalho, a proposta é analisar o com-
portamento das oscilagoes de um péndulo simples in-
cluindo os fatores de amortecimento do mesmo e, por-
tanto, focando uma condi¢ao mais realista para o en-
sino da fisica do péndulo. Com a intencao de viabilizar
uma proposta de ensino, também foram empregados
conceitos fisicos e ferramental matemaéatico compativeis
ao conhecimento de estudantes iniciantes e metodolo-
gia experimental simples e acessivel a maior parte dos
laboratérios de ensino.
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Figura 1 - O péndulo simples e as forcas atuantes consideradas
na modelagem simplificada.
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Na literatura encontram-se muitos trabalhos que
buscam por esta condi¢do mais realista de anélise [9-
13]. Verifica-se claramente que, apesar da simplicidade
do experimento, o tratamento fisico e matematico ad-
quire grande complexidade. No entanto, muitos dos tra-
balhos presentes na literatura se restringem a anélises
tedricas ou incluem conhecimentos mais avancados da
fisica, descompassados com o nivel de conhecimento do
estudante.

Neste trabalho é apresentado um experimento com
o péndulo simples que permite a investigacao da dimi-
nuicao da amplitude do movimento oscilatério. Este
experimento consiste de um péndulo simples, similar
aos convencionalmente utilizados nos laboratoérios de
fisica bésica, e de um sensor ultra-soénico que monitora
a movimentagao do mesmo. A andlise dos resultados
¢é feita baseando-se em um modelo mais realistico do
que aquele empregado convencionalmente e inclui as ta-
xas de amortecimento. A perda de energia do péndulo
é investigada com o fator de qualidade. O objetivo
deste trabalho é apresentar um experimento em que
se obtenham interpretagoes mais abrangentes, estimu-
lantes e reais empregando-se um sistema fisico simples
e acessivel ao estudante.

2. Teoria

2.1. Modelagem simplificada

Contabilizando as forcas atuantes no péndulo da Fig. 1,
pode-se escrever a Eq. (1)

2

=0 .
mLﬁ + mgsind = 0, (1)

onde 6 é a posigao horizontal da esfera em m, ¢t é o
tempo em s, g é a aceleragao da gravidade em m/s? e
L é o comprimento do fio em m.

Considerando que os angulos de oscilagao sdo pe-
quenos, pode-se dizer que sin § = 6 e afirmar que o
arco da trajetoria s é aproximadamente horizontal. A
posicao referente ao movimento horizontal da esfera é
denotado por z. Substituindo-se estas aproximagoes na
Eq. (1) obtem-se

d’x  mg
mdtQ—l—Lx—O. (2)

A Eq. (2) estabelece a oscilagdo do péndulo como
sendo um movimento harmonico e, com isso, pode-se
determinar o periodo da oscilacdo, T, pela Eq. (3)

Ty = 2m, | 2, 3)
g
onde T} é o periodo de oscilagao em s.

Conforme apontado na segao anterior, este modelo,
apesar de fornecer elementos instrutivos e didéticos
para determinacao da aceleragao da gravidade, pos-
sui uma premissa falha, pois ndo considera o efeito das
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forcas de amortecimento das oscilagoes. Segundo o mo-
delo utilizado, o péndulo oscilaria com amplitude fixa e
indefinidamente.

2.2. A resisténcia do ar

O amortecimento das oscilagoes ocorre, principalmente,
por conta dos efeitos da resisténcia do ar sobre as pecas
que constituem o péndulo (fio e massa). A Eq. (4)
expressa a forca de arraste mencionada

1
F= §C’DApv2, (4)

onde p é a densidade do fluido onde se processa o deslo-
camento do corpo em kg/m3, v é a velocidade do corpo
em m/s, A é a drea de contato do corpo com o fluido em
m? e Cp é uma constante adimensional que depende do
nimero de Reynolds [14].

O ndmero de Reynolds ¢ calculado pela Eq. (5)

_ pVre
"7 )

onde R é o ntiimero de Reynolds (adimensional), V' é a
velocidade méxima de deslocamento do corpo em m/s,
r. € a dimensao caracteristica do corpo em m e n é a
viscosidade do fluido em kg/m/s.

O péndulo simples é basicamente constituido pelo
fio e por uma esfera macica. A dimensao caracteristica,
r¢, dessas pecas para o cdlculo do nimero de Reynolds é
o didmetro. O nimero de Reynolds muda com a veloci-
dade, assim quando a esfera passa pela posicao central
da trajetoria, ela assume o méaximo valor de R.

O coeficiente C'p se relaciona com o nimero de Rey-
nolds por meio de uma lei empirica [13]. A Eq. (6)
apresenta esta lei para uma esfera.

R (5)

24 6
R e
Quando o numero de Reynolds é menor do que 1, a pri-
meira parcela da Eq. (6), (24/R), é o termo dominante
na definicdo de Cp. Com isso, substituindo 24/R na
Eq. (4), verifica-se que a forga de arraste é linearmente
proporcional a velocidade de deslocamento da esfera.
Quando o niimero de Reynolds for superior a 103, a
terceira parcela da Eq. (6) deve prevalecer e, com isso,
a forca de arraste da Eq. (4) torna-se proporcional ao
quadrado da velocidade da esfera [15]. A segunda par-
cela da Eq. (6) representa uma faixa de transigio entre
os dois limites da relacao entre a forca de arraste e a
velocidade da esfera.

As condigoes do experimento com o péndulo esta-
belecem a dependéncia com o nimero de Reynolds que
pode fazer com que a forga responsavel pelo amorteci-
mento das oscilagoes possa ser linearmente proporcional
a velocidade, quadraticamente proporcional ou ainda,
que combine ambas as dependéncias. Isto significa que
a forga de atrito pode ser escrita conforme a Eq. (7) [13]

0, 4. (6)
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Fi=bv+clv|v, (7)

onde Fy é a forca de amortecimento em N, b e ¢ sdo cons-
tantes em kg/s e kg/m, respectivamente e v = L(df /dt)
é a velocidade do corpo em m/s.

Dessa forma, inserindo essa forga na Eq. (1), esta
passa a ser escrita como

d*9  bdo ¢

@9 bdo c|db|db g
dt2  mdt m

A Eq. (8) apresenta alguns inconvenientes. Ela néo
possui solugao exata e o sinal do termo quadratico da
velocidade deve ser ajustado a cada meio ciclo para que
o termo sempre atue como forca de amortecimento. No
entanto, como as forcas de amortecimento atuam sobre
a amplitude, ndo é necessdria a resolucao da Eq. (8),
mas apenas uma avaliacao da modificagao da amplitude
de oscilagao com o tempo. Nelson e Olsson [13] se base-
aram no teorema do trabalho-energia para obter a uma
expressao do angulo de oscilacao em fungao do tempo.
A Eq. (9) apresenta o resultado do cdlculo que estes
autores realizaram

aOMe_O““

[66ar(1 — e7%) + a]’

onde Ap; é o angulo méaximo de deslocamento em rad,
a = (1/2)(b/m) em s™', B = (4/3)(wo/m)(cL/m) em
(radxs)™1, wp = (%)1 %6 a frequéncia angular do mo-
vimento para o caso ideal (Eq. (1)) em rad/s e m é a
massa da esfera do péndulo em kg.

A anélise da Eq. (9) resulta em conclusoes impor-
tantes sobre o amortecimento das oscilagoes do péndulo.
Um péndulo simples que descreve uma trajetéria curta
(portanto, com pequena velocidade de movimentagao)
e seja constituido por uma esfera de pequeno diametro,
possui numero de Reynolds reduzido. Com isso, a com-
ponente de forca de arraste proporcional ao quadrado
da velocidade deve ser severamente reduzida. Dessa
forma, em ambos os casos, quando os valores de c e,
consequentemente, de [ tendem a zero e quando 0,
tende a zero, a Eq. (9) se simplifica e passa a exibir
apenas o comportamento de uma exponencial negativa,
conforme mostra a Eq. (10)

0= 9)

0 = 91\48_at. (10)

O resultado apresentado na Eq. (10) é idéntico ao es-
perado no tratamento de problemas oscilatérios line-
armente amortecidos, tais como em circuitos elétricos
RLC ou problemas de massa, mola e atrito. Na teoria
da mecénica de fluidos, quanto menores forem a velo-
cidade de oscilagao e as dimensoes caracteristicas da
esfera do péndulo, mais reduzido é o valor do ntimero
de Reynolds e, consequentemente, mais dominantes
serao as condigoes de estabelecimento da dependéncia



4311-4

linear da forca de arraste com a velocidade. Sob estas
condigoes, pode-se aproximar a forca de acordo com a
férmula de Stokes para o arrasto de uma esfera em um
fluido com movimento lento e uniforme. Esta férmula
¢ dada pela Eq. (11)

F = —6mnru, (11)
onde r é o raio da esfera em m.
2.3. Modelagem incluindo forgca de amorteci-

mento proporcional a velocidade

De acordo com as ponderagoes feitas na sub-secao ante-
rior, pode-se incluir na Eq. (2) o termo referente a forga
de amortecimento proporcional a velocidade (F' = -bv)

m—s +b— + —2=0, (12)
onde

b= 6mnr (13)

é chamado de resisténcia mecanica do movimento.
A resolugao da Eq. (12) é conhecida

2(t) = exp(—at)(Acos(w't) + Bsin(w't)), (14)

onde

b
- 1
T o (15)
W' = (Wi - a?)'2, (16)

Analogamente a Eq. (10), as amplitudes também
sao reduzidas exponencialmente

r=xpe (17)

onde xj; é a maxima amplitude de deslocamento em
relagao a posigao de equilibrio.

Nesta modelagem, o efeito do amortecimento
restringe-se aos efeitos da resisténcia do ar conforme
sua interagdo com as partes do péndulo. Os efeitos de
empuxo e deslocamento da massa de ar sao discutidos
na Ref. [13].

2.4. O fator de qualidade (fator Q)

A diminuicao das amplitudes de oscilacao estd relaci-
onada a perda da energia mecanica total armazenada
no péndulo. A cada ciclo a energia total é reduzida por
conta do efeito das forcas de oposicao ao movimento.
Este balanco de energia pode ser avaliado usando-se o
fator de qualidade (fator Q). O fator @ é definido na
Eq. (18)

E
Q=21——

— (18)
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onde E é a energia total armazenada e AF é a energia
dissipada por ciclo.

Em [16] é apresentada uma discussido sobre o fa-
tor () e apresentada uma forma de determinagao do
mesmo baseada na ressonancia do sistema e nas suas
frequéncias de poténcia média. Neste caso a definicao
do fator @ é dada pela Eq. (19)

Q=—"", (19)

w1 — w2

onde w; e wy sao as frequéncias de poténcia média in-
ferior e superior a ressonancia, respectivamente.
Tomando-se a Eq. (19) e seguindo o procedimento
apresentado em [16], obtem-se a Eq. (20) que é usada
para determinacao do fator @) neste trabalho
wom

Q=" (20)

3. Metodologia experimental

A Fig. 2 mostra a disposicdo do péndulo e dos instru-
mentos utilizados para a coleta de informagoes. Os ma-
teriais empregados no experimento sao: o péndulo sim-
ples, o sensor ultra-sonico e o computador. A conducao
do processo experimental e a escolha dos materiais com-
ponentes do sistema devem ser cuidadosas. Na Ref. [17]
encontra-se uma valiosa discussao sobre os erros envol-
vidos no experimento com péndulos.

SENSOr

Us computador

Figura 2 - Disposigdo experimental do sistema.

Um péndulo simples similar ao mostrado na Fig. 1
foi montado. Foi utilizado um fio de nylon com den-
sidade linear de 0,555 g/m. Uma das pontas desse
fio foi presa no teto de uma sala com auxilio de uma
garra jacaré, a outra ponta foi fixada em um corpo
esférico. A esfera foi deslocada manualmente da posicao
de repouso a uma distancia aproximada de 10 cm, me-
dida pela projecao da mesma sobre o plano horizon-
tal. Neste caso, o angulo de deslocamento é pequeno
e a aproximacao sin 6§ = 0 é aceitivel. Em seguida,
soltando-a cuidadosamente, esta entra em oscilagao des-
crevendo um movimento, aproximadamente, horizon-
tal. As agoes de correntes de ar e de forgas laterais po-
dem alterar este quadro fazendo com que a trajetéria
do péndulo adquira forma eliptica. Procurou-se realizar
os experimentos em locais onde os efeitos do desloca-
mento do ar podiam ser minimizados. Para verificar um
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possivel desvio de trajetoria, junto ao ponto de fixacao
do fio do péndulo no teto, foi colocada um lampada cuja
luz projetou a sombra da esfera em uma plataforma si-
tuada em um plano perpendicular ao alinhamento do
fio com o péndulo em repouso. Nesta plataforma foi
desenhado um retangulo com marcagoes dos limites de
trajetéria. Se a sombra ultrapassasse o limite imposto,
o experimento era cancelado e um novo procedimento
era realizado. A limitacao da trajetéria foi imposta por
uma elipse de excentricidade sempre superior a 0,95.

A leitura da posicao da esfera do péndulo foi rea-
lizada por um sensor ultra-sonico da marca GoMotion
fabricado pela Vernier. Este sensor foi posicionado ali-
nhado com a direcao horizontal de movimentagao do
péndulo. Este sensor é constituido por uma membrana
da PVDF (Fluoreto de Polivinilideno) e por circuitos
eletronicos capazes de chavear o elemento transdutor
nos modos de transmissao e recepcao. No modo trans-
missao, a membrana de PVDF é excitada por sinais
elétricos e converte energia elétrica em energia acustica.
No modo recepgao, ondas incidentes sobre a membrana
sao convertidas em sinais elétricos.

Quando o transmissor é excitado por pulsos de alta
tensao elétrica, sao geradas ondas acusticas que se pro-
jetam sobre a massa do péndulo. Parte da energia
acustica presente nas ondas em cada disparo realizado
retorna, por conta da reflexdo na massa do péndulo, ao
sensor ultra-sonico. Apdés a excitacao elétrica do trans-
dutor, por meio de um processo eletronico interno, este
se converte em uma unidade receptora e, ao receber as
ondas refletidas pela massa do péndulo, converte-as em
sinais elétricos.

O sensor utilizado possui um circuito eletrénico que
processa a informacao recebida e a transfere para um
computador, via comunicacao USB. Por meio de um
programa de computador, os sinais recebidos pelo sen-
sor sao armazenados em um arquivo que associa cada
disparo realizado com a posigao e a velocidade da massa
do péndulo. A posicao é aferida com um erro de
+1,0 mm.

Os péndulos utilizados nos experimentos foram
construidos e colocados em oscilagao de modo a aten-
der as condigoes que geram a simplificagao exibida na
Eq. (10). Foram usadas trés esferas diferentes para se
construir os péndulos. A primeira, denominada esfera
A, é tipicamente usada em “mouses” de computadores
e possui massa de 31,244 4+ 0,001 g. A segunda, esfera
B, a massa é de 33,809 4+ 0,001 g. A terceira, esfera
C, foi uma bola de jogo de sinuca, a massa é de 95,181
+ 0,001 g. Em todos os casos as massas foram deter-
minadas em uma balanga eletronica da marca Marconi,
modelo AL500C. Os diametros das esferas A, B e C sao
de 2,22 £+ 0,01 cm, 5,55 + 0,01 cm e 5,00 + 0,01 cm,
respectivamente. O comprimento do fio foi medido en-
tre a garra de fixacao e o centro da esfera utilizando-se
uma trena. O diametro do fio é de 0,45 + 0,05 mm.
Os comprimentos utilizados nos experimentos foram de
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1,0, 1,5, 2,0 e 2,5 m com tolerancia de + 1,0 mm.

A partir das dimensoes caracteristicas do fio e da
esfera é possivel determinar o maximo valor do nimero
de Reynolds usando-se a Eq. (5). Este valor maximo
foi estimado pela maxima velocidade medida nos expe-
rimentos.

Para cada comprimento de fio e para cada esfera
foram realizados 5 experimentos com o péndulo cons-
truido. Em cada experimento o sensor foi acionado apéds
5 ciclos do inicio das oscilagdes do péndulo.

O sensor foi posicionado a 25,0 cm da posicao de
repouso do péndulo. Os disparos foram feitos a cada
50 ms. Com auxilio da Eq. (1) é assegurado que, com
os comprimentos de fio utilizados (entre 1,0 e 2,5 m),
os perfodos de oscilagao dos péndulos (entre 2,0 e 3,2 s)
sao bem maiores que o intervalo de tempo entre os dis-
paros do transdutor. Assim, é possivel garantir que
a reconstrugao eletrénica do movimento do péndulo é
feita a partir de um ntmero consideravel e suficiente de
disparos do transdutor.

Os dados referentes a cada experimento foram arma-
zenados em arquivos. Estes dados foram usados em um
programa, escrito em Matlab, que selecionou os primei-
ros 45 valores de mdxima amplitude (méximo angulo
de oscilagdo). Os dados experimentais foram ajusta-
dos aproximando-se a curva da Eq. (17). Para tal,
recorreu-se a um toolbox do Matlab, encontrado livre-
mente na internet, denominado Ezyfit [18]. Dessa forma
é possivel encontrar os valores de x s e a, da Eq. (17),
ajustados aos dados experimentais.

Com os valores de «, é possivel determinar o fator
@ usando a Eq. (20).

4. Resultados

Em todos os péndulos experimentados nao foi verificada
variacdo significativa do periodo de oscilagdo. A maior
velocidade detectada de movimentacao do péndulo foi
de 29,0 m/s, para um péndulo com comprimento de
1,0 m.

A densidade (p), a viscosidade () do ar e a ace-
leracao da gravidade (g) sdao de 1,171 kg/m?, 1,853 x
10~° Pa.s e 9,65 m/s?, respectivamente, obtidas de ta-
belas apropriadas. Com isso, pela Eq. (5), os valores
méaximos do numero de Reynolds para o fio e para as
esferas A, B e C foram de 8,2, 403,2 e 474,0, respecti-
vamente.

A Fig. 3ilustra um exemplo de dados experimentais
obtidos com o sensor ultra-sénico montado conforme o
esquematico da Fig. 2. Como o movimento da massa do
péndulo é, aproximadamente, horizontal, o sensor capta
distancias da esfera e os armazena como distancia em
relacao a sua posicao. Portanto, a Fig. 3 apresenta o
grafico de posicao da esfera em relagao ao tempo.
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Figura 3 - Exemplo de resultado obtido com o sensor ultra-sénico
para um péndulo com comprimento de fio de 2,5 m. Gréafico de
posigao horizontal em funcdo do tempo. Distancia do sensor ja
subtraida.

Na Tabela 1 sao apresentados os valores médios de
«, referentes a média aritmética de 5 experimentos com
cada péndulo.

Tabela 1 - Valores de a (s~!x 1073) obtido com o ajuste da
funcéo da Eq. (9) aos pontos experimentais.

Comprimento do fio Esfera A Esfera B Esfera C
do péndulo (m)

1,0 2,16 6,51 1,84
1,5 -2,13 -6,30 -1,52
2,0 -2,41 -5,43 -1,64
2,5 -2,82 -5,90 -1,64

A analise residual realizada pelo préprio programa
Ezyfit mostrou que todas as curvas de ajuste determina-
das apresentaram correlacao superior a 99% em relacao
aos dados experimentais.

Com as médias aritméticas dos valores das cons-
tantes de amortecimento («) de cada esfera e usando
a Eq. (15) sdo calculados os valores de b em (kg/s x
10~%). Estes valores sdo: 1,49, 4,08 e 1,26, para as
esferas A, B e C, respectivamente

Da Eq. (20) determinam-se os valores dos fatores
Q (erro de +0,1) de cada péndulo que sao apresentados
na Tabela 2.

Tabela 2 - Valores médios do fator @) de cada péndulo.

Comprimento (m) Esfera A Esfera B Esfera C
1,0 651,4 257,4 935,7
1,5 531,9 210,2 764,0
2,0 460,6 182,0 661,6
2,5 412,0 162,8 591,8

5. Discussao

No presente experimento, a inser¢ao de um sensor ultra-
sOnico no processo experimental amplia a possibilidade
de investigacao do péndulo, pois se pode considerar a
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diminui¢ao das amplitudes com erro previsto pelo fa-
bricante do sensor. O custo do sensor utilizado é da
ordem de 100 délares. Em termos de um investimento
para laboratério de ensino, este custo é minimizado,
pois 0 mesmo sensor também pode ser empregado em
outros experimentos de fisica.

Nao foi avaliado se o periodo sofre alteragoes com
a amplitude. A previsao tedrica da proporcionalidade
entre o periodo e a amplitude nao pode ser registrada
neste experimento. Tal verificacdo deve ser observada
utilizando-se instrumental de maior precisao. Este ins-
trumental, certamente, apresenta custos bem mais ele-
vados e nao condizentes com a realidade de investi-
mento para um laboratério de ensino de fisica.

A principio, foram consideradas duas forgas como
responsaveis pela diminui¢ao das oscilacoes. Uma das
forgas é proporcional & velocidade (bv) e outra ao qua-
drado da mesma (cv?). Segundo a teoria da mecanica
dos fluidos a prevaléncia de uma ou de outra depende do
nimero de Reynolds [15]. Foram calculados os nimeros
de Reynolds maximos de cada péndulo. Nas trajetérias
investigadas ha predominancia de valores reduzidos de
R (nunca superam 500), portanto a dependéncia linear
da forga em relagao a velocidade deve prevalecer.

Pode-se verificar a partir das definigoes de a e 5 e
com as dimensoes de péndulo adotadas que, se os valo-
res numéricos de b e ¢ sdo préoximos, a e S sdo de mesma,
ordem. Nestas condigoes e com baixas amplitudes de
oscilagao (valor maximo de cerca de 0,1 rad), a Eq. (9)
é aproximada pela exponencial da Eq. (10).

Isto significa que, nas condigoes de desenvolvimento
do experimento deste trabalho, a modelagem baseada
em uma forga opositora ao movimento linearmente pro-
porcional a velocidade de oscilacao é adequada. Do
ponto de vista do ensino, a experiéncia com o péndulo
nas condigoes propostas neste trabalho traz novos ele-
mentos que podem ser trabalhados pelo professor. Com
a insercao do amortecimento na analise do movimento
do péndulo se agregam novos conceitos da fisica, como
o préprio amortecimento e suas fungbes matematicas
caracteristicas, o fator de qualidade e elementos de
mecanica de fluidos. Adicionalmente, o tratamento
matematico do problema pode ser ensinado em um
exercicio em conjunto com a disciplina calculo numérico
[19].

Com os resultados experimentais nao foi possivel de-
terminar a dependéncia da constante de amortecimento
« em relacao ao comprimento do péndulo. Foram ob-
tidos valores de « relacionados com a massa e area de
superficie das esferas empregadas.

As esferas A e B apresentam massas préximas, mas
a constante de amortecimento « da esfera B é aproxi-
madamente 2,5 vezes maior que a de A. A razao das
superficies da esfera B em relacdo a A é de aproxi-
madamente 6,4. Portanto, pode-se justificar o maior
amortecimento de B pelo fato de esta possuir area de
superficie de contato com o ar superior. O coeficiente b
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estd relacionado diretamente relacionado ao niimero de
Reynolds em que a dimensao efetiva (no caso os raios
das esferas) é diretamente proporcional as forcas de ar-
raste e, portanto, contribuem para o decaimento das
oscilagoes.

Também, de acordo, com o modelo utilizado,
verificou-se que a constante de amortecimento da es-
fera B é cerca de 3,6 vezes maior que a da esfera C.
Estas esferas apresentam diametros proximos, mas a
massa de C é de 2,8 vezes maior que a de B, portanto,
fica evidenciada a relagao inversa entre constante de
amortecimento e massa.

O fator @ expresso na Eq. (20), indica uma relacao
entre a capacidade de armazenamento de energia e a
resisténcia mecanica do sistema. Isto é similar ao que
acontece com circuitos RLC, onde a definicao de fator
() relaciona uma reatancia com a resisténcia elétrica.
No caso do péndulo, verifica-se que péndulos com es-
feras de massa elevada e comprimento curtos devem
exibir maior capacidade de actimulo de energia. Por
outro lado, a resisténcia mecanica deve ser menor para
péndulos com esferas com pouca superficie de con-
tato. Portanto, os resultados apresentados na Tabela
2 também estao em acordo com o esperado, pois os va-
lores mais elevados de ) foram obtidos com o péndulo
C e em comprimentos inferiores.

6. Conclusoes

Nas condigoes impostas ao experimento, o efeito da
forca de amortecimento proporcional ao quadrado da
velocidade nao é significativo. Os ajustes das cur-
vas experimentais mostraram que o modelo escolhido,
com forga de amortecimento linearmente proporcional
a velocidade, é adequado quando se consideram as res-
trigdes impostas nos experimentos apresentados neste
trabalho.

O instrumental para realizagdo do experimento
torna-se mais oneroso com a inclusao de um sensor
ultra-sénico (valor estimado em 100 délares) e de um
computador, mas permite a realizagao do experimento
do péndulo com estimativa mais apurada dos erros
experimentais e maior volume de informacoes. Além
disso, a simplicidade de realizagao do experimento
também torna sua compreensao acessivel aos alunos dos
primeiros semestres dos cursos de graduacao. Adicio-
nalmente, o experimento também permite que concei-
tos sobre perda de energia (tand = 1/Q) possam ser
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introduzidos sob o foco de um sistema mecanico e sem
maiores complicagoes.

A modelagem apresentada é compativel com a in-
terpretacao fisica e o manejo matematico de estudan-
tes dos cursos introdutérios e o experimento desenvol-
vido contribui para uma avaliagao mais abrangente e
realistica do comportamento do péndulo.
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