Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 34, n. 1, 1306 (2012)
www.sbfisica.org.br

Termodinamica do modelo de Ising com interacoes de alcance infinito

via ensemble canonico generalizado

(Thermodynamics of Ising model with infinite-range interactions by generalized canonical ensemble)

Leandro G. Rizzi" e Rafael B. Frigori?

! Departamento de Fisica, Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto,
Universidade de Sao Paulo, Ribeirao Preto, SP, Brasil
2 Universidade Tecnoldgica Federal do Parand, Toledo, PR, Brasil
Recebido em 18/8/2011; Aceito em 17/1/2012; Publicado em 27/2/2012

Apresentamos nesse trabalho a ideia de como ensembles generalizados podem ser utilizados para simplifi-
car operacionalmente o estudo de sistemas fisicos nao aditivos. Como alternativa aos métodos tradicionais de
integracao direta ou teoria de campo médio, mostramos como a solugao do modelo de Ising com interagoes
de alcance infinito é obtida utilizando um ensemble canoénico generalizado. Descrevemos como as propriedades
termodinamicas para esse modelo na presenga de um campo magnético externo sdo encontradas por meio de
simples equagoes paramétricas. Sem prejuizos a interpretagdo usual, obtemos um comportamento critico idéntico
ao observado nas abordagens tradicionais.

Palavras-chave: modelo de Ising, interagdes de alcance infinito, ensemble canénico generalizado.

In this work we present the idea of how generalized ensembles can be used to simplify the operational study
of non-additive physical systems. As alternative of the usual methods of direct integration or mean-field theory,
we show how the solution of the Ising model with infinite-range interactions is obtained by using a generalized
canonical ensemble. We describe how the thermodynamical properties of this model in the presence of an exter-
nal magnetic field are founded by simple parametric equations. Without impairing the usual interpretation, we

obtain an identical critical behaviour as observed in traditional approaches.
Keywords: Ising model, infinite-range interactions, generalized canonical ensemble.

1. Introducao

Em geral, a ocorréncia de problemas matematicamente
inconsistentes, ou apenas intrataveis, impulsiona o de-
senvolvimento de novos paradigmas tedricos na fisica,
o que se dd muitas vezes pela extensao de formalis-
mos ja conhecidos. Consideremos, por exemplo, o apa-
recimento das estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-
Dirac na teoria dos ensembles na mecanica estatistica
[M. Nesses casos, com o advento do ensemble grande-
canodnico, foi possivel obter as propriedades termo-
dindmicas de diversos sistemas como gases quanticos
nao-interagentes a partir de modelos microscépicos [B].

Nas ultimas décadas, o desenvolvimento de ensem-
bles generalizados? tem constituido uma abordagem
promissora no tratamento de uma série de modelos
na mecénica estatistica [@-8]. Computacionalmente, a

1E-mail: lerizzi@usp.br.

utilizacao desses ensembles generalizados esta ligada a
busca de algoritmos de amostragem de configuracoes
(por exemplo, o método de Monte Carlo) mais eficien-
tes [MHDF]). O objetivo desse artigo é ilustrar a uti-
lizagdo pratica dessas possiveis generalizagoes. Como
motivagao, apresentamos pedagogicamente o estudo do
modelo de Ising com interagoes de alcance infinito. Este
é um modelo interessante e que exemplifica um sistema
nao trivial, j& que nao apresenta aditividade na ener-
gia. Além disso, outras duas solucoes analiticas, via
integracao direta ou teoria de campo médio, sao conhe-
cidas [I3@,03].

Na Secao 2 revisamos os aspectos gerais envolvidos
na deducao® de uma classe geral de ensembles, base-
ada no formalismo canénico. No contexto da teoria das
flutuagoes discorremos brevemente sobre a equivaléncia
entre os ensembles dessa classe e os ensembles usuais

2Diferentemente da mecanica estatistica generalizada de Tsallis [B], essas formulagdes sdo consideradas apenas extensdes particulares

do ensemble canonico.

3Essa derivagio foi originalmente proposta por R. Toral e pode ser encontrada na Ref. [B].
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(candnico e microcanénico). Na Segao 3, além de des-
crever o modelo de Ising de alcance infinito, discutimos
em detalhes como as suas propriedades termodinamicas
sdo obtidas a partir do formalismo canonico generali-
zado empregando simples equagoes paramétricas.

2. O ensemble candnico generalizado

Consideramos aqui, sem perda de generalidade, um sis-
tema magnético com N spins submetido a um campo
magnético externo H. Denotamos por |m) seus mi-
croestados com energia E,,. Utilizamos o principio da
maximizagao da funcao entropia [[3]

S=—kg melnpm (1)

para encontrar as probabilidades p,, de cada um dos
microestados, onde kg é a constante de Boltzmann.

Além do vinculo estabelecido pela condicao de nor-
malizacao da distribuicao de probabilidade

me = 1;
m
com p,, > 0, escolhemos o vinculo

S pn®(E,n) = 3(E), (2)

onde ®(FE) é uma funcio arbitraria da energia® E =
(H), com H simbolizando o Hamiltoniano do sistema.
Note que se (H) = (Hinteracao) — H (M) (com M sendo
o operador magnetizacio), entdo £ (E = U — HM) é
igual a entalpia magnética do sistema.?

Como solugao do problema de maximizacao obte-
mos uma distribuigao candnica generalizada, cujo peso
é dado por

e—Be(Em)

pm:Tv (3)

onde

Z(B) =Y e FeEn (4)

é a funcao de particio generalizada e B é um multipli-
cador de Lagrange.

Substituindo a expressao (B) na expressao (B) obte-
mos

S, B(By,)e 2 (En)

o(E) ) ,
Zm e—Be(Em)
ou, de forma equivalente,
@(E):_<81H~Z) . 5)
OB Jun

4Note que o vinculo da expressdo (B) implica que (®(E)) = ®(E).
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Analogamente ao que é feito no ensemble canénico
tradicional, substituimos o resultado (B) na expressao
(W), o que fornece a seguinte expressao para a entropia

S = kg [mz + po(B)| . (6)

_ Precisamos agora de uma relagao entre o parametro
B e a temperatura absoluta 7'. Derivando ambos os
lados da Eq. (B) com respeito a E obtemos

08 L
(3E),,,, =i

a qual pode ser comparada com a conhecida relacao

termodinamica
1_(os
T \OFE HN ’

onde FE é a entalpia magnética do sistema [[]. Compa-
rando as duas ltimas expressoes diretamente obtemos
a relagao
~ 1
=, 7
p kpT®'(FE) @

a qual permite expressar S e E em termos das varidveis
usuais T, H e N. Vale notar que todas as relacoes
aqui generalizadas reduzem-se as usuais, do ensemble
canénico, quando ®(E) = E.

Sendo ®(FE) uma funcio crescente de F, temos que
a fungao distribuigdo de probabilidades é um produto
da fungao densidade de estados Q(FE) - que cresce rapi-

(B) _

damente - e da funcao e~ P que descresce rapida-

mente? - ou seja,

Q(E)e—P2(E)
p(E): Z pm:%a
E..=FE

No limite termodinamico um pico bem pronunciado
surge em algum valor £ = E*. A localizacdo desse
pico é obtida através da relagao

dp(E) _0
dE |p_g.
ou seja, quando
dInQ(E) -, =
_— —BP'(E*)=0.
| E)

Substituindo a igualdade na Eq. (@) na expressao an-
terior obtemos

1 dInQ(E)

kgT dE ’ ©)

E=E*

que é a mesma equagao que no ensemble microcanonico
define a temperatura como uma funcio de E, assim, no
limite termodinamico, a funcdo E*(T, H,N) coincide
com a funcdo E(T,H,N) do ensemble microcanonico.

5Muitas vezes esse fato passa despercebido nos livros texto. Para uma discussio detalhada vide Ref. [[3].

61sso ocorre apenas se a fungio ®(E) é crescente.
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Utilizando a distribuicao de probabilidades dada pela
expressao (B), calculamos a funcdo de parti¢do a partir
da Eq. (), obtendo assim

S:kB {ln

Assumindo que a soma na expressao acima é dominada
pelo maior termo, onde £ = E*, chegamos a seguinte
expressao

Z Q(E) o P2(E)
B

+B<I>(E)}.

S

Q

ki {In [ (B%) e #*(5)] 4 Go (B7) }
~ kB InQ) (E*) s
em concordancia com o ensemble microcanonico.

Para a equivaléncia com o ensemble canonico tradi-
cional devemos demonstrar que as flutuagoes

9D(E)
w>m (10)

sao negligenciaveis no sentido de que as flutuagoes re-
lativas anulam-se (i.e. o[®]/(®) — 0) no limite ter-
modinamico. Como ¢ (E) nao depende explicitamente

8] = (%) - (@) = - (

de B mas depende da temperatura 7', que por sua vez
depende de (3, devemos considerar a derivada implicita

o _oro
0B opoT

Utilizando a igualdade da expressio (@) reescrevemos
T em fungao de § e ®'(E), a partir de onde obtemos:

(5)..
(11)

Efetuando a derivada do lado direito da Eq. (D)

teremos
el — (0T 0D(E)
2] (5B>H,N ( or )H,N
_ kT2 (E)” (2£)
- 1+ T(9E/OT), " (E) /®'(E) \OT ) y

onde podemos substituir a definigao do calor especifico
a campo constante cy = N~1(OE/0T)y n para obter

@' (E)°
1+ TNeyd” (E) /o/(E)

0'2[(1)] = kBTZNCH (12)

Essa expressao é geral, portanto, o procedimento de
verificagdo da equivaléncia de ensembles deve ser exe-
cutado para cada escolha particular da fungao ®(F).

1 9" (E) OF
2&! (& + —\2 \ 97
kpT?® (E) kpT® (E) oT HN
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3. O modelo de Ising de alcance infinito

Consideremos um sistema com N spins de Ising (S; =
+1) que interagem por meio de uma interacao de troca
de alcance infinito. A fim de fornecer um limite ter-
modindmico bem comportado introduzimos um fator
1/N na interagdo de troca entre dois spins. Sem isso,
a energia associada a interacao de um tunico spin po-
deria crescer linearmente com o volume da amostra e
um limite termodinamico bem definido seria impossivel.
Com isso, o fator 1/N garante a extensividade mas nao
a aditividade do modelo. Também incluimos o caso de
interacao entre spins com um campo magnético externo
H. Para esse sistema o Hamiltoniano? é definido por

N

J
Hz—% >SS, -HY S (13)

1<i<j<N i=1

A nao-aditividade para esse sistema pode ser verifi-
cada considerando o Hamiltoniano da soma de dois de
seus subsistemas Ha+p = Ha+Hp+Hap. A presenga
de termos cruzados, denotados por H 4p, diferentes de
zero, define o que chamamos de sistema néao-aditivo.

Considerando a identidade

N 2 N
(Z Si) => S7+2
=1 i=1

podemos reescrever o primeiro somatério na Eq. (I3)
como

>SS,

1<i<j<N

N 2
> Sisjzé (ZSZ) - N
=1

1<i<j<N

Dessa maneira o Hamiltoniano pode ser reescrito como

g (& 2 N
=1 =1

onde completamos quadrados para obter

2
H2N J H /N
, v _<\/N;Si+2\/,] - 19

H=J+

3.1. Solucao no ensemble canoénico generali-
zado

Dado que F é auto-valor de H, escolhemos

(15)

H2N 1/2
~E) .
1] >

B(E) = — (J+

Notamos que a fungdo ®(E) é crescente para E €
(J — NJ — H,J). Além disso, utilizando a Eq. (I32),

70 fator 2 na contribuicdo da interacdo de troca foi incluido por uma questdo de conveniéncia nos célculos e também para manter a

notagao consistente com a utilizada na Ref. [I].
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é possivel mostrar® que o%[®]/(®) o« N~/2 — 0 no li-
mite termodinamico e, consequentemente, que essa es-
colha de ®(F) gera um ensemble canonico generalizado
equivalente ao ensemble canonico tradicional.

Utilizando a Eq. (@) obtemos, a partir da Eq. (I3),
a seguinte fungao de particao

Z= > eXpB(I;\/T—F\/ggV;Si).

S1==1,...,Sy=%1
(16)

Uma vez que estas somas sao independentes (i.e. ine-
xistem termos cruzados S;S;) podemos reescrever a
Eq. (I@) por meio de um produtério da seguinte ma-
neira

e ()5 (3]

Somando explicitamente sobre os valores dos spins e
efetuando o produtério sobre todos os N spins, obte-
mos

o (s8]

Tomando o logaritmo da funcao de particdo gene-
ralizada, dada pela Eq. (IA), obtemos a seguinte ex-
pressao

InZ = Bgﬁ—i—l\fln [QCOSh (Bﬁ)

que pode ser utilizada para calcular a fun¢ao ®(E) por
meio da expressao (H), ou seja

H2N\'? H\/ﬁ
(JE+ 4] > VT
VN J tanh (5@) . (19)

Calculamos 8 através da Eq. (@) e obtemos a se-
guinte expressao

o (18)

2(J-E+ f{fjv)l/z

N (20)

Entdo, fazendo a substituicdo de 3 na Eq. ([9) e
multiplicando o resultado por 1/v/ NJ obtemos

J—E H2\'Y?
,+7 e
( NJ 4J2>

H 20 (J—E H2\Y?
il n|-2l (L2 2 (21
an kBT< NJ +4J2> 2D

2J
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Consideremos a seguinte definigao para a constante

T,
T, =2 (22)

kg
que, de fato, representa a temperatura critica do mo-
delo relacionada a transicao de fase ferromagnética, a
qual distingue as fases ordenada (ferromagnética, para
T < T.) e desordenada (paramagnética, para T > T).

Em seguida, efetuamos as seguintes mudancas de
variaveis

J—F
=N (23)
e
H
h=g57 - (24)

Dessa maneira podemos reescrever a Eq. (EI) como
1e
(u+ h2)1/2 = h + tanh [T(u + h2)L/2 ] ,

entao, se fizermos uso da defini¢ao
v =u+h?, (25)

obteremos uma simples equagao transcendental
T.
x — h = tanh <T:c) . (26)

Por fim, como visamos o cédlculo das grandezas ter-
modinamicas, escolhemos parametrizar a razéo T/T..
Para tal, introduzimos a varidvel

E=—"=x (27)

na Eq. (£8), de onde obtemos finalmente a seguinte
equacao paramétrica

T  tanh(§) +h
T € 28)

3.2. Grandezas termodinamicas

A partir da Eq. (B3) e de relagbes termodinamicas é
possivel obter equagOes paramétricas para grandezas
como a entropia, entalpia magnética, calor especifico
e magnetizacado em funcdo da varidvel £. Apresentamos
a seguir tal procedimento, utilizando os gréficos para
ilustrar o comportamento dessas grandezas em funcao
da razao T/T, dada pela expressdo (E3).

8Consideramos aqui que (®) = ®(E), como definido pelo vinculo na expressio (B).
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Entropia

Considerando as seguintes identidades

- g T, ~H |IN T,
ANN=T7° e Foy g =Nhpe

reescrevemos a Eq. (I¥) como
T. 1.
InZ = Nh?x—i—Nln [2 cosh (Tx>] . (29)

A partir da definigao (I3) e da expressao (EO) escre-
Vemos T
Bd (E) = —N?Ca:Q. (30)
Assim, substituindo as expressoes (E4) e (BO) na
Eq. (B) encontramos a entropia do sistema

S T. T
m =1In {2 cosh (T:c)} — T»? (x—h), (31)

de onde, com o auxilio da mudancga de varidvel definida
pela igualdade (E3), obtemos

S

N = In [2 cosh (£)] — £ tanh(§). (32)

O gréfico da entropia adimensional S/Nkp para diver-
sos valores de h é mostrado na Fig. M. Notamos que
para T > T, a entropia adimensional S/Nkp tende para
In2 = 0,6931..., valor esperado para um sistema de
spins de Ising usual (de dois estados).

0,8 -
0,7 4
0,6 -
0,5 -
S/Nk, 0,4 — 1=0,000
— h=0,001
0,3 - - - -h=0,010
~~~~~~~ 1=0,050
0,2 -
0,1
0,0

T T T T T T T T T 1
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

Figura 1 - Entropia adimensional por spin S/Nkp em fungdo da
razao T /T, para diferentes valores do campo magnético adimen-
sional h.

Entalpia magnética

Para calcular a entalpia magnética F do sistema in-
vertemos a expressdo (E3), que fornece a igualdade

s

E = J(1 — Nu), a qual, no limite termodindmico, é

dada como
E

N7- U (33)
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Utilizando a definigdo na Eq. (E2), reescrevemos a
expressao

w=ax?—h? (34)

T22 2
“‘(z) SR

onde substituimos a razdo T/T. dada pela expressao
(29), o que resulta em u = tanh? (¢) + 2h tanh (£). Fi-
nalmente, substituindo esse ultimo resultado para u na
Eq. (B3) teremos

como

E
N7 [tanh® (€) + 2h tanh ()], (35)
que, junto com a Eq. (E8), fornece o grafico da entalpia
magnética adimensional por spin F/NJ em funcao da
razdo T/T. para diversos valores do campo magnético
adimensional h, como mostra a Fig. B.

0,0

-0,2

0,4
E/NJ

—— h=0,001
- - --h=0010
------ h=0,050

0,6

Figura 2 - Entalpia magnética adimensional por spin E/NJ em
fungao da razao T'/T, para diversos valores do campo magnético
adimensional h.

Calor especifico

Calculamos o calor especifico a campo constante utili-
zando a seguinte relagao da termodinamica

o _Cw_ 1 (0B
TN T N\oT )y
Considerando as Egs. (B3) e (Bd) temos

0 0z?  Oh?

Ol ) g n or 0T ) gy
Como o campo H é constante e nao depende de T, re-
escrevemos cy como

Ox
cyg = —2Jx (3T>H,N. (36)
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Derivando os dois lados da Eq.
variavel T obtemos

(28) em relacdo a

Lo ()
27T T \OT ) oyl

onde podemos isolar (0x/9T)y v, 0 que resulta em

(7)™ ot (7]
o)y n  cosh? (%x)

Oz > T. x
il =-_=< . (37)
(OT H,N T [cosh2 (%x) — %}
Entao, substituindo (0x/9T)y y da Eq. (Bd) na
Eq. (BO) obtemos
T x?
cg = 2J — . (38)
T [cosh2 (Tlcx) — %}

Por fim, fazendo uso da defini¢ao (B2) e das igualdades
(22) e (E8), reescrevemos a equagao acima como

Cu _ &
Nkp [cosh2 )

— (39)
tanh(g)]

que é uma equacao paramétrica para o calor especifico
a campo constante. Na Fig. 3 apresentamos o grafico
para o calor especifico Cy/Nkp em funcio da razao
T/T. para diferentes valores do campo magnético adi-
mensional h.

—— h=0,000
h=0,001
- === h=0,010
------- h=0,050

Figura 3 - Calor especifico Cg/Nkp em fungdo da razdo T/T.
para diferentes valores do campo magnético adimensional h.

Magnetizagao

Para o calculo da magnetizacao do sistema, conside-
ramos a energia livre de Gibbs dada por G(T,H) =
E(S,H) — TS, de onde extraimos a seguinte relagao:

oG
M= <aH>T,N

(), (),

Rizzi e Frigori

Lembrando que a derivada parcial em H é escrita em
termos de h = H/2J como (2.J)~19/dh.

Partindo da entalpia magnética E dada pela
Eq. (B3) e considerando u definido como na expressao
(82), calculamos

(), = (), o

O segundo termo da Eq. (E0) é obtido utilizando a
entropia S dada pela Eq. (B), ou seja,

L(0SY  _T (08
OH ) 2J\0h)
T 9 T Te
= Ni% {ln [2cosh (Tm)] - ?x(m - h)}
T. or
N{ {tanh (Tx) —2r 4+ h} (811) + x} ,

onde podemos substituir a identidade (EB), o que re-

sulta em
oS ox
T — =N |x— — . 42
<6H>T,N [ x(ah>T,N] ()

Substituindo os resultados das Eqgs. (E0) e (B2) na ex-
pressdo (EO) chegamos a

m:%:x—h. (43)

que, a partir da expressao (E8), pode ser reecrita como

= o (). ”

Finalmente, considerando a mudanca de varidvel (27),
obtemos a equagao paramétrica para a magnetizacao
m = tanh (£), utilizada para obter o grifico apresen-
tado na Fig. .

Notamos que, pela Eq. (E3) obtemos a relagao
x = m + h, que pode ser substituida na Eq. (£d),
fornecendo

m = tanh [?(m + h)} . (45)

Esta é exatamente a equagao transcendental encontrada
para esse modelo através das abordagens usuais, seja
ela a teoria de campo médio ou a integracao direta da
fungao de partigdo (vide Ref. [[@]). A partir dela é
possivel obter todos os expoentes criticos de maneira
analoga a usual e tirar conclusoes sobre a sua classe de
universalidade [, H)].
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1,2
1,04 —— h=0,000
h=0,001
-~ h=0,010
084 N\~ e h=0,050
m 06
0,41
0,2
010 T T T T T T T 1
00 02 04 06 08 10 12 14 16

Figura 4 - Magnetizagdo por spin m em fungdo da razdo T/T.
para diferentes valores do campo magnético adimensional h.

4. Conclusoes

Revisamos aqui o conceito de que é possivel construir
uma classe de ensembles canonicos generalizados, os
quais podem ser utilizados em abordagens alternati-
vas para solucionar problemas na mecanica estatistica.
Utilizando um ensemble particular dessa classe de en-
sembles canonicos generalizados, obtivemos a solucao
do modelo de Ising com interagdo de alcance infinito
de maneira simples, isto é, sem utilizar a integracao da
funcao de partigao via ponto de sela ou argumentos da
teoria de campo médio. Além disso, apresentamos um
procedimento via equagbdes paramétricas que permite
a caracterizagao de propriedades termodinamicas tanto
analiticamente quanto visualmente, o que pode ser 1til
em estudos de outros modelos, especialmente aqueles
que nao apresentam aditividade.
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