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A transformada wavelet biortogonal e as bases wavelet sdo uma poderosa ferramenta para anélise de dados
multiescala, que tem vastas aplicagbes na fisica, matemaética, computagdo e tecnologias. A teoria wavelet é cons-
truida, nao apenas com o uso de uma nova e brilhante ideia, mas pela sinergia de conceitos e necessidades que ja
existiam a algum tempo em diferentes dreas do conhecimento cientifico. Dessa forma, neste artigo, apresenta-se
conceitos e exemplos de técnicas wavelets biortogonais que podem ser de grande interesse para varios tipos de
estudos da comunidade fisica brasileira, servindo igualmente a outras dreas correlatas. Este texto destina-se,
em especial, a pesquisadores, professores e estudantes de pds-graduagao, com possibilidades de atender, ainda,
estudantes do ultimo ano de graduacao.

Palavras-chave: wavelet, ondinhas, ondeletas,ondaletas, 6ndulas, ondiculas, andlise de multirresolucao.

The biorthogonal wavelet transform and wavelet bases are a powerful tool for multiscale data analysis, which
has many applications in physics, mathematics, and computing technologies. The wavelet theory is constructed
not only with the use of a new idea, but with the synergy of concepts and needs in different areas of scientific
knowledge. Therefore, this work presents introductory concepts and examples of biorthogonal wavelets techni-
ques that can be of great interest for various types of studies of Brazilian physics community, serving also to
other related areas. This text is written, in particular, to researchers, teachers, graduate students and last years
under graduate students.

Keywords: wavelets, multiresolution analysis.

1. Introducao histérico foi a criagao de fungoes wavelet biortogonais
com caracteristicas especificas e pré-estabelecidas de in-
teresse em aplicagoes como a teoria de sinais, andlise
de imagens e resolucao numérica de equacgoes diferen-
ciais [I,[@, B, 00,04, 28, 80,8d]. As wavelets biortogonais
possuem propriedades de localizacao e cancelamento lo-
cal de polinémios, fornecendo um método efetivo para
a compressao de dados e estudos da regularizacao lo-
cal [@,8,8,MM]. Tornando-se, assim uma ferramenta
apropriada nas representacoes de fungoes, ou sinais, em
vérios niveis de resolugéo ou frequéncia [B3], permitindo
seu estudo local e individualizado.

Aplicacoes da teoria wavelet, tipicas na fisica, sdo, em
geral, aquelas relacionadas a turbuléncia em fluidos e
em plasma, a termodinamica, a fisica do estado sélido
e atomica, a astrofisica, a geofisica espacial e a fisica
da atmosfera. Os primeiros trabalhos de formalizacao
dessa teoria foram realizados na década de 80, inici-
ando com os trabalhos de J. Morlet e seus colaborado-
res A. Grossmann e P. Goupillaud [[3,d,E9] seguidos
pelos trabalhos de Y. Meyer, I. Daubechies e S. Mal-
lat [8,22,23]. Um excelente histdrico e sintese da siner-

gia envolvida nos desenvolvimentos que culminaram no
nascimento da teoria conhecida hoje como teoria wave-
let encontra-se em [E0,E].

Na evolugao dessa teoria, um advento
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O objetivo deste artigo consiste em apresentar
os conceitos de analise multirresolucao biortogonal e al-
gumas propriedades fundamentais de uma forma mais
atual para pesquisadores e professores, estudantes de
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pos-graduagao, e mesmo de graduagao, interessados em
tirar um maior proveito de tal tipo de ferramenta. Na
Secao 2 e Secdo 3 apresentam-se respectivamente a de-
finicao de andlise de multirresolucao e a anélise de mul-
tirresolucao biortogonal. Na Secao 3.1, a transformada
wavelet. Na Secao 3.2, um exemplo de uma andlise
multirresolugao. Na Secao 4, sao apresentadas outras
wavelets biortogonais. E na Secgdo 5, as consideragoes
finais.

2. Analise de multirresolucao

Nesta secao define-se o conceito de andlise de multir-
resolucao baseado em uma sequéncia de sub—espagos
lineares encaixados e suas funcgbGes base conhecidas
como fungoes escala. Posteriormente, caracterizam-
se espacos complementares a esses espagos encaixados.
Nesses novos espacos, as fungoes base sao denominadas
funcoes wavelets.

Por defini¢ao, uma andlise de multirresolugao
(MR), do espaco L?(R), é uma sequéncia de sub—
espacos lineares V7 de L2(R), gerada por uma funcio ¢,
conhecida como funcio escala.? A MR {V7, ¢} satisfaz
as seguintes condigoes:

l....cVv?2cvVvicVvicvticVvzc...,
NjezV? = {0}, L2(R) = UjezV7,
2. f(z) e VI & f(2x) € VIt

3. f(2)e VY & flx—k)e VO VkeZ

4. ¢(x — k),ey, ¢ uma base Riesz de VO, ou seja,
satisfaz a desigualdade

AY el <l Y- endla — k) 1P< BY el
k k k

em que 0 < A, B < oo, para todo (cg)rez € £2.

Como consequéncia dessas propriedades, tem—
se os seguintes resultados:

1. Existe uma sequéncia h € £? que satisfaz a relacao
de escala

(z) =2 h(k)

kEZ

o2e k), (1)

em que h(k) sdo os coeficientes do filtro escala.
2. Para cada inteiro j, a familia

ol(x) =222 — k), keZ, (2
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forma uma base de Riesz de V7. Ou seja, qual-
quer funcao deste espago pode ser representada
por essa familia.

Considerando dois espacos encaixados V7 C
VI*1 define-se os espacos W7 = VIt NVJ que contém
a diferenca de informacao entre o nivel de resolucgao j
e o nivel mais refinado j+1, ou seja, os detalhes entre
um nivel e o seguinte. Essa caracterizagao é de grande
importancia na teoria wavelet.

3. MR biortogonal

A partir do conceito de MR constréi-se uma MR, bior-
togonal, designada MRb, que consiste de pares {VI, ¢}
V*7,¢*} de MR satisfazendo a relagao de biortogo-

nalidade
- [ota-

(Pply — k), 9" (y — ) : (@ =€) dz =6k (3)
Esses pares estao relacionados por

LQ(R) — VO + V*OL’

em que V*°+ indica o espaco das funcdes perpendicu-
lares a V*?.
Analogamente, para um ; fixo, as familias

{¢7} e {¢3,”} também sao biortogonais,

(7., 07 —2J/¢2Jx— 2z —0) dr=6pp.  (4)

Neste caso, sao validas as somas diretas
Vith = Vi 4 Wi e V¥t = V*i + W*J em que
WI=VIitlay=it ¢ Wri=y=itlayi®

Definindo as fungoes ¥ e ¥* como

=2 Zg o2z — k), (5a)
kEZ

=2 g" (k)¢ (22 — k), (5b)
keZ

em que usualmente escolhe-se
g(k) = (=D)FR*(—k+1), g% (k) = (=D h(-k +1).
Prova—se que as familias
Pl (z) = 222z — k), (6a)
() = 29/2* (20 — k), (6b)
sdo bases de Riesz de W7 e W*7J,

Essas familias de fungoes satisfazem as
condicoes de biortogonalidade

(¢, 97) =0, (7a)
(¢ 47) =0, (7h)
(W7 %0") = GymOn,e- (7c)

2Para a devida clareza junto ao leitor iniciante, os Apéndices apresentam conceitos e esclarecimentos matematicos.
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Em consequéncia dessa construcao, uma MRb
é uma ferramenta muito 1til para o estudo de fungoes
[ € L%(R), pois hd duas formas de representd-las nos
espacgos da MR. A primeira, utiliza expansoes em ter-
mos de fungoes escala, e a outra expansoes em termos
de wavelets. Fungoes podem ser aproximadas pelas suas
projecdes em V7,

Pif(x) =Y d L),

k

em que c,7C = {f, qb;j) sdo os coeficientes escala. As
projecoes em W7,

x) =Y dj ¥i(x)
k

em que os coeficientes wavelet & = (f, ZJ> e QI f(x)
contém a diferenca de informagado entre os niveis j e
j+1, ie.,

Q' f(x) = [PTH =PI f (=),

caracterizando esquemas de aproximacao no espacgo das
fungbes wavelet. Em multinivel para jo < j, tem—se:

P f(x) = [P+ Q% + -+ Q'] f(z),  (8)

que esta associado a decomposicao
VIt = ydo W0 4 W
que corresponde a seguinte férmula
ch+1¢J+1 :E) ZCJO ¢JO (1. + Z dewk ’ (9)
m=jo k

e & mudanca de base
{o1"} e {oyu () u{Wl).

Essa representagao em multinivel permite a
construcao da transformada wavelet discreta e sua in-
versa conforme apresentado a seguir.

3.1. Transformada wavelet

Para efetuar a transformada wavelet discreta
DWT =DWT /™! e sua inversa IDWT =IDWT /™" | ie.,

oy DT
I1DWT

{cj",dj",-u ,dj}

calculam-se os coeficientes cfc e dfg obtidos dos coeficien-

tes cgjl por meio de algumas manipulagoes das relagoes
de escala de ¢* e ¥*, de tal forma que:

=v2Y " (m - 2k)) (10)

m
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dl = V2> g"(m—2k)d . (11)

Esses algoritmos de andlise ou decomposigao,
da transformada, e de sintese ou reconstrucao, da trans-
formada inversa, sao conhecidos como algoritmos Mal-
lat [22]. Ao final do processo de decomposigao, o ar-
mazenamento dos coeficientes wavelet e escala é feito
no mesmo vetor de dados inicial e, dessa forma, nao hé
necessidade de area fisica extra de armazenamento.

A seguir apresenta-se um exemplo canénico de
MRb utilizando as fungoes de Haar e também como sua
respectiva transformada wavelet pode ser obtida.

3.2. Exemplo - MRb Haar

Em 1910, Haar [[Z] mostrou que certas fungdes podem
ser transladadas e dilatadas de modo a criar uma base
que gera o espago L2(IR). Com o desenvolvimento da
teoria de MR verificou-se que o sistema de Haar é um
caso particular de uma MRDb .

Nesta secao, apresenta-se essa MRb em que
considera-se ¢ = ¢* ey = *, com a fungao de Haar
¢(z) definida por

() = 1, se 0 <o <1,

~ 1 0, caso contrério.

Em multinivel, as fungoes ¢i, também sao chamadas
de fungoes de Haar.

Como ilustracao, considere a Fig. @ em que
a primeira coluna contém uma funcao de Haar bésica
de V?, a segunda coluna uma tnica funcdo de Haar
cujo comprimento é metade da funcdo de VY, e sua
translacdo, sendo ambas funcdes de V1. A terceira co-
luna contém quatro translacoes da funcao de Haar de
comprimento igual a 1/4. Enquanto a quarta coluna
apresenta oito translagoes de uma funcao de Haar de
comprimento 1/8.

A soma de duas fungées de Haar de compri-
mento 1/2 produz a fungéo escala de Haar de compri-
mento 1, ou seja,

¢(z) = ¢(27) + ¢(2z — 1),

e a funcao wavelet de Haar,
U(x) = ¢(22) — o2z — 1).
Para obter os coeficientes ci e di, resolve-se o sistema
o) =5 (6h @) +ofi1 (@)

Wh@) =25 (6 @) - b1 (@),

S

(12)
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VO Vl

Figura 1 - Fungdes de escala de Haar que geram os espagos V7=0

em que se obtém

_ V2

o3 (@) = =5

L@ =2 (o) - ).

(A@+el@), (13

Nas Figs. O, B e @ sao apresentadas as fungoes
escala de Haar e a decomposicio wavelet de V3, V2,
V1. Continuando a decomposicio do espaco gerado pe-
las funcoes escala até o espaco V', obtem-se a decom-

Domingues e Kaibara

V2 V3

posicio completa de V3 (Fig. B). Considerando que f
¢ um elemento de V? segue que

f@)=) & di), (15)
k

i=3 , P
em que ¢, ° é um numero real. Separando os indices
pares dos fmpares e usando a Eq. (Id) obtém-se que

F@) =2 (& ¢i(@) +d§ vi(x)),  (16)

k
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Figura 2 - Decomposicido wavelet de V3 = V2 + W2,
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J=2 J=1
1
. . —
. . wt
. . i
Figura 3 - Fungdes de escala de Haar e decomposigdo wavelet de V2 = V1 4+ Wl
j=1 Jj=0
L
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Figura 4 - Decomposigio wavelet de V1 = V0 + W0,
em que Andlise: {¢/t1} — {dUd’}
V20 1
o V24 3 c’z—(cﬁr +c’+>
% =5 (3 + Crs1) » koo 2k k1 18
¥ (17) N ) (18)
2 J_ ( j+ j+ )
2 _ 3 3 A== (" —c
dy = - (3% — 1) » koo 2k 2ht1
Y Sintese: {c¢/ Ud’} — {c/*!
ou seja, f é um elemento de V2 + W32, { } = }
De modo geral, dado f € VJT! as trans- L V2 Ry
formacoes de anilise e sintese fornecem um algoritmo 2k T 9 ( kT Ok (19)
para se mudar do espaco V7T para o espaco V7 U W/ - V2 ;
e vice-versa, ou seja, c—;k+1 = > (Cfc - dk)
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Figura 5 - Decomposigio wavelet completa de V3 = VO 4+ W0 4 Wl 4 W2,

Considera-se agora um exemplo de uma
operacao de andlise em 5 niveis de decomposicao para 3—x
a funcao flz)=——=+ 2

2 0, caso contrario,

, T €[2,4),
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Figura 6 - Exemplo uma de fungéo (a), e sua decomposicio PIt!f(z) = PI f(z) + QI f(x), para j = 4,---,0, em (b).

apresentada na Fig. B. Na primeira coluna dessa figura
sao plotadas as aproximagoes de f em V4, V3, V2, V1
e V9, na segunda coluna os detalhes de uma resolucdo a
outra, ou seja, os detalhes em W4, W3, W2, W'e WO,
Pode ser observado o efeito dos filtros passa-baixa e dos
detalhes de mais alta frequéncia sendo gradativamente
extraidos do representacao inicial da fungao.

3.3. Propriedades de uma MRb

Nesta secao sao apresentadas algumas das principais
propriedades de uma MRb que contribuiram bastante
para seu sucesso em diferentes areas. Entre elas, as
propriedades de aproximagao multi-escala local, analise
tempo-frequéncia e de regularizacao local.

Momentos nulos e suavidade: A ordem de precisao
de esquemas de aproximagao ¢ usualmente definida pela
capacidade que esses esquemas possuem de reprodu-
zir polindmios. No caso especifico de aproximagoes em
termos das transladadas de uma funcao basica numa
malha regular, isto é caracterizado pela condigao de
Strang-Fix [[H).® Em uma MRb as fungoes escala ¢
e suas duais ¢* satisfazem a condigdao de Strang—Fix
(CSF) por construgao.

Uma importante caracteristica dos coeficien-
tes wavelet di, = (f, ¢;7) é que a sua ordem de gran-
deza estd associada a suavidade da fungao f, no suporte
de 9,7, e ao nimero de momentos nulos da funcio
1*. Portanto, os coeficientes wavelet podem ser usa-
dos como indicadores locais de regularidade das funcoes

3Ver Apendice 5 para mais detalhes sobre a CSF, suavidade e momentos nulos.
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analisadas, pois tipicamente sao pequenos em regioes de
suavidade e maiores em regioes com singularidade. Por
essa razdo, expansoes em wavelets possuem a vantagem
de poderem ser mais econémicas para uma classe bem
ampla de fungoes. Assim, a amplitude dos coeficientes
wavelet é uma medida da regularidade local da fungao
analisada. Por exemplo, seja a fungao suave por partes,
como ilustrado na Fig. @. Como pode ser visto na re-
presentagao no plano posigéo x escala (X j), a maioria
dos seus coeficientes wavelet sao despreziveis e podem
ser desconsiderados. Esse é o principio basico de muitas
aplicacoes de wavelets.

Pode—se verificar que o grau de suavidade de
uma funcao escala estd diretamente relacionado com a
ordem da sua CSF, ou seja, a suavidade de ¢, e con-
sequentemente de 1, aumenta com a ordem da CSF p.
Logo, quanto mais suave for a 1, maior serd o ntmero
de momentos nulos de *. Neste paradigma de mo-
mentos nulos/suavidade das fungdes wavelet, a inter-
pretagao das seguintes formas de representacao pode
ser diferente:

F=>"(fw) vl (21a)
gk

=) vy (21b)
7,k

Supondo que ¥* possui mais momentos nulos que ¥,
entao, ¥ é muito mais suave que ¥*. Logo, a primeira
forma (PId) é muito mais indicada do que a segunda
(E1m™), do ponto de vista de compressao de dados. Essa
compressao € realizada por meio da reconstrugao dos
dados apenas com os coeficientes dj, maiores que um
certo valor de corte escolhido. Para exemplificar isso, a
seguir sao apresentados os resultados da compressao de
uma imagem do canal infra-vermelho termal do satélite

i o 4
(a) Imagem Meteosat original

(b) 8% dos coeficientes
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METEOSAT (Fig. Ba). Consideram-se essas duas for-
mas de representacao no caso bidimensional, que é des-
crito em detalhes em [B]. Neste exemplo, utilizam—-se
as representagoes associadas a (¥*,¢) e (¢,¢*) das
Egs. (E18) e (EIH), com apenas os coeficientes wavelets
significativos de médulo maior que 100. Para (1*, )
apenas 8% dos coeficientes wavelet foram significativos.

Dupla localizagao: As wavelets biortogonais possuem
duas caracteristicas fundamentais: a localizagao fisica
e a localizacao em frequéncia.

15
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(b) Posigio dos |d7| > 1072

Figura 7 - Exemplo da localizagao dos coeficientes wavelets signi-
ficativos. (a) uma fungao nao periédica com uma descontinuidade
e uma variacdo abrupta; (b) posigdo de seus coeficientes wavelets

significativos |d{€| > 102 no plano z x j.

‘ $ Dy i
e N - .

(¢) 11% dos coeficientes

Figura 8 - Imagem de satélite METEOSAT no canal infravermelho termal, original e reconstruida com 8% e 11% dos coeficientes
wavelets, para o mesmo MSE de 4,8. Essas reconstrugdes correspondem a (¢*,v) e (1,9*), com ordens da condi¢do de Strang-Fix
CSF p* =4 e p =0, i.e., 5 momentos nulos para ¢* e 1 para 1. para .



3701-10

A fungéo escala ¢(x) concentra-se em um in-
tervalo finito, com comprimento Az. Desta forma, a
medida que j aumenta, ¢(2/x — k) fica localizada em
intervalos de comprimento cada vez menores, de escala
Az = O(2779). Os indices k indicam a translagao k277
efetuada. Assim, em cada nivel de escala j, todas as
funcoes escala possuem a mesma forma, s6 mudando a
posicao em que estao localizadas, que diferem por um
multiplo inteiro da escala. Este comportamento é si-
milar para as wavelets, garantindo assim a localizagao
fisica.

Tendo em vista as propriedades de dupla loca-
lizacao das wavelets, tanto no dominio temporal quanto
no dominio das frequéncias, percebe-se que os coeficien-
tes wavelet dj, sdo uma medida do conteido frequencial
de f associado as frequéncias £ € 7 que ocorrem no
suporte de ¢} (t). Neste sentido, a transformada wave-
let é do tipo local em tempo-frequéncia, com resolugoes
temporal e frequencial inversamente proporcionais

Az x AV¢€ = constante.

Essa expressao estd relacionada com um teorema de
Fourier, e na fisica é conhecida no contexto do Principio
de Incerteza de Heissenberg. Uma boa discussao desse
assunto é apresentada em [EI,B3, cap. 12 e 13].

4. Wavelets biortogonais e teoria de fil-
tros

No dominio da frequéncia, a relacao de escala é expressa
como

$(§) = H(£/2)p(£/2), (22)

em que H(§) = Yoz h(k)e ™ ¢ um filtro do tipo
passa—baixa, i.e., H(0) =1 e H(w) = 0, associado a ¢
(Fig. B). Em consequéncia dessa construgao das fungdes
escala em termos de um filtro passa— baixa H(£), a
transformada de Fourier (zg(f ) estd localizada simetrica-
mente em uma regiao centrada em torno de £ = 0.

Desta forma, em operagoes de convolugao,
q@(f) pode ser interpretada como um filtro passa-baiza,
que privilegia as baixas frequéncias. Fazendo uma
mudanca de escala, resulta que (]B(Q_JE) também é
um filtro passa—baixa, centrado em torno de £ = 0,
com largura de banda proporcional a 2/. O caso
das fungbes wavelets é diferente. O filtro wavelet
G = E:I{EZg(k)e*““g é do tipo passa-banda, i.e.,
G(0) =0 e G(r) = 1 (conforme Fig. B).

4Ver propriedades dessas funcdes splines no Apéndice 6.
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Figura 9 - Exemplo de filtros biortogonais passa-baixa H (&) e
passa-banda G(§).

Portanto, zﬁ({) também ¢ uma funcao
simétrica, mas que se anula em & = 0. Para £ > 0,
concentra-se em uma regiao () de comprimento AE.
Desta forma, em operacoes de convolugao, 1&(5) pode
ser interpretada como um filtro passa-banda, que privi-
legia as frequéncias |¢| € Q. Fazendo uma mudanca de
escala, resulta que 1&(2_3' £) também é um filtro passa—
banda, com localizacio em uma regido €27, com largura
de banda AJ¢, proporcional a 27.

Outros exemplos referente a MRb sao as
fungoes wavelet biortogonais splines em que as funcoes
wavelet 1* sdo funcoes splines®. As conhecidas familias
wavelet ortogonais de Daubechies sao casos particula-
res dessas familias biortogonais splines em que ¢ = ¢*
ey = *. Numa visao mais atual, as wavelets biorto-
gonais splines e as wavelets ortogonais de Daubechies
estao associadas a pares de filtros biortogonais H e H*,
tal que

P (§) = H(E) H*(§) (23)
satisfaga a relacao
Pr(§) + Pu(§+m) =1, (24)

em que P sao filtros interpolantes de Lagrange asso-
ciados a esquemas de interpolagao. Para cada inteiro
par M = 2K, o filtro interpolante Pp; é definido por

P () = <cosg)M zz_:( K—;rm >(sin§/2)2m7 (25)

para K > 1, e possui as seguintes propriedades:

1. simetria em torno de £ = 0, ie., Py(§) =
P (=8).

2. positividade, Py (€) > 0, para —1 < £ < 7, e
Pp(§) = 0 se e somente se { = 7. Além disso,
para £ =0, e £ = =+,

d* Py -
dng(g)zo, 1<k<M-1.

Filtros que satisfazem as propriedades acima
sao conhecidos na teoria de banco de filtros como linear-
phase halfband mazflat filters [B). Os exemplos de fil-
tros biortogonais H e H* apresentados neste trabalho
sdo obtidos por fatorizacoes do filtro Py;. Por isso esse
filtro possui um papel importante na teoria wavelet.
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As wavelets splines biortogonais sdo cons-
truidas em [B]. Para cada 1 < N* < M, seja N, de
mesma paridade de N*, tal que M = N + N*. Seja
H* = Hy~ o filtro definido por

H*(8)

)

— o ikE/2 (cos %)N

e seja H = Hy n~ o filtro definido por

N K—1
H() = efik% (cos g) Z ( K7;+m ) (sin£/2)2m,
m=0

em que k=0, se N* for par e k=1, se N* for impar.

Na Fig. M estao os gréficos dos filtros biorto-
gonais H, H*, G, G* para (N,N*) = (1,5) e na Fig. [T
estao apresentadas suas respectivas funcoes escala e wa-
velets.

3

3

5 2

1 1

0 0
1 -1
s -2
-3 -3

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Hi5 (b) Hi 5
3
3

2 2

1 1

0 0
1 -
5 5
-3 -3

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(©)Gis (d) Gi5
Figura 10 - Filtros biortogonais splines.
(a) 9" = Bi(x) (®) 1 5(z)
(¢) ¢1,5(x) (d) ¥1.5(z)

Figura 11 - Fungoes escalas e wavelets biortogonais splines.
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Para a construgao das fungoes wavelets orto-
gonais de Daubechies utiliza-se outra fatoracao do filtro
Py considerando H = H*. Isso dé4 origem aos filtros
ortogonais de Daubechies H = Hg (), M =2K, de tal
forma que

P (€) = |Hr ().

Os coeficientes h(k) desse filtro sdo nulos para k < 0
e para k> M.

As respectivas funcoes escala ¢ = ¢ possuem
suporte [0, M —1] e definem uma familia ortogonal em
que ¢* = ¢ e ¥* = 1. Essas funcoes escala nao apresen-
tam qualquer tipo de simetria, exceto quando K = 1 em
que tem-se a wavelet de Haar. Isto pode ser verificado
no exemplo das funcao escala e wavelet de Daubechies,
para K =2, apresentadas na Fig. [ juntamente com
suas transformadas de Fourier e para K =4, na Fig. 3.
Observa-se também que a medida que K aumenta a
suavidade dessa funces também aumentam.

14 2

12 15
1
08 !
06| 05
04 0
02 05
0

02 -
0.4 15

o 05 1 15 2 25 3 4 05 0 05 1 15 2

(@) ¢(x) (b) ()

12 09
1 08
07
08| 06
06 | 05
0.4 0.4
02 03
02
0 0.1
02 0

30 20 -0 0 10 20 30 30 20 <10 0 10 20 30

(©) [9(&)] (d) [¥(&)]

Figura 12 - Exemplo de uma funcao escala e wavelet ortogonais de
Daubechies K = 2 e seus respectivas transformadas de Fourier.
Observa-se que, neste caso, o suporte de ¢(z) é o intervalo [0, 3]
e ¢ (x) se anula fora de [—1, 2] e estas fung¢des nao séo simétricas.

1.2 1.5
il
08 - !
06 - 0.5
04 -
02+ 0
ol
-0.5
-0.2 -
04 Kl
0 1 2 3 4 5 6 7 -6 4 2 0 2 4 6
(a) pa(x) (b) Ya(z)

Figura 13 - Funcdes ortogonais escala e wavelet de Daubechies
para K = 4.
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5. Consideragoes finais

Em suma, a transformada wavelet revela qual parte do
dado ou da funcao analisada transporta energia e em
quais frequéncias, como também permite avaliar a regu-
laridade local desse dado ou fungao. Essa frase traduz
talvez quase todo o espirito, do ponto de vista fisico,
dessa ferramenta.

Existem muitas outras familias de wavelet,
como, por exemplo, a wavelet de Morlet, de Maar,
de Meyer, construidas e aplicadas em véarios problemas
fisicos [7,9,14,17,19], as wavelet packets [BH], e as dual-
tree wavelets [22]. Contudo, na maioria das aplicagoes,
as fungoes wavelet utilizadas tém sido as familias de
Morlet e as biortogonais de Daubechies. H4 muitos pro-
gramas e informagoes sobre wavelets disponiveis gratui-
tamente, como apresentado na Tabela 1.

Existe um esforgo necessario inicial por parte
dos interessados para a utilizacdo do formalismo das
transformadas wavelet. Entretanto, isso é realmente
compensado por ser esta uma ferramenta muito 1til
na analise de dados e de equagoes diferenciais, cons-
tituindo um cenério encorajador, senao muitas vezes,
indispensavel, para as atividades de ensino e pesquisa.

Tabela 1 - Alguns enderecos eletronicos relevantes em wavelet.

Informacgoes
WW.Wavelet.orq

%

WW.Sbmac.org.br/comAnalilseo.php
ﬁww.Iac.1npe.5r7wwIeH

!

pww.unistuttgart.de/iag/
fiww.cosy.sbg.ac.at/-uhl/wav.htm]|
porum.homeunix.net/~carl/wavelet/]

tp.nosc.mil/pub/Shensa/Signal_process
Softwares

é

EWW—I‘OCQ .lnria. fr? sc1Ia57 conErlBuElons .HEm]]
frw-dsp.T1ce. edu/soTtware/rwt . shtml

ww-stat.stantord.edu/~wavelab/
ww.sStats.bris.ac.uk/~wavethresh/softwarg
paos.colorado.edu/research/wavelets/software.html]
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Apéndice
Conceitos matematicos

Algumas das propriedades matematicas e definicoes
de interesse na MR, muito esclarecedores principal-
mente para professores sao apresentadas nesta secao
[2,8,01,03].

Espacos L2 e /2

As funcoes que pertencem ao espaco L2 obedecem a
seguinte condig¢ao

[ epa] <. (26)

—00

O espaco £? consiste de todas as sequéncias
de nimeros complexos cuja soma dos moédulos ao qua-
drado é finita.

Uma familia {¢,} de vetores em uma base
do espaco de L2 é um frame se existe duas constantes
A >0e B >0 tais que, para qualquer f em L2,

AlFIP <Y 1< foon > P < BIIfI

nel’

Se A = B, o frame é chamado de frame seguro. Uma
base Riesz é um frame cujos vetores sao linearmente
independentes.

Ortogonalidade e biortogonalidade

Se uma fungdo f(t) € L? é expandida em termos de
um certo conjunto ortonormal {¢x(t)}rez, pode-se es-

crever:
00

F6) = Y crdr(t). (27)
k=—o0
Uma vez que se conhece uma fungdo f(t) para todo
dominio, os coeficientes podem ser obtidos pelo pro-
duto interno da fungao com as bases, i.e.:

<f7 ¢k>

/ T HO B de
/OO i adu(t) on(t) dt

P =0
= Z Cy 51,]@ = Ck. (28)
l=00

Em certas aplicacoes, no entanto, as funcoes
bases ortonormais podem carecer de algumas propri-
edades desejaveis do processamento de sinais. Nessas


www.wavelet.org
www.wavelet.ens.fr
www.sbmac.org.br/comAnalise5.php
www.lac.inpe.br/wwlet
dmsun4.bath.ac.uk/resource/warehouse.htm
www.unistuttgart.de/iag/
www.cosy.sbg.ac.at/~uhl/wav.html
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ftp.nosc.mil/pub/Shensa/Signal_process/
www.amara.com/current/wavesoft.html
www-rocq.inria.fr/scilab/contributions.html
www-dsp.rice.edu/software/rwt.shtml
www-stat.stanford.edu/~wavelab/
www.stats.bris.ac.uk/~wavethresh/software
paos.colorado.edu/research/wavelets/software.html
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oportunidades, representacoes biortogonais tornam-se
uma eficiente alternativa para superar algumas das li-
mitagdes de ortogonalidades e fornecer uma boa apro-
ximagao para uma dada funcao. Seja assim {¢g(t)}rez
um conjunto de fungoes bases biortogonais. Existindo
um outro conjunto de fungoes bases {¢y(t) ez € L2,
tal que:

«%@:[%m@mmﬁ:%h (20)

o conjunto {@p(t)}xez é chamado bases duais de
{¢k(t)}kez. A linha sobre a fungao significa o seu com-
plexo conjugado.

Dessa forma, pode-se expandir uma fungao
g(t) em termos da base biortogonal:

g(t) = > di d(t), (30)
k=0

e obter os coeficientes por meio de:

<ga¢~5n>
- [ swima (31)

dn

Por outro lado, a funcéo g(t) pode ser expandida em
termos da base dual:

g(t) = di di(t), (32)
k=0

e obter os coeficientes duais dj por meio de:

<g7¢l>
- / o(t) G0 dt. (33)

— 00

d;

Diferentemente das bases ortogonais, que pertencem ao
mesmo espaco, em uma base biortogonal as bases duais
nao tem de estar no espago original. Quando acontece
das bases biortogonais e sua dual estarem no mesmo
espago.

Suporte compacto

Se a funcao f é nao zero com suporte compacto, entao
sua Transformada de Fourier nao pode ser zero em todo
o intervalo. Isso implica que se a sua transformada
de Fourier possui suporte compacto, entao a funcao f
nao pode ser zero em todos os intervalos temporais.
Se as restrigoes de Heisenberg sao verificadas, é im-
possivel existir uma funcao do LL? que possua suporte
compacto nos dominios de tempo e frequéncia (Fourier).
Isso significa que nao existe uma analise frequencial ins-
tantanea para sinais de energia finita.
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Condicao de Strang—Fix

Seja p um inteiro ndo negativo. Uma funcao f satisfaz
a condicao de Strang-Fix de ordem p se f(0) # 0 e f(¢)
tem zeros de ordem p + 1 em todos os pontos ( = 27k,
0£keZ.

No caso da MRb, seja p a ordem da condigao
de Strang—Fix CSF satisfeita por ¢, i.e., todo polindomio
de grau menor ou igual a p pode ser representado exa-
tamente por ¢(x) e suas transladadas ¢(z—k). Pode-se
verificar que p+1 é exatamente a multiplicidade do zero
do filtro H(§) em £ = w. Essa propriedade garante a
ordem de aproximagcao

1f =P £l = O279+HD),

O mesmo ¢ valido para as duais ¢*. Se p* é a ordem
da CSF das ¢*, a multiplicidade do zero em H*(§) em
E=mép + 1.

Por outro lado, como G(£) = e H* (£ + ),
a multiplicidade do zero do filtro G(§), em £ = 0, é igual

ap*+1. Analogamente, como G*(§) = e “H (¢ + ), a
multiplicidade do zero do filtro G*(§), em £ = 0, é igual
a p+ 1. Pode-se verificar que o nimero de momentos
nulos de uma fungao wavelet é igual a multiplicidade
do zero do filtro G(§) em & = 0. Portanto,

/ 2 Y(x) de = 0, (=0,...,p", (34)
que estd relacionado com

d“p(€)
det

Analogamente, para as wavelet duais 1*, tem—se que:
/ atp*(x) de = 0,

que estd relacionado com

d'*(€)
dgt

le=o=0, ¢=0,---,p" (35)

£=0,...,p, (36)

le=0=0, £=0,---,p. (37)

Funcoes splines
As fungoes B-splines By(x) de ordem ¢, em que z € R,
sao construidas a partir da seguinte convolugao:

Bo(z) = By * Be—1)(x), £>1,

em que Bp(r) é a fungdo caracteristica no intervalo
[0,1], i.e.,

_ [ 1 parazel0,1),
Bo(x) = { 0 caso contrario.

Para calcular as fungoes B-splines de ordem
superior, utiliza—se a seguinte férmula:

{+1
B = 30 (0 (1) o))
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O primeiro termo entre parénteses da equagao

anterior representa uma binomial

(b)) =S

e s(x) é expresso da forma a seguir

x—&-%_k, se ¢ for par,

s(z) =

T+ e"‘Tl —k, se £ for impar.

O suporte das By(z) é

[—%, % + 1} , se ¢ for par
supp By =

[_6—5-717 “?1] , se £ for impar
Essas fungoes sao sempre positivas no interior desse su-
porte e elas sdo simétricas em torno do ponto zero se £
for fmpar e do ponto 1/2 se £ for par. A funcio BY é a

conhecida funcao chapéu, i.e.,

r+1 —-1<2<0,
Bi(z)=¢ z—1 0<z<1,
0 caso contrario.

Exemplos de fungoes By(x), para £ = 0,---,3, sado
apresentados na Fig. IA, em que é possivel verificar as

propriedades de suporte compacto, positividade e sime-
tria.

A transformada de Fourier das fungoes By(x)
também possui uma férmula explicita, que é expressa

por,
seng/2 ¢ ,
. % , sel é par,
Be(§) = ¢
e—i€/2 ((SCNE/2 se £ é impar
£/2 ’ par.
1 1 A
0.8 0.8 // \
0.6 0.6 // \\
0.4 0.4 / \\‘
0.2 ‘ 0.2 //’ \\\
3 2 -1 0 1 2 3 -3 2 l 0 1 2 3
(a) Bo(x) (b) Bi(x)
. o
0.6 / \ 0.6 //\\
/ / \
0.4 / \ 0.4 // \\
0.2 / \ 0.2 / \\
/ \ P N

-3 -2 1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

(c) Ba(z) (d) Bs(x)
Figura 14 - Fungoes B-splines By(z) de ordem £=0,1,--- ,3.

Isto facilita a construcao do filtro escala,
HY, n, das fungdes biortogonais splines.
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Caracteristicas das wavelets

Um maior detalhamentos das caracteristicas das
fungoes wavelet biortogonais splines e ortogonais e Dau-
bechies estao apresentadas a seguir.

Biortogonais splines

O filtro H* é associado a fungao B-spline ¢* = By,
de ordem N*—1. Neste caso, a MR {¢*,V*7} estd
associada aos espacos das fungoes em que a derivada
de ordem N*—2 é continua, e polinomial por partes de
grau N*—1. Por outro lado, o filtro Hx, n- define uma
funcdo escala ¢ = ¢y n- de tal forma que {¢,V’} e
{¢*,V*7} definem uma MRb. Da mesma forma que
0%, ¢ é simétrica em torno de =z 0 se N for par,
e simétrica em torno de x = 1/2 se N for impar. O
suporte da fungao escala ¢ é [-N, N+1].

A ordem dos zeros dos filtros H e H* em 7 sao
N e N*. Entdo, CSF para a funcéo escala ¢ = ¢ n- €
da ordem de N—1 e a CSF de sua dual é da ordem de
N*—1. Logo, a wavelet ¥ tem N*—1 momentos nulos,
enquanto sua dual ¥* possui N —1.

Os coeficientes dos filtros h* e h, sao niimeros
racionais cujos denominadores sao poténcias de 2. Esta
propriedade reduz erros na implementagao numérica de
algoritmos que utilizam esses valores. Além disso, sao
simétricos em torno de k = 1/2, se N for impar, ou
em torno de k = 0 se N for par. Na Tabela B sao
apresentados os coeficientes h(k) e h*(k) associados a
(N,N*) = (1,5), e (2,4), os valores nao incluidos, néo

nulos, sao obtidos por simetria.

Tabela 2 - Coeficientes hy e hj, para k > 0. Coeficientes hy e
hy,, para k > 0.

N=1 N*=5 N=2 N* =14
k  256h(k) 256h*(k) 256h*(k) 128h*(k)
4 3 3

-3 -3 -6

-2 -22 -16

-1 22 64 38

0 128 128 128 90

Ortogonais de Daubechies

Como a ordem dos zeros dos filtros Hg em 7 é K, entao,
a CSF para a fungao escala ¢ é da ordem de K — 1 e
a wavelet 1) tem K — 1 momentos nulos. A Tabela B
contém esses coeficientes para K =2 e 4.
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Tabela 3 - Valores nao nulos do coeficientes escala ortogonais de
Daubechies h(k).

Ordem K
2 4
0.341506350946110 0.162901714025649
0.591506350946109 0.505472857545914
0.158493649053890 0.446100069123380
-0.091506350946101  -0.019787513117822
-0.132253583684520
0.021808150237089
0.023251800535491
-0.007493494665181

NO Ut W= O

Maiores detalhes sobre a construgao e proprie-

dades dessas funcoes podem ser encontrados na Ref. [B,
cap. 6, pag. 195].
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