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Modelagem do fluxo de pedestres pela teoria macroscopica
(Modeling the flow of pedestrians by the macroscopic theory)
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A necessidade de modelar o triafego de pedestres tem se tornado uma prioridade em ambientes por onde
os pedestres possam circular. As pesquisas avancam na tentativa de solucionar acidentes relacionados a mul-
tiddes. Além disso, analisar estruturas para pedestres antes que elas tenham sido construidas tem se tornado
uma exigéncia das autoridades, assim como poder gerenciar o fluxo de pedestres nessas instalagoes. Para ca-
racterizar este comportamento, surgiram estudos abrangendo teorias da fisica e da matemética, que analisam o
trafego de pedestres através de modelos descritos por equagoes diferenciais e integro-diferenciais. Neste trabalho
apresenta-se um exemplo de modelo para o trafego, abordando-o sob a escala macroscépica de modelagem do
trafego e sua ligagao direta com a fisica e os modelos hidrodinamicos. Aplica-se o modelo criado a uma situagao
de caminhada, onde os resultados foram comparados a outros trabalhos referentes a simulagoes e observagoes
experimentais sobre o trafego de pedestres, encontrados na bibliografia.

Palavras-chave: teoria macroscépica, fluxo de pedestres.

The need to model the traffic of pedestrians has become a priority in environments where pedestrians can
circulate. The research has advanced in an attempt to solve accidents related to large crowds. Furthermore,
analyzing structures for pedestrians before they have been built has become a requirement of the authorities,
as well as being able to manage the flow of pedestrians in those facilities. To characterize this behavior, studies
have emerged including theories of physics and mathematics, which analyze pedestrian traffic through models
described by differential and integral-differential equations. This work presents the macroscopic scale modeling
of traffic and its direct connection with physics and hydrodynamic models. The model was applied to a walk
situation where the results were compared with other work on the simulations and experimental observations on
the pedestrian traffic, found in the bibliography.

Keywords: macroscopic theory, flow of pedestrians.

1. Introducgao

Cada vez mais a necessidade de modelar o fluxo de pe-
destres tem se tornado uma prioridade nas grandes ci-
dades e vias urbanas em geral. Com esse objetivo, sur-
gem pesquisas no campo da matematica, fisica e enge-
nharia, analisando o pedestre individualmente ou con-
siderando o fluxo de multiddes.

O fluxo de pedestres pode ser representado por trés
diferentes escalas. Especificamente tem-se:

e Escala Microscépica, na qual todos os pedestres
sao analisados individualmente. Neste caso a
posicao e a velocidade de cada pedestre define o
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estado do sistema como varidveis dependentes do
tempo. Muitos autores, entre eles Helbing [0,
Johansson, Mathiesen e cols. [B] e outros [B], [@],
optam por esta escala devido a um melhor ajuste
nas condicoes envolvidas no modelo. Equagoes di-
ferenciais ordindrias (EDO), representando as leis
da mecanica newtoniana, sao uma das ferramen-
tas para representacao dos modelos referentes a
essa escala.

Incluso nessa escala, os modelos baseados em
agentes, que utilizam conceitos de automatos ce-
lulares via método Monte Carlo, tem trazido ex-
celentes resultados quando modela-se a dinamica
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de multidoes. Pode-se citar autores como Schads-
chneider [B,8], Burstedde e cols. [@], Teknomo [8],
Macau 8] e Silva [[] dentre outros. Ainda no
contexto de agentes, técnicas de inteligéncia arti-
ficial tem sido desenvolvidas para modelar o com-
portamento de pedestres [[)].

e Escala macroscopica, na qual o fluxo de pedes-
tres é comparado ao fluxo de um fluido. Nesta
escala o estado do sistema é descrito por quan-
tidades médias localmente calculadas, ou seja, a
densidade, a velocidade e o fluxo dos pedestres
sao considerados como varidveis dependentes do
tempo e do espaco. Esta escala tem sido adotada
por alguns autores como Venuti ¢ Bruno [[2HIA],
Vargas [[E] dentre outros [@], [[2]. As equagoes
diferenciais parciais (EDP) séo a base dos mode-
los referentes a essa escala.

e Escala cinética ou mesoscépica, a identificagao
dos pedestres nao é feita de forma individual, mas
sim através de uma distribuicao apropriada da
probabilidade sobre o estado microscépico consi-
derado como uma variavel aleatéria. Muitos es-
tudos tem sido desenvolvidos nessa area por pes-
quisadores como Bellomo, Delitala e Coscia [[F],
Bonzani e Gramani [[9]. As equagdes integro-
diferenciais sdo a base dos modelos referentes a
essa escala.

As trés escalas tem vantagens e desvantagens e pre-
cisam ser escolhidas dependendo do problema a ser re-
solvido. Assim, quanto a escala Microscdpica embora
permita uma descrigdo muito mais precisa do movi-
mento de cada pedestre, requer um grande esforgo com-
putacional quando o niimero de pedestres considerado é
muito grande, por exemplo, no caso de multidées (um
alto nimero de individuos com caracteristicas distin-
tas num mesmo ambiente). J4 na escala macroscdpica,
ao contrario da microscopica, a principal vantagem
é que os modelos hidrodinamicos de primeira ordem
sao de grande simplicidade computacional e rapidez de
processamento, entretanto é necessario introduzir uma
relagio empirica (fenomenolégica) entre a velocidade
e a densidade. Dentre as relagées empiricas existen-
tes [IIH], nao existe nenhuma que represente o fluxo
real de forma precisa, permitindo criticas [EO] a esta
abordagem. Além disso, ao se utilizar a escala ma-
croscopica, assume-se a hipdtese do continuo, sendo
adequada quando considera-se o fluxo em altas den-
sidades podendo apresentar problemas para o caso de
baixas densidades. Por fim, na escala cinética a prin-
cipal dificuldade técnica da equagao integro-diferencial
é a representacao adequada do termo de interagao pre-
sente nesta equacao, tipo-Boltzmann, considerando a
hipdtese de continuidade na fungao distribuigao.

Neste artigo, o objetivo principal é compreender
a mecanica do movimento de multidoes de pedestres
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como um continuo por meio de uma abordagem ma-
croscopica, ou seja, utilizando o método euleriano des-
crito na segao (B). Isso é feito pois, deseja~se anali-
sar estruturas de caminhada de forma répida e com
um baixo tempo de processamento computacional, sem
grandes gastos experimentais.

Desta forma este trabalho conta com mais seis
secoes descritas brevemente abaixo:

Na secao A sera abordado a Hipdtese do Continuo.
Na secao BI serao apresentados os conceitos de
fenomenos de transporte, descrevendo todos os termos
técnicos que serao utilizados neste trabalho, assim como
a descri¢ao do movimento de um fluido. Na secao E os
modelos Hidrodinamicos de primeira ordem sao explica-
dos e discute-se a relagao empirica entre a velocidade e
a densidade. Na secao B1 descreve-se o modelo a ser tra-
balhado. Na secao Bl adota-se uma aplicacao pratica,
resolvendo o modelo numericamente através do método
das Diferencas Finitas. A secdo [d traz as conclusoes e
perspectivas para proximos trabalhos.

2. Hipotese do continuo

Fluidos sdo compostos por particulas/moléculas em
movimento constante, que colidem com bastante
frequéncia, como bolas de bilhar [21].

Em muitos casos, quando trabalha-se com fluido,
opta-se pela hipdtese do continuo, pois desta forma é
possivel analisar uma regiao como um todo, sem levar
em consideragao os espagos vazios de qualquer espécie

A classificacdo dos movimentos de fluidos é feita da
seguinte forma:

1. Fluidos nao viscosos sao aqueles que nao oferecem
resisténcia ao cisalhamento:

(a) Incompressivel sdo os escoamentos onde as
variacoes da densidade do fluido sao des-
preziveis.

(b) Compressivel sdo os escoamentos com va-
riagoes da densidade que nao podem ser des-
prezadas.

2. Fluidos viscosos sdo aqueles que oferecem re-
sisténcia ao cisalhamento:

(a) Laminar sdo os escoamentos nos quais as
particulas fluidas movem-se em camadas, ou
laminas.

(b) Turbulento sdo os escoamentos nos quais as
particulas fluidas rapidamente se misturam
enquanto se movimentam, ao longo do es-
coamento devido as flutuacoes aleatdrias no
campo tridimensional de velocidades.

Na mecanica do continuo, deseja-se estudar uma
quantidade de volume de fluido contendo um grande
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nimero de particulas, onde seja possivel mensurar as
manifestacbes do movimento molecular. As carac-
teristicas de cada particula nao sao analisadas, sendo
o fluido tratado como um meio continuo. Esse volume
de fluido é conhecido como volume de controle.

Na hipdtese do continuo é preciso abstrair-se da
composicao molecular e sua consequente descontinui-
dade, ou seja, por menor que seja uma divisao de um
fluido, esta parte isolada deverd apresentar as mesmas
propriedades que a matéria como um todo.

Quando faz-se a comparagao entre o fluxo de um
fluido e o fluxo de pedestres, estd se trabalhando com
um fluido compressivel nao viscoso, isto porque as va-
riagoes de densidade, na estrutura de caminhada uti-
lizada pelos pedestres, precisa ser considerada. Além
disso, nao é possivel supor que o fluido seja viscoso, pois
quando estuda-se pedestres sabe-se que nao hé ligacoes
viscosas entre eles, ou seja, sao totalmente separados
quando h& cisalhamento.

Ao se fazer uma analogia entre o movimento de mul-
tidoes e o movimento de fluidos utiliza-se os modelos
hidrodindmicos que consideram a teoria dos fenémenos
de transporte.

3. Fenomenos de transporte

O estudo de fenémenos de transporte implica em
dindmica dos fluidos, transferéncias de massa e trans-
feréncias de calor [E0]. Pode-se estudar os fendmenos de
transporte por meio de dois enfoques: Lagrangiano ou
Euleriano. O primeiro é utilizado quando precisa-se sa-
ber o avango microscépico de cada particula, para isso é
necessario ter o conhecimento de suas velocidades e ace-
leragoes. O segundo, Euleriano, descreve o que ocorre
em determinado ponto fixo, regiao fixa ou volume fixo
do espaco.

Como na escala macroscépica os pedestres sao
comparados a um fluido considerado como continuo,
trabalha-se com o método Euleriano. Neste método
serao consideradas as quantidades médias localmente
calculadas, isto é, a densidade, a velocidade e o fluxo
dos pedestres as quais sao consideradas como variaveis
dependentes do tempo e do espaco.

Alguns termos bésicos [E3] que serdo utilizados pos-
teriormente neste trabalho sdo especificados a seguir:

(i) Campos: Um campo fluido é descrito por veloci-
dades em diferentes pontos do fluido. E provavel
que diversos campos coexistam numa dada regiao.
Quando trabalha-se com campos, precisa-se saber
que pode ser encontrado trés tipos de quantida-
des: escalares, vetoriais e tensoriais. Um ten-
sor é um conjunto ordenado de k quantidades,
por exemplo (kq, ks, ....,k,). Um vetor e um es-
calar sao casos particulares de tensores, respecti-
vamente de ordem um e zero. Muitas grandezas

4318-3

fisicas sao representadas por tensores de primeira
ordem, como velocidade, aceleracao, dentre ou-
tras. Uma distribuicao continua destas quanti-
dades (escalares, vetoriais e tensoriais), descritas
em termos de coordenadas espaciais e temporais,
constitui um campo. O comportamento de um
campo, neste contexto, depende da relacao entre
suas grandezas fundamentais: massa, velocidade
e tempo. A maneira como estas quantidades in-
teragem depende tanto do ponto de vista de um
observador, quanto do médulo destas grandezas
(e da direcao, no caso da velocidade).

(ii) Uma linha de corrente ¢ uma linha imaginaria num
campo de escoamento tal que, para um dado ins-
tante de tempo, a direcao da velocidade em qual-
quer ponto é obtida pela tangente a esta linha em
cada ponto. Uma vez que o vetor velocidade é
tangente a linha de corrente, a matéria nao pode
atravessa-la.

(iii) Um filamento de corrente é uma familia de linhas
de corrente que formam uma passagem de se¢ao
reta infinitesimal.

(iv) Um tubo de corrente é limitado por um nimero
infinito de linhas de corrente que formam uma
superficie finita através da qual nao existe escoa-
mento. Caso nao haja criacao, acumulo ou des-
trui¢ao de massa no interior do tubo de corrente,
todo fluido que entra deve sair.

(v) Volume de controle é utilizado quando deseja-se fo-
calizar uma regiao fixa no espago, assim o pro-
blema termodinamico pode ser resolvido fixando-
se a superficie de controle.

(vi) A superficie de controle é o contorno de um vo-
lume de controle, ou seja, o volume de controle se
separa da vizinhancga através de sua superficie de
controle. A superficie de controle pode ser real ou
imaginaria e pode estar em repouso ou em movi-
mento.

(vii) A Massa é uma quantidade de matéria do corpo.

A seguir descreve-se as principais quantidades ma-
croscépicas utilizadas na teoria de trafego, sendo
também utilizadas para o fluxo de pedestres, tais como:

(viii) A Massa especifica ou densidade relativa é o
namero de pedestres por unidade de area, deno-
tada por p.

(ix) A Velocidade, no estudo de pedestres, é ado-
tada como uma média das velocidades dos pe-
destres que passam em um determinado intervalo
de tempo. Normalmente é expressa no sistema
internacional (SI) em m/s e denotada por wu.
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(x) O Fluzo é o ntmero de pedestres que passam
por uma segao da estrutura/pista por unidade de
tempo. A unidade de comprimento deve ser con-
siderada como a largura do passeio ou porcao da
pista. Em geral, usa-se ped/m/s no (SI) e denota-
se o fluxo por gq.

Essas trés varidveis, densidade relativa, velocidade e
fluxo, sao relacionadas através de uma equagao conhe-
cida como a equagao fundamental do trafego

Q(tﬂx) - u(t,x)p(t,x), (1)

e também ¢é valida para o fluxo de pedestres.

3.1. Movimento do fluido euleriano

Adotando o método euleriano, focaliza-se a atencao
numa regiao fixa no espaco sem identificar as particulas
da regiao num dado instante de tempo. Para isso é
necessario apenas considerar as coordenadas espaciais
como varidveis independentes, em vez de considera-
las dependentes como ocorre no método lagrangiano.
Desta forma, representa-se o campo de velocidades, em
trés dimensoes, no método euleriano por

E = uli —|— ’LLQj + U3k, (2)

onde as respectivas componentes escalares da veloci-
dade (u1,us,us) em coordenadas cartesianas, como
funcoes das coordenadas espaciais e do tempo, sdo

ul = f(x7 y’ Z? t)?
Uz = g(xayazat)v (3)
us = h(xvyvzvt)’

As variagoes infinitesimais da velocidade devem ser
expressas em termos de derivadas parciais, pois cada
componente é afetada tanto pelo espaco quanto pelo
tempo. De acordo com a definigao de diferencial total,
a variacao infinitesimal da velocidade na direcao z, da
Eq. (B), fica

8 8’[1,1 aul 8’[1,1
du; = 2 4 + —dy+ —dz + —dt, 4
' o Ay 2 ot )
ou, usando a regra da cadeia para a derivagao parcial
para a Eq. (B), tem-se

dE. _0Edr 0Edy OEdz L OE 8E 5)

dt  Ox dt ay dt | 0z dt ' ot
Se as componentes das taxas espaciais — de dy %
0 Xas CSpAcials g gy ©

da Eq. (B) forem consideradas como as componentes
escalares da velocidade do fluido, obtem-se

Uge T2 Ay U35, ot’

Dt

onde E representa uma derivada total, substancial ou
derivada do fluido.
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4. Modelos hidrodinamicos

Os modelos de trafego podem ser descritos por uma
equagao fenomenoldgica ou um sistema de equacoes
composto por equagoes de conservagao da dinamica dos
fluidos. Quando refere-se a um sistema de equagoes,
estd-se trabalhando com um modelo hidrodinamico.
Esses modelos podem ser formados por uma ou mais
equacoes de conservagao, que sao a equagao da con-
servagao da massa, a equagao da conservacao do mo-
mento e a equacgao da conservacao da energia. Utili-
zando apenas uma equagao de conservagdo tem-se um
modelo hidrodinamico de primeira ordem. A vanta-
gem dos modelos hidrodinamicos de primeira ordem é
a sua simplicidade matematica e rapidez computaci-
onal. Quando trabalha-se com um sistema composto
por duas equacoes de conservacao, esta se trabalhando
com um modelo hidrodinamico de segunda ordem. Es-
tes, por sua vez, nao apresentam a mesma simplicidade
para serem resolvidos matematicamente.

Em geral, para o fluxo de pedestres, os modelos de
primeira ordem trazem resultados mais rapidos.

4.1. Modelos hidrodindmicos de primeira or-
dem

Os modelos hidrodinamicos de primeira ordem geral-
mente consideram a equagao da conservagao da massa
(equagao da continuidade), ou seja, a conservacdo do
ntimero de pedestres na estrutura/pista.

4.1.1. Equacgao da continuidade

O principio da conservagao de massa é de extrema im-
portancia para a fisica, pois é ele que garante que a
matéria nao sera destruida e nem criada em um volume
de controle [23].

A equacdo da continuidade ¢é desenvolvida
efetuando-se um balanco de massa sobre um pequeno
elemento de volume Ax Ay Az, fixo no espaco, através
do qual um fluido [24] esta escoando

z

(x+ Az, y+ Ay, z + Az)

N
A
[ Az
)
—
(z,y,2) 'Zy
<« Az >

Figura 1 - Elemento de volume.
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Taxa de Taxa de Taxa de
aumento = entrada — saida

de massa de massa de massa
Considere as duas faces hachuradas da Fig. (D).
Estas sao perpendiculares ao eixo z. A taxa de en-
trada de massa no elemento de volume através da area
hachurada em = é (pu,)| AyAz, e a taxa de saida

xT
de massa através da drea hachurada em z + Az é
(puz) N AyAz. Expressoes semelhantes podem ser
r+Ax

escritas para os outros dois pares de faces, contudo, con-
siderando o balan¢o de massa unidimensional tem-se

dp
AzAyAz=" =
R oY

= AyAz [(puw) (7)

z (puz) w+Aa::| ’

Dividindo a Eq. (@) por AzAyAz e tomando o li-
mite quando Az, Ay e Az tendem a zero e, além disso,
usando as defini¢oes de derivada parcial obtém-se

dp  Opuy
ot~ oz’ (8)

que representa a equacao da continuidade.

Para o fluxo de pedestres, essa equagao descreve a
taxa de variacao temporal do niimero de pedestres por
metro quadrado em uma posigao fixa do espaco.

4.1.2. Fechamento da equagao da continuidade

A equacdo diferencial (B), com duas varidveis, a den-
sidade p e a velocidade dos pedestres u? como funcdo
do tempo t e do espago x, deve ser fechada por uma
relagao matematica entre a velocidade u e densidade p,
permitindo obter as solugoes p(z,t) e u(x,t).

Entao, considerando-se:

e As propriedades do fluxo local, tem-se uma
equagcdo analitica para u[p]

dp | 9(pu)
{aﬁ or v )
u = )]

e A equacgao dinamica para a evolucao de u, tem-se
uma equagao funcional

dp  O(pu)
ot +au8x =0 (10)
Fn = f(ulp]).

O problema da relacao entre a velocidade como
funcdo da densidade consiste em analisar e interpre-
tar fenomenologicamente o comportamento do sistema.

2Por simplificacio de notacdo denota-se ug por u
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Na verdade, os dados experimentais nao permitem as-
sumir uma forma universal para esta relacao no fluxo
de pedestres, pois qualquer relacao utilizada ainda nao
representa precisamente o fluxo real.

Das diferentes escolhas desta relacao, obtém-se di-
ferentes modelos macroscépicos de primeira ordem.

5. Descricao do modelo

Considera-se como uma estrutura de caminhada para
pedestres uma pista de comprimento L metros, por D
metros de largura, como mostrado na Fig. (B).

J
L

Az | Ax

L metros

Figura 2 - Pista.

Assume-se a entrada de pedestres durante o pro-
cesso de caminhada. Portanto a Eq. (B) transforma-se

em P o
o o _
5 T oy = I (11)

onde ¢(t) é uma funcdo que representa a entrada de
pedestres no sistema considerado.

O modelo computacional é gerado para um tempo
total de t; minutos. Para ¢t = 0 e x = 0 nao ha pedes-
tres no sistema, ou seja, a condigao inicial é p(0,t) = 0
e p(z,0) =0.

O modelo fenomenoldgico utilizado para resolver a
Eq. (ID) foi desenvolvido por Greenshield [E3] e trata-se
de uma relacao linear entre a velocidade e a densidade.
Assim o sistema (B) é reescrito como

dp | I(pu) _
u = uf (1 - i) ) (12)

Pj

para 0 < p < pj,

onde uy ¢ a velocidade de fluxo livre e p; é a densidade
maxima de pedestres na estrutura de caminhada.
Numa primeira andlise tem-se que, a partir do ins-
tante inicial, os pedestres comegam a entrar pelas la-
terais desta pista em todos os pontos (para todo x
até x = L), durante um periodo de ¢, minutos, com
uma média de 1 pedestre a cada t, minutos, com
ty, < t. < t;, ou seja, g(t) = n, onde n é uma cons-
tantee n = ——
t,60
nao entra nenhum pedestre, apenas analisa-se o com-
portamento do fluxo ja existente que segue até todos os
pedestres chegarem a posicao final, x = L.
O sistema ([A) serd resolvido pelo método das di-
ferengas finitas (MDF). Os dados foram retirados do
artigo de Older com dados baseados em Older [EG]

(ped/s). No tempo restante t; — t,
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onde assume-se que, a velocidade de fluxo livre uy ¢é de
1,4 (m/s) e a densidade maxima p; é de 4 (ped/m?).

Com esses dados é possivel encontrar resultados
numéricos para o modelo hidrodindmico macroscépico
ou seja, p(z,t) e u(zx,t), para o fluxo de pedestres apre-
sentado pelo sistema (I32).

6. Meétodo e solugao numérica

O método de solugao assumido para resolver o modelo
hidrodindmico deste trabalho, é o método conhecido
como método das diferencas finitas.

Para que seja possivel tratar numericamente as
equagoes diferenciais parciais (EDP), elas devem ser ex-
pressas na forma de operagoes aritméticas que o com-
putador possa executar. Essencialmente, deve-se repre-
sentar os diferenciais da EDP por expressoes algébricas,
ou seja, discretizar a EDP.

Quando discretiza-se uma equagao pelo método de
MDF é necesséario determinar cada ponto da regiao dis-
cretizada em que se deseja calcular a solucao do pro-
blema. Assim, considere os pontos da malha, também
chamados de nds, localizados na interseccao das li-
nhas horizontais com as verticais, estando separados
entre si por uma distancia Az e At, respectivamente,
nao necessariamente iguais. Os indices i (designa a
posigao ao longo do eixo z) e k (a linha de tempo a
qual o ponto pertence), (ver Fig. (B)), identificam um
ponto na i-ésima coluna e na k-ésima linha, respectiva-
mente. Assim, um dado ponto (i, k) possui coordenadas
(xo + 1Az, tg + kAt), em que o ponto (zg,tg) repre-
senta a origem do sistema de coordenadas, tomado aqui
como igual a (0,0).

ik+1
i— 1Lkl kit 1Lk
At
ik —1
Az

Figura 3 - Regiao discretizada. Malha computacional bidimensi-
onal.

Pode-se pensar nas aproximacoes de diferencas fi-
nitas como o inverso do processo de determinacao do
limite, utilizado para obter a derivada de uma funcao
f. Considera-se a definicao de uma funcao f continua

i flath) - @)
P e R (13)

Tendo a definicao da derivada de uma funcao f
continua, uma aproximacao de diferencas finitas para

Vargas et al.

d
d—f é dada pelo lado direito da Eq. (I3), sem conside-
x

rar o limite da expressao. Utilizando-se dois valores de
f separados por uma distancia (finita) h, a expressao
(I3) representa uma aproximagcao algébrica para a pri-
meira derivada de f.

Os pontos mostrados na Fig. (B) representam coor-
denadas x e t nos quais serao calculados os valores de
uma funcgao f. Esses valores serao utilizados na apro-
ximacao das derivadas presentes na equacao diferen-
cial. Portanto, aproximacoes de diferencas finitas efe-
tivamente substituem o operador diferencial continuo

d
(por exemplo, s por uma aproximacao discreta, cal-
x

culada a partir dos valores de f em um nimero finito
de pontos).

As aproximacoes de diferencas finitas podem ser ob-
tidas de varias formas. Uma das mais comuns é a ex-
pansao por série de Taylor.

A expansao da série de Taylor permite estimar o va-
lor da funcao f em f;, conhecendo o valor de f em fp.
Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] de inte-
resse e que possua derivadas de até ordem m continuas
nesse intervalo, o Teorema de Taylor permite escrever,
para todo ponto x € [a, b].

§@) = flao) + (=20 32|+
(z — x)* 0*f (z—x0)* O°f
TR P S T ) B
T 4+ Ry,
ou
0
§@) = flao) + (A L]+
(Az)? 0% f (Ax)3 O3 f
o 0aZley T B 027wy
+...+ Ry, (14)

em que Ax = x — x¢ denota o espacamento das linhas
verticais e R,, é o resto, definido como
(Az)™ o f

n! ox" (Eg,

R, = xo € [a,b].

Considere a Fig. (@), que mostra alguns pontos de
uma malha unidimensional. Os pontos sao uniforme-
mente espagados de z; 11 —x; = Az, onde z; = a+iAx
comi=0,1,...,n+1.

o o *—
Ti—2 Ti—1 Ty

Figura 4 - Malha de pontos uniformemente espagados.

Deseja-se determinar a primeira derivada de uma
fungdo f no ponto x; = iAx, a qual serd denotada por
of

9 li Expandindo f(x; + Az) em série de Taylor em
x li
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torno do ponto z;, tem-se

o+ A) = fa) + (202
(Ax)2 0% f (Ax)3 93
21 9x2li 31 928 li

“ b2

+ o (15)

em que indica os termos restantes da série de
Taylor até o resto R,. Para garantir a existéncia das
expansoes em série de Taylor, considera-se n sempre
maior que a maior ordem das derivadas que aparecem
nessas expansoes. Assim, por exemplo, n > 3 na ex-
pansao (I3).

Apés isolar a primeira derivada da Eq. (), obtém-
se

of| _ fei +Ax) = fla)
oxlz;, Az
(Az)? 9? (Aw)?’ 3
{ 20 da2li 3! 8x3li ] ' (16)

. L1 0
Note que, para que seja possivel isolar —f’ , to-
x i
dos os termos da série de Taylor foram divididos pelo
espacamento Ax.
A expressao (@) indica que a primeira derivada é
igual ao quociente mais os termos da série de Taylor

até R,,, que é denominado como Erro Local de Trunca-
mento (ELT).

of | flaxs+ Ax) — f(xy) O*f
Oxli Az +O<A$78:1c2)'

Pode-se simplificar a notagao se escrevendo f; para
f(x;), ou, em geral, fi1 para f(z;+kAx). Com isso,
a expressao (@) torna-se

of f1+1 fi O*f
| = L +O<Ax 833). (17)

A expresséo (M) é uma equagao de diferencas fini-
tas que representa uma aprorimacdo de primeira ordem
para a primeira derivada de f, utilizando diferencas
progressivas ou adiantadas, ou seja,

e ¢ de primeira ordem porque no termo dominante
do ELT, Ax aparece elevado a primeira poténcia.

e ¢ de diferengas progressivas porque, no célculo da
derivada no ponto x;, foi utilizado um ponto adi-
ante de x;, No caso T;11.

Uma segunda aproximagao de diferengas finitas
pode ser obtida a partir da expansdo de f(x — Ax)
em série de Taylor em torno do ponto x;

s — Ar) = flag) — (An) 22|
(Ax)2 9% f (Ax)3 93
20 922l 31 023l

+
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Isolando-se a primeira derivada, tem-se

of| _ fi—finx >*f
P v 0 (Ax, 8332> ’ (19)

que é outra aproximacao de primeira ordem para a pri-
meira derivada de f. Diferentemente da expressao (IC9),
na qual utiliza-se um ponto adiante de x;, a expressao
() utiliza o ponto x;_1, ponto que fica atrds de ;. Por
essa razdo, a expressao (M) é considerada uma apro-
ximagao por diferencas regressivas ou atrasadas.

Pode-se obter uma aproximacgio de O(Az)? para a
primeira derivada de f, manipulando convenientemente
as expressoes em série de Taylor:

Em resumo, considerando as Eqs. (IH) e () é
possivel escrever respectivamente
Azx) = + (A of
Flai+ Az) = fles) + (dn) S| +

(Ax)? 92

2 Ox2

+o <A gsf> (20)

flai— 8a) = @) — (2 3L | +
Az)? 8 93 f
( 2"’!3) 73 - O(AxQ,axg). (21)

Como o objetivo de se calcular uma aproximacao de
segunda ordem, combina-se as expansoes (E0) e (E1) de
forma a eliminar a segunda derivada de f. Essa deri-
vada é eliminada ao fazer o cédlculo

flai+ D) = flai = Ax) = 2(Ax) 5|

o3 f
+0 (Aac 83:3)

af fz+1 fiz1 Pf
3. Ay O (Ax2 o 3) (22)

ou

Note que a aproximagao dada pela expressao (E2)
utiliza os pontos x;—; e w;41 para o calculo da pri-
meira derivada de f no ponto central, intermediério,
x;. Por essa razao, ela é denominada aproximacao por
diferencas centrais.

O mesmo procedimento é valido para derivadas tem-
porais, ou seja

af fk+1 fk 82

em que os indices k e k 4+ 1 designam dois niveis tem-
porais, o nivel k representa o presente e o nivel (k + 1)
representa o futuro, sendo f* conhecida.
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Dif. Progressiva

Dif. Central

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
T

i J

r— Az

Figura 5 - Pontos utilizados para o calculo da primeira derivada
de f por diferencas finitas.

Dependendo do tipo de diferencas finitas a ser usado
na solugao de determinado problema, dois diferentes es-
quemas podem ser elaborados [E4]. Se a aproximagao
por diferencas finitas da derivada espacial for expressa
em termos de valores das varidveis no nivel de tempo
conhecido, as equagoes resultantes podem ser resolvi-
das diretamente, para cada ponto de interseccao (x,t)
computacional em cada tempo. Este tipo de esquema
é chamado de esquema explicito. Se, por outro lado, a
aproximacao por diferencas finitas da derivada espacial
for expressa em termos de valores das varidveis na li-
nha de tempo desconhecida, as equagoes algébricas do
sistema inteiro sao resolvidas simultaneamente, e o es-
quema ¢é dito esquema implicito.

Os problemas que envolvem diferengas finitas ne-
cessitam que seja determinada uma relacao entre o in-
tervalo de discretizacdo no espago Az e o intervalo
de discretizacao no tempo At, como consequéncia da
condicao de estabilidade do esquema. Esta relagao
(normalmente é chamada de condi¢ao de Courant-
Friedrichs-Lewy - CFL [E4]) pode ser formulada da se-

guinte forma = A <1, onde A é o nimero de Cou-
rant. “

E necessério admitir a utilizacao da condicao de
Courant representada por A, com A = 0,1, o que nos
fornece At =0, 1Az.

Assumindo o modelo linear para a velocidade e ex-
pressando o fluxo como

q=ap+bp’, (24)

U

onde a = uy e b = — 2L 5 modelo hidrodinamico do
Pj

sistema ([A) é reescrito como

A (a (Pfjll) +b (Pfj—rll)2> + Pﬁﬁl =0
ou ainda,
b2+ (a\+1)r — Q =0, (25)

Vargas et al.

onde
_ At (k+1 k At ([ k+1 k+1
¢ 0= (¢;) +roia+ 5 (g +a)
k+1
o r— okl
Com isso pode-se obter resultados computacionais
para o fluxo de trafego de pedestres.

6.1. Resultados

A teoria para o fluxo de pedestres é assumida para va-
lores de p < 6 ped/m? [E9], devido a impossibilidade
fisica de se alocar um numero maior do que esse por
metro quadrado. Desta forma, as ilustragoes dos resul-
tados nas Figs. e B(b] seguem esse padrao.

Analisando a curva que representa o fluxo, quando
a densidade p fica maior do que a densidade critica
perit =2 ped/m? (perit < p < pj com p; =4 ped/m?)
o fluxo diminui, aproximando-se de zero quando p = p;.
O fluxo no trecho em que p > 3,7, e p < p; é pequeno,
entretanto ainda existe. Ao se atingir p; = 4 ped/m?,
tem-se que a densidade é méaxima, porém nota-se na
Fig. que a velocidade para p; = 4 ped/m? ¢é
minima e sendo assim, o fluxo é minimo.

Diagrama Fundamental
1.4 T T T T

Fluxo

Densidade
(a)

Velocidade X Densidade
1.4 T T T T T

Velocidade

Densidade

(b)

Figura 6 - Diagramas fundamentais.
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Da andlise da Fig. [la], observa-se que quando a
densidade atinge valores superiores a pg;; ocorre uma
descontinuidade no grafico. Quando faz-se ajustes em
graficos experimentais [E9], como pode-se observar na
Fig. @, ap6s um certo valor para a densidade, a fungao
de ajuste nao se adéqua perfeitamente aos dados devido
a uma alta dispersao destes naquela regiao.

O Measured

Analy tic

=
£
£
S os
boR0P0 my
o
Ralacy
0
0 o™ 62 03 04 05 06 07 08 09
Density £

Figura 7 - Resultados experimentais de acordo com a Ref. [29].

O mesmo se d4 quando faz-se a andlise da Fig. B(b].
De acordo com os dados experimentais [BO] apresenta-
dos na Fig. B, observa-se que a partir da densidade
critica perit, hd uma mudanca de fase. Assim, en-
tre 0 < p < perir tem-se a fase de fluxo livre e entre
Perit < p < p; tem-se a fase de fluxo congestionado.

;

’
free flow _ congested flow

d
I

q (vehicles /)

1] SR N
0 20\ 40 40 vehicles
(free) P( km )

Figura 8 - Resultados experimentais de acordo com a Ref. [ED].

Observa-se na Fig. B, obtida experimentalmente
para veiculos, que na fase de fluxo congestionado nao se
pode garantir continuidade da fungao. Embora os da-
dos sejam obtidos para veiculos, Venutti e Bruno [[3] e
Tanaboriboon [B1], defendem a analogia entre estes re-
sultados e os resultados experimentais para diagramas
representativos para pedestres. Essa observacao sobre
dados experimentais também foram verificadas nos nos-
sos resultados, tanto na Fig. f(a], gréifico da densidade
pela velocidade, quanto na Fig. B(b}, que representa o
diagrama fundamental.

7. Conclusoes

Em problemas de mecéanica dos fluidos existem MDF
muito testados, que solucionam uma grande varie-
dade de situacgOes, com amplas vantagens sobre os
outros métodos.  Li [BF] afirma e prova que o
MDF ¢é consistente, convergente e incondicionalmente
estavel. Através de testes numéricos realizados por ele,
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verificaram-se que os maximos erros relativos que po-
dem ocorrer nos valores dos fluxos méaximos estimados,
s@o sempre menores do que 0.5% (testes realizados para
0.02 (m/s) < dt/dz < 2 (m/s)).

Os modelos resolvidos por aproximagoes de dife-
rencgas finitas se aproximaram dos resultados experi-
mentais encontrados na literatura. Os resultados por
MDF implicito podem ser tranquilamente comparados
e validados com os modelos de Fruin [B3], Older [E3],
Virkler [B4] e tantos outros.

Foi possivel através deste artigo fazer contribuicoes
para as pesquisas de fluxo de pedestres, pois 0 modelo
analisado pode ser utilizado como uma primeira analise
de estruturas de caminhada que precisem ser rapida-
mente testadas, sem a necessidade de grandes gastos ex-
perimentais e utilizando-se de um baixo tempo de pro-
cessamento computacional. Quando o modelo foi apli-
cado a estrutura de caminhada/pista, observou-se que
a densidade critica p.; foi atingida com muita rapidez.
Isso se deve as entradas admitidas para a pista (entra-
das em todos os pontos da caminhada) e o tamanho da
pista. Considerando menos entradas, ou um ntmero
menor de pedestres entrando por minuto, esse cresci-
mento de p até chegar a p.,;+ seria mais lento. Também
pode-se afirmar que o modelo hidrodinamico foi fechado
com uma relagao fenomenoldgica adequada e muito uti-
lizada na bibliografia de trafego [EH], porém, sabe-se
que muitos estudos tem sido realizados [[3], [F] para
que se possa encontrar uma relacao fenomenolégica uni-
versal que represente o fluxo considerando as carac-
teristicas dos pedestres vistos como particulas de um
fluido continuo.
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