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O efeito da “crise do arrasto” no mergulho de altura
(The effect of “drag crisis” on plunge dive)
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Neste trabalho sera investigado o movimento de queda de uma esfera através do ar seguida de um mergulho
através da agua. Consideramos a esfera sob a agdo da forga gravitacional, arrasto hidrodinamico e forca de
empuxo, tanto no ar quanto na dgua. Como o empuxo na agua torna-se maior que a forga gravitacional, a
esfera atinge uma profundidade méxima de mergulho antes de retornar a superficie. Considerando a expressao
de arrasto quadratico com coeficiente constante nos dois fluidos, obtivemos uma expressao analitica relacionando
a altura da queda com a profundidade méxima do mergulho. Em seguida comparamos esta expressao com resul-
tados numéricos considerando o coeficiente de arrasto dependente da velocidade e o empuxo varidvel & medida
que a esfera penetra através da interface ar-dgua. Comparacoes entre os resultados analiticos e numéricos de-
monstram que a “crise do arrasto” desempenha um papel importante nos primeiros instantes apés o mergulho,
influenciando significativamente na profundidade maxima alcancada.

Palavras-chave: coeficiente de arrasto, crise do arrasto, queda livre, mergulho de altura.

In this paper we investigate the downward movement of a ball through the air followed by a dive in water. We
consider the sphere under action of gravitational force, hydrodynamic drag and buoyancy force, both in air and
water. As the buoyancy in water becomes larger than the gravitational force, the ball reaches a maximum depth
of dive before returning to the surface. Considering the expression of quadratic drag with constant coefficient
in the two fluids, we obtained an analytical expression relating the height of fall with the maximum depth of
the dive. We compare this expression with numerical results which considers the drag coefficient dependent on
speed and variable buoyancy while the ball passes through the air-water interface. Comparisons between the
analytical and numerical results show that the “drag crisis” plays an important role at the first instants after

the dive, with a significant influence on the maximum depth reached.
Keywords: drag coefficient, drag crisis, free fall, plunge dive.

1. Introdugao

O mergulho de altura é uma estratégia de caga muito
utilizada por aves marinhas para atingir grandes pro-
fundidades e surpreender as presas [1]. Para isso as aves
se lancam em queda livre para que a energia cinética
adquirida possa vencer o alto empuxo e arrasto enfren-
tado apds atravessar a interface ar-agua. Este tipo de
mergulho também é praticado como modalidade espor-
tiva e como divertimento por humanos, onde penhascos
sao utilizados para lancarem-se na agua de grandes al-
titudes oferecendo um razoavel risco e grande emocao
aos praticantes [2].

Na dinamica do mergulho de altura estao presentes
trés forgas principais, tanto no movimento através do ar
quanto através da dgua: o peso, 0 empuxo e o arrasto
hidrodinamico. O arrasto hidrodindmico é um assunto
muito pouco explorado em livros de fisica em nivel de
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graduagao. Mesmo quando o arrasto é tratado, na mai-
oria dos casos considera-se apenas a dependéncia linear
com a velocidade [3], embora este seja um caso muito
restrito.

Movimentos verticais sob a agao de forgas de arrasto
foram explorados obtendo-se equagoes de movimento
em fun¢ao do tempo [4] e sob o ponto de vista das ener-
gias potencial e cinética [5]. Além disso, o arrasto hidro-
dindmico também foi explorado experimentalmente em
laboratoério didatico investigando as velocidades termi-
nais de esferas [6]. Uma atencdo especial foi dedicada
ao fenomeno da “crise do arrasto” no movimento da
bola de futebol na Ref. [7]. O presente trabalho pre-
tende abordar o efeito da forga de arrasto quadrético e
da forga de empuxo em um movimento que se déd em
duas etapas, cada uma em um fluido diferente. De-
dicaremos nossa atengao no papel desempenhado pela
“crise do arrasto” neste movimento, uma vez que este
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fenémeno é muitas vezes negligenciado, (ex: Refs. [4,
5]) Utilizamos nesta investigacdo o problema de mergu-
lho de altura. Neste problema estarao presentes assun-
tos relacionados a area de hidrodinamica e hidrostética
simultaneamente. Além de ser um bom exercicio a ser
exposto em sala de aula por envolver diferentes topicos
de mecéanica, ainda é uma demonstracao de como o ar-
rasto quadratico com coeficiente constante permite um
tratamento analitico apresentavel aos anos iniciais da
graduacao.

Obteremos uma expressao analitica em que a pro-
fundidade méxima (h) atingida por uma esfera sob a
dgua ¢é relacionada com a altura inicial (H) da qual a
esfera é solta acima da agua. Para isso considera-se a
densidade da esfera (p.) menor do que a da dgua (p2) e
maior do que a densidade do ar (p;). Sendo assim, além
da forga gravitacional o corpo estard sujeito a uma forga
de empuxo e a uma forca de arrasto, ambas contrarias a
velocidade. Estas forgas estarao agindo tanto na queda
através do ar quanto no mergulho através da agua. O
problema em questao pode ser visualizado através da
Fig. 1.
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Figura 1 - Representacao esquemadtica do problema. A esfera é
liberada a partir de uma altura H acima da agua, atingindo uma
profundidade méxima h sob a dgua. Durante o percurso agem
na esfera a forga gravitacional, o empuxo (do ar ou da dgua) e o
arrasto quadrético (do ar ou da dgua).

Também faremos uma abordagem mais rigorosa do
problema, considerando a equagao completa da forga
de arrasto e a dependéncia entre o coeficiente de ar-
rasto (C'4) e o nimero de Reynolds (Re) no dominio 0
< Re < 1 x 10%. Este intervalo de Re inclui a queda
acentuada do coeficiente de arrasto que se da aproxi-
madamente em Re ~ 2 x 10°, chamada “crise do ar-
rasto”. Neste caso a impossibilidade de encontrarmos
uma expressao analitica para a dependéncia h(H) exige
a solugao numérica do problema através de métodos
de integracao de equagoes diferenciais. Neste trabalho
utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem
para obtermos a dependéncia h(H) e comparamos com
a expressao analitica encontrada considerando apenas
o arrasto quadratico com coeficiente constante.
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2. Forga de arrasto em uma esfera em
um meio viscoso

Um objeto movimentando-se em um meio viscoso esta
sob a acao de uma forga contraria a sua velocidade dada
pela equacao do arrasto

1
Fa(v) = ioAPAUZ, (1)

onde p ¢ a densidade do meio através do qual o objeto
a se movimenta, A é a drea da segao transversal (dada
por A = 772 no caso de uma esfera com raio r), v a sua
velocidade instantanea e C'4 o coeficiente de arrasto do
movimento. O coeficiente de arrasto C'4 em geral nao
é um valor constante, mas dependente do ntimero de
Reynolds (Re) do movimento.

O nimero de Reynolds é uma grandeza adimensio-
nal dada pela razao entre duas forgas: a forca de inércia
do fluido que tende a favorecer o movimento (pv) e a
forga de viscosidade do fluido contraria ao movimento
(n/D). Nestas relagoes p é a densidade do fluido, 7 a
viscosidade dindmica do fluido e D o tamanho carac-
teristico do corpo (ou o didmetro no caso da esfera).
Sendo assim, Re para a esfera serd dado pela seguinte
expressao

Re = 2PV 2)
Ui

A dependéncia entre C'4 e Re se dé de forma bas-
tante complexa. Esta dependéncia nao possui expressao
analitica exata. No entanto, para o caso da esfera,
pode-se encontrar vastamente tal dependéncia na forma
grafica em literatura especifica de hidrodinamica.

Um dos comportamentos mais interessantes que se
pode notar na dependéncia C'4(Re), é o fato do coefi-
ciente de arrasto sofrer uma diminuicao repentina para
um determinado valor de Re. Para o caso de uma esfera
lisa esta diminuicao ocorre na regiao da curva proximo
a Re ~ 2 x 10°. No caso de esferas rugosas esta queda
acontece para valores menores de Re, dependendo do
grau de rugosidade. Com isto a forga de arrasto so-
fre uma diminuicdo consideravel a altas velocidades.
Este fendmeno, denominado “crise de arrasto”, deve-
se a mudancga de regime laminar para turbulento do
fluido na regiao da “camada limite” de ar que envolve
a esfera. Este fenomeno foi didaticamente abordado na
Ref. [7]

Diversas expressoes baseadas no ajuste de pontos
experimentais ja foram propostas para expressar a de-
pendéncia Cy(Re) [8]. Uma das equagbes mais simples
propostas é a expressao de White [9], vélida para valo-
res de Re pertencentes ao intervalo 0 < Re < 2 x 10° e
escrita como

24 6
Cy = —+

2 to0.4 3
Re 1+ +VRe ®)
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Apesar da simplicidade, esta equac¢do nao corres-
ponde a um bom ajuste além de nao incluir a “crise de
arrasto”. Utilizaremos neste trabalho uma expressao
proposta por Morrison em [10], cuja validade se d4 den-
tro do intervalo 0 < Re < 1 x 10%. Desta forma, a
expressao de Morrison representa bem a queda de Cy
quando Re > 2 x 10°. A expressdao de Morrison é dada
por

C % 27 6 (%)
LR ()
o \-T,94
0,411 (2612?000) I < Re*® ) (4)
e -8 )
T+ (5 ) 161000

Pode-se observar na Fig. 2 o grafico da expressao
de Morrison em escala logaritmica. Nota-se a queda
abrupta de C4 para valores de Re > 2 x 10°.
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Figura 2 - Grafico da dependéncia entre C'4 e Re para um corpo
esférico liso a partir da expressdo de Morrison.

Devido a dependéncia nao linear entre o coeficiente
de arrasto (C4) e o nimero de Reynolds (Re) (e con-
sequentemente com a prépria velocidade), torna-se im-
possivel obter uma equagao de movimento exata para
uma esfera sob a agao de um arrasto hidrodinamico. No
entanto, algumas aproximacoes podem ser feitas para
os dominios de Re < 1 e para 2 x 10° < Re < 2 x 10°.
Estas aproximacoes resultam em um arrasto proporcio-
nal a v para objetos deslocando-se a baixas velocidades
e proporcionais a v2 para corpos deslocando-se com ve-
locidades maiores.

Movimentos como o de microorganismos imersos em
agua e graos de poeira suspensos no ar possuem valores
de Re relativamente pequenos devido a baixa veloci-
dade envolvida e/ou a alta viscosidade do fluido. Nes-
tes casos o primeiro termo da Eq. (3) ou da Eq. (4)
torna-se predominante sobre os outros e podemos con-
siderar C4 =~ 24/Re ou seja, C4 ~ 12n/prv. Sendo
assim a forca de arrasto para casos em que a velocidade
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da esfera é muito pequena e/ou a viscosidade do fluido
é muito alta, pode ser aproximada por

Fa(v) = bv, (5)

onde b’ é a constante de arrasto linear, dada por

b = 6nmr. (6)

A esta equagao de arrasto diretamente proporcional
a velocidade dé-se o nome de arrasto de Stokes.

Para a grande maioria dos movimentos de queda
através de fluidos viscosos como o ar ou a agua, Re
atinge valores muito elevados durante a maior parte do
movimento. Neste caso a equagao do arrasto linear nao
pode ser utilizada. Nota-se pela Fig. 2 que para valores
de Re pertencentes ao dominio 2 x 103 < Re < 2 x 10°
o coeficiente de arrasto é aproximadamente constante
C% =~ 0,42. Portanto, nas situacoes em que Re atinge
altos valores (mas antes de atingir a “crise do arrasto”)
a forca de arrasto a qual estard sujeita a esfera serd
dada por

Fa(v) = b?, (7)

onde b é a constante de arrasto quadratica dada por

b = 0,5CHpnr?, (8)

em que C% passa a ser um valor constante.

3. Calculo analitico da profundidade do
mergulho

Nesta secao obteremos uma expressao em termos de
fungoes elementares que relacione a profundidade do
mergulho da esfera com a altura da queda acima do
nivel da adgua. Para isto consideraremos a equagao do
arrasto quadratico de coeficiente constante, tanto para
o movimento através do ar quanto através da agua. Nao
serd considerada a variacao gradual da forca de empuxo
a medida que a esfera penetra na interface ar-agua.
Esta aproximagao serd razoavel desde que o raio da
esfera nao seja demasiadamente grande. Ao final desta
secao serao feitas limitagoes mais especificas quanto ao
tamanho maximo da esfera para que a “crise do arrasto”
nao ocorra durante o movimento através do ar.

E importante frisar que ao longo de um movimento
de queda a partir do repouso, Re assume valores com-
preendidos desde o dominio linear (1 < Re) até o
quadratico (103 < Re < 2 x 10°). Além disso, no ins-
tante em que a esfera atinge a superficie da agua o valor
de Re aumenta subitamente, podendo ultrapassar o li-
mite de Re ~ 2 x 10° durante uma fracdo de segundos,
devido a descontinuidade nos parametros de densidade
e viscosidade do fluido. Consideraremos desprezivel o
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intervalo de tempo durante o qual a esfera passa por
valores de Re diferentes do regime quadrético. Esta su-
posicao equivale a de desprezarmos o efeito da “crise do
arrasto” e do arrasto linear. A validade desta suposigao
sera verificada ou nao quando compararmos o resultado
analitico obtido com as simulagGes computacionais da
préxima segao.

O célculo serd desenvolvido através do teorema
trabalho-energia conforme proposto na Ref. [5]. A va-
riacao da energia mecanica serd dada como o traba-
lho realizado pelas forgas nao-conservativas. Como as
forcas de arrasto e empuxo serao contrarias a veloci-
dade desde a liberacao da esfera até sua profundidade
maxima sob a agua temos que

dK +dU = (Fa+ Fg)dy, (9)

onde F4 e F representam a forca de arrasto e a forga
de empuxo e dK e dU uma variacao infinitesimal na
energia cinética e potencial gravitacional da esfera res-
pectivamente. O arrasto considerado serd dado pela
Eq. (7) Fa = bv? e o empuxo escrito como Fg = p Vg,
sendo p a densidade do fluido V o volume da esfera e
g a aceleracao da gravidade. No movimento de queda,
os valores de dy serao negativos, fazendo com que a va-
riagao de energia mecanica total seja também negativa.

Utilizando as expressoes de K e U dadas respectiva-
mente por K = mv?/2 e U = mgy, sendo m a massa
da esfera, escreve-se a Eq. (9) como

20K dUu
dK +dU = ( +,0Vg> —, (10)
m mg
que pode ser rearranjada na forma
29dK
9 = dU. (11)

26K + m(pVg — mg)

Realizando a integral em ambos os lados em relagao
as variaveis K e U respectivamente, obtemos a seguinte
expressao

m2g ) 20K +m(pVg — mg)

= U -U 12
2% 20Ky +m(pVg —mg) 2= Ui (12)

em que os indices 1 e 2 referem-se aos limites inferior
e superior de energia cinética e potencial gravitacional

J

Vpe

pe (b2 — b1) = (p1bz — p2b1) — ba(pe — p1) exp (ﬁifl)
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tomadas na integracao. Esta integral deve ser resolvida
tanto para o movimento através do ar quanto para o
movimento através da agua. Por isso, as varidveis com
indices 1 e 2 apenas serao reinterpretadas através de
mudangas de notagdo em cada parte do movimento.

Ao considerarmos este calculo para a primeira parte
do movimento, que compreende desde a posi¢ao ini-
cial y = H até a final em y = 0, mudamos a notagao
da Eq. (12) para Ky <+ Ky, Uy + Uy, Ko + Kj e
Us < Uy. Neste caso teremos Ky = 0 (uma vez que
a esfera é liberada do repouso), Uy = mgH e Uy = 0.
Isolando Ky na Eq. (12) e considerando as mudancas
de notagao e igualdades mencionadas podemos escre-
ver a energia cinética da esfera imediatamente antes de
atingir a 4gua como sendo

mg — p1Vg)
20,

Kozm(

- iblH)] L3

eXp(T

onde p; e by correspondem respectivamente a densidade
e constante de arrasto quadratico do ar.

Ap6s a esfera alcancar a posicao y = 0, passamos a
considerar o movimento através da dgua. Mudamos a
notagdo da expressao (12) para a segunda parte do mo-
vimento, que compreende desde a nova posigao inicial
y = 0 até a final y = —h. Para isso, fazemos K; < K,
U, + Uy, Ky < Ky e Uy < Ujp. Neste caso teremos
K} = 0 (na profundidade méxima a esfera estard mo-
mentaneamente em repouso), U, = -mgh, Uy = 0. A
energia cinética no nivel da dgua serd Ky dada pela ex-
pressao (13). Evidenciando a varidvel h na expressao
(12) e considerando a mudanga de notacao mencionada,
obtemos

25 K Vg—
poo gy | 2ot mipVg mmg) |
2b; m(p2V g —mg)

onde p e by correspondem respectivamente a densi-
dade e constante de arrasto quadratica da agua. A
expressao final h(H) é obtida substituindo K, pela ex-
pressdo (13) na equagdo anterior e escrevendo a massa
da esfera como m = p.V, onde p. é a densidade da es-
fera e V= 4713 /3 o seu volume. Desta maneira reescre-
vemos a Eq. (14) apés algumas manipulagoes algébricas
na forma

h = In

2bs

bl (PQ - pe)

(15)

Surpreendentemente, este resultado indica que a profundidade atingida a partir de uma queda nao depende do
valor da aceleragao da gravidade. Ao utilizarmos a expressao da constante de arrasto quadritico dada pela Eq. (8),
a dependéncia h(H) pode ser escrita em termos das densidades do ar, da 4gua e da esfera, além de também depender
do raio da esfera e do valor constante assumido pelo coeficiente de arraso C%, como mostra a equacgao abaixo
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h =

47 pe pe (p2 = p1) = p2(pe — p1) exp ( Tipe
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—30;;,)111)

n
3Cp2

Ao se fazer H= 0 verifica-se facilmente o resul-
tado ja esperado indicando que quando a altura da
queda é nula a profundidade atingida também sera nula.
Quando a altura da queda H é extremamente grande, a
esfera alcanca a velocidade terminal antes de atingir a
agua e a profundidade méxima atingira um limite dado
por

4 e e -
lim h _ hmam _ 7'*p |:p (p2 pl):| . (17)
H—o0 3Chp2 [ p1(p2 — pe)

Para que a Eq. (16) tenha sua validade respeitada,
deve-se tomar o cuidado de que a velocidade terminal
da esfera no ar corresponda a valores de Re < 2 x 10°.
Acima deste valor, a “crise do arrasto” diminui drasti-
camente o valor de C4 e o arrasto quadratico deixa de
ser uma boa aproximacdo no ar. A velocidade terminal
¢é alcancada quando a forca de arrasto somada ao em-
puxo iguala-se ao seu peso, ou seja, bvz +Vpg = Vp.g.
Utilizando V = 4713 /3 e b =0, 502p7rr2, escrevemos
a velocidade terminal no ar como

vp = {8('06_'0)7"9} 1/2. (18)

3Chp

Substituindo a Eq. (18) na Eq. (2), pode-se escre-
ver uma expressao para o numero de Reynolds quando
a esfera atinge a velocidade terminal (Rey) como

32r3gp1(pe — p1)]"”
r3gp1(p pl)] _ (19)

fier [ 3Cumt

Para sabermos o raio maximo da esfera que segu-
ramente nao ultrapassard o valor limite de Re = 2
x 10° enquanto estiver em queda antes de atingir a
agua, substituimos na equacao acima os parametros re-
ferentes ao ar a temperatura de 20 °C e pressdo de
1 atm que correspondem a: n; = 18,3 x 1076 Pass e
p1 = 1,204 kg/m>. A esfera considerada possui uma
densidade de p. = 950 kg/m3. Assumimos um valor
de coeficiente de arrasto constante C; ~ 0,42. En-
contramos assim um raio maximo para que a “crise do
arrasto” nao ocorra no ar de 1,4, ~ 3,6 cm.

E importante frisar que esta limitagao assegura ape-
nas a validade do célculo analitico da primeira parte do
movimento. No instante em que a esfera atravessa a
interface ar-dgua, os parametros de densidade e visco-
sidade do fluido mudam subitamente, fazendo com que

p1(p2 — pe)

(16)

[

a razao entre os numeros de Reynolds imediatamente
antes e imediatamente depois da esfera atingir a agua
seja Rea/Rer = (pam)/(p1m2) =~ 15. Em muitas si-
tuagoes este acréscimo de Re faz com que os primeiros
instantes em que a esfera movimenta-se através da agua
acontecam durante a “crise do arrasto”. Na proxima
se¢ao investigaremos as consequéncias de negligenciar-
mos a reducao de C'y4 durante estes breves instantes.

4. Resultados numéricos

Investigamos a dindmica da queda da esfera através de
dois meios viscosos utilizando um procedimento com-
putacional que leva em consideragao a variagao do co-
eficiente de arrasto de acordo com a Eq. (4). Desta
forma, podemos comparar os resultados analiticos e
numeéricos e verificar a validade da aproximagao de ar-
rasto quadratico durante todo o movimento.

As posigoes da esfera durante a queda foram ob-
tidas em funcao do tempo, considerando a integragao
numérica através do método de Runge-Kutta de quarta
ordem do seguinte sistema de equagoes diferenciais or-
dinérias

y=v, (20)

pAv? | Vg

0 =—g+Ca(v) 2m m

(21)

em que os trés termos da Eq. (21) representam a forga
gravitacional, o arrasto hidrodinamico e o empuxo, res-
pectivamente. A dependéncia entre o coeficiente de ar-
rasto e a velocidade C4(v) serd dada pela expressao (4)
ao substituirmos Re por 2prv /1.

A integragdo numérica das equagbes diferenciais é
realizada mudando-se os valores dos parametros do
fluido no instante em que a parte inferior da esfera toca
a superficie da dgua. Temos desta forma

1 ara >,
p - { PP y (22)
p2  para y <,
assim como
1 ara >,
n = { O (23)
2 para y <T.

Levamos em conta nesta abordagem o aumento gra-
dual do empuxo e do arrasto nos instantes em que
a esfera encontra-se parcialmente submersa, ou seja,
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quando a posi¢cao de seu centro de massa estiver no in-
tervalo -r < y < r. O empuxo considerado serd propor-
cional ao volume submerso sendo este o de uma calota
esférica. Este volume ¢ dado por V. = 72 (3r —1) /3,
onde [ = r —y corresponde a altura da calota quando
o centro de massa da esfera encontra-se em y. A drea
transversal a ser considerada no arrasto corresponde a
base da calota esférica submersa. Esta area é dada por
A = ma?, onde a = \/I(2r — 1) corresponde ao raio
da base da calota quando o centro de massa da esfera
encontra-se em y. Desta maneira consideramos as se-
guintes mudancas no volume e area a serem empregados
na integragao numérica

4mr®

vV = (3_,)2 -r> y>r,
T 3r — (r —y)] —r<y<r,
(24)
w2, 0> y>r,
A_{w(r2—y2) O<y<r. (25)

Realizamos a integracao numérica para valores
de condicoes iniciais de posicdo que variaram entre
H =0ma H = 100 m. Para cada condicao ini-
cial a integracao numérica foi realizada até o instante
em que a velocidade deixava de ser negativa. Desta
forma, a posicao neste instante corresponde a profun-
didade méxima atingida h para o valor de altitude H
de langamento considerado. Mostramos na Fig. 3 a
dependéncia entre a profundidade maxima alcangada h
em funcgao da altura da queda H antes do mergulho ob-
tida através da Eq. (16) (em vermelho na versao online)
e através da integracdo numérica (em preto na versao
online) para trés intervalos de H.

Nota-se pela Fig. 3 (c) que os resultados numéricos
e analiticos diferem significantemente para alturas de
queda maiores que H = 1 m. A mais dréstica suposicao
feita para a obtencao da Eq. (16) foi considerarmos
o coeficiente de arrasto aproximadamente constante e
igual a C% = 0,42 durante todo o movimento. A
integracao numérica revela que esta consideracao torna
irreal o resultado analitico obtido, uma vez que as pro-
fundidades atingidas previstas analiticamente sao bas-
tante inferiores aquelas obtidas por integragao numérica
considerando o coeficiente de arrasto varidvel.

Com o intuito de detectarmos em quais instantes
o coeficiente de arrasto deixa de ser aproximadamente
constante, obtivemos os valores de C'y em funcao das
posicoes ocupadas pela esfera. Desta forma, investiga-
mos o comportamento do coeficiente de arrasto ao longo
do movimento de queda. As curvas podem ser vistas na
Fig. 4, onde consideramos trés condigoes iniciais distin-
tas. A regido da curva préxima a y = 0 podem ser vistas
amplificada no primeiro grafico.
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Figura 3 - Dependéncia h(H) obtida a partir da Eq. (16) (ver-
melho na versdo online) e a partir de integragdo numérica das
equagdes diferenciais do movimento (preto na versdo online). Na
figura (a) variamos a altura de queda até 10 m. As figuras (b)
e (c) revelam com mais detalhes esta dependéncia para valores
menores de H. Os parametros utilizados foram: r = 3,5 cm,
g = 9,8 m/s?, pe = 950 kg/m3, p; = 1,204 kg/m3, pa = 998,21
kg/m3, n1 = 18,3 x 107 Pa.s e 2 = 1,003 x 103 Pa.s.

Os gréficos da Fig. 4 revelam que tanto no inicio
quanto ao fim do movimento, o coeficiente de arrasto
atinge valores bastante elevados. Apesar disso, na
maior parte do movimento o valor de C4 é muito
proximo do valor assumido como constante no cédlculo
analitico C% =~ 0,42. No entanto, quando y = r (mo-
mento em que a esfera atinge a dgua) o valor de C'y di-
minui drasticamente evidenciando a “crise do arrasto”.



O efeito da “crise do arrasto” no mergulho de altura

Calculos numéricos revelaram que a “crise do arrasto”
dura aproximadamente 0,2 s para H = 100 m, enquanto
o movimento completo de queda e mergulho dura em
torno de 6,1 s. Sendo assim, o intervalo de tempo em
que ocorre a crise de arrasto representa apenas 3,3% do
tempo decorrido desde a liberagao da esfera até que ela
atinja a profundidade maxima. No entanto, a distancia
percorrida durante esta fragao de segundo representa a
maior parte do percurso sob a agua.
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0 20 40 60 80 100
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1 1 1 L 1 1 1
(b)
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y (m)
1 n 1 e 1 " 1
©
104 o
<
O
1 E E
\_/\‘ o
01 T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0
y (m)

Figura 4 - Valores do coeficiente de arrasto da esfera obtidos
através da integracdo numérica do movimento para a altura de
lancamento de (a) H =100 m, (b) H =10me (¢) H =1 m. Os
parametros utilizados foram os mesmos da figura anterior.
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A medida que liberamos a esfera de altitudes me-
nores, a velocidade com que atinge a agua torna-se
também menor. Com isso, a diminui¢do no valor de
C4 passa a ser menos pronunciada, como podemos no-
tar na Fig. 4 (c). Isso explica a similaridade dos resul-
tados analiticos e numéricos para valores pequenos de
H, como mostrado na Fig. 3 (c).

Foram feitas algumas simulagoes em que a inte-
gragao numérica se deu utilizando diferentes valores
para a aceleragdo da gravidade. Os resultados s@o mos-
trados na Fig. 5 e revelam que a profundidade atingida
serd maior quanto maior for o valor de g. Isto contraria
novamente o resultado analitico obtido ao assumirmos
o coeficiente de arrasto constante. Ao considerarmos
um valor maior para g, a esfera aumentard mais rapi-
damente sua velocidade e consequentemente o valor de
Re. Com isso, quanto maior o valor de g, o coeficiente
de arrasto assumira valores menores durante uma maior
fragao do movimento. Eventualmente, para valores de
g demasiadamente altos, a esfera podera passar pela
“crise do arrasto” antes mesmo de atingir a dgua. Este
efeito nao pode ser levado em conta quando assumimos
o coeficiente de arrasto independente da velocidade.

2.0 1 L 1 L 1 " 1 L 1 " 1 1 1 ) 1 1 1 " 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
H(m)

Figura 5 - Dependéncia h(H) através de integragao numérica para
trés valores de aceleracao da gravidade diferentes. Os demais va-
lores de parametros foram os mesmos das Figs. 3 e 4.

5. Consideracgoes finais

Neste trabalho investigamos a importancia do fend-
meno da “crise do arrasto” na profundidade maxima
atingida em um mergulho de altura. Para isso obti-
vemos uma expressao analitica considerando o arrasto
quadrético tanto na dgua quanto no ar, ou seja, assu-
mimos o coeficiente de arrasto constante. Obtivemos
uma expressao em que a profundidade atingida é en-
contrada em funcao da altura da queda. Estes resulta-
dos foram confrontados com a relagao obtida através de
integracao numérica das equacoes de movimento para
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diferentes alturas de langamento. A comparagio reve-
lou que as profundidades previstas analiticamente sao
muito abaixo das alcangadas ao considerarmos o coefi-
ciente de arrasto dependente da velocidade. O motivo
da disparidade entre resultados reside no fato de termos
negligenciado no célculo analitico a “crise do arrasto”
que ocorre em uma fracao de segundo, logo apds a en-
trada da esfera na agua.

Outro fato interessante notado no desenvolvimento
deste trabalho foi a nao dependéncia entre a profun-
didade alcangada com a aceleragao da gravidade ao
desconsiderarmos a dependéncia entre C'y e v. Isto
estd em desacordo com os resultados numéricos obti-
dos. Ao levarmos em conta a diminui¢ao do valor de
C4 com a velocidade, a gravidade faz com que esta di-
minui¢ao ocorra mais rapidamente. Eventualmente a
esfera atinge velocidades elevadas o suficiente para que
ocorra a “crise do arrasto” ainda antes de penetrar na
agua. Como consequéncia a profundidade atingida sera
maior quanto maior for o valor de g

Este trabalho evidencia o cuidado que deve ser to-
mado ao desprezarmos a influéncia de alguns fatores
na obtencao de modelos fisicos. Algumas vezes, a con-
veniéncia e o bom senso nao sao suficientes na esco-
lha de quais fenomenos devem ou nao ser levados em
conta na modelagem de um sistema ou fené6meno. Mui-
tas vezes uma analise numérica ou experimental pode
guiar este desenvolvimento. No entanto, ainda que o
desenvolvimento analitico aproximado nao tenha for-
necido um resultado satisfatério, a metodologia de in-
tegracao das energias cinéticas e potencial pode ser
empregada com sucesso quando nao houver mudanga
nos parametros do fluido. A Eq. (12) é vélida, por
exemplo, em situagoes em que desejamos encontrar a
altura méxima atingida quando langamos uma esfera
para cima considerando o efeito do arrasto quadrético
€ empuxo.

Deve-se salientar que o procedimento de integragao
numérica nao considerou a diminuicao de C4 da esfera
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devido a cavidade de ar que se forma atras desta nos
primeiros instantes apds a sua entrada na dgua. A ob-
tencao do coeficiente de arrasto nesta circunstancia nao
é um problema trivial e ja foi tratado através de ajustes
de curvas experimentais na Ref. [11] e através da com-
binacao de procedimentos tedricos e experimentais na
Ref. [12]. Espera-se que as profundidades alcancadas
ao levarmos em conta o efeito da cavidade do ar sejam
ainda maiores, distanciando ainda mais dos valores ob-
tidos através da Eq. (16).
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