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Um fenémeno fisico interessante que contraria nosso senso comum concerne & dinamica do movimento de
um elipsoide em rotacdo numa superficie nao lisa. Um elipsoide em rotacdo é, por exemplo, um ovo cozido,
girando numa mesa de superficie dspera. Neste artigo, apresentamos uma explicagdo tedrica da dindmica do
movimento desse elipsoide que descreve o fendmeno de elevagdo do eixo horizontal para a vertical. As equagdes
de movimento foram estabelecidas utilizando o formalismo lagrangiano.

Palavras-chave: mecanica analitica, rotagdo de um corpo rigido, experimento caseiro.

An interesting physical phenomenon, which contradicts our common sense, is concerned with the dynamics
of motion of a spinning ellipsoid in a non smooth surface. A hard-boiled egg spinning on a table with a rough
surface is an example. In this article, we present a theoretical explanation of the dynamics of motion of this
ellipsoid, that describes the axis raising phenomenon, from the horizontal to the vertical. The equations of

motion were obtained with the Lagrangian formalism.

Keywords: analytical mechanics, rigid-body rotation, homemade experiment.

1. Introdugao

A descrigao histérica e qualitativa do movimento de
rotacao de um corpo rigido, do tipo piao “tippe top”,
ja é estudada ha longo tempo. Ha relatos que datam de
1800, quando Sir William Thomson e o professor Hugh
Blackburn perceberam propriedades semelhantes as do
movimento do piao “tippe top”, ao girarem pedras en-
contradas em praias. Entretanto, esse piao ainda nao
havia sido inventado nessa época [M]. Em 1890, John
Perry escreveu um livro, “Spinning Tops and Gyrosco-
pic Motion”, no qual ha uma descricao de um objeto
esférico que, quando girado sobre uma superficie, tal
como uma mesa, tera uma elevacao do centro de massa.
Somente em 1892, o piao foi patenteado na Alemanha
e, curiosamente, os modelos descritos no documento da
patente pareciam que nao estavam funcionando, sendo
verificado mais tarde, que os modelos estavam, sim,
em pleno funcionamento, somente que a descricdo nao
havia sido feita corretamente no documento. De acordo
com Vendsyssel Historical Museum na Dinamarca [B],
o piao foi reinventado em 1949, pelo engenheiro dina-
marqués, Werner Ostberg. Desde entao, o pido ganhou
grande popularidade em todo o mundo, despertando a
curiosidade de muitas pessoas, veja a Fig. 1, motivando
assim o estudo desse fenémeno e a partir disso foram
publicados vérios artigos [0]. Apenas em 2002, Moffatt
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e Shimomura [B] apresentaram uma explicagdo para
esse comportamento. No trabalho deles as equagoes de
movimento foram obtidas a partir da segunda lei de
Newton.
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Figura 1 - Foto feita na inauguracao do novo instituto de Fisica da
Universidade de Lund, Suécia, em 31 de maio de 1951, onde Wolf-
gang Pauli e Niels Bohr observam o movimento do pido “tippe
top” [m].

No presente artigo serao obtidas as equagOes de
movimento, da elevacao do eixo horizontal para a
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vertical de um elipsoide rigido, utilizando as fungoes
de Lagrange, ao invés das leis de Newton como foi
feito por Moffatt e Shimomura [B]. Na secdo se-
guinte, serd feita uma descrigao qualitativa do fenomeno
fisico e posteriormente, faremos uma apresentagao ma-
temdtica da geometria do problema, impondo consi-
deracoes geométricas e definicoes dos sistemas de co-
ordenadas que possibilitarao estabelecer a cinematica
do sistema. J& para o caso da dindmica serao utilizadas
as fungoes de Lagrange, para determinar as equagoes de
movimento. Mostraremos que toda a dindmica pode ser
estudada somente com uma varidavel, a qual descreve o
angulo de elevacao do elipsoide. Ao se apresentar uma
solugao particular, verificaremos a existéncia de um in-
variante, conhecida como invariante de Jellett, o qual
permitird a integracao do sistema. Por meio desse inva-
riante, é possivel considerar que o sistema corresponde
a aproximagao da condic¢ao de equilibrio do giroscépio.
Finalmente, faremos andlises das equacoes obtidas, en-
volvendo as dimensoes do elipsoide e a variagao do seu
angulo de elevacao ao longo de um intervalo de tempo,
para diferentes coeficientes de atrito. A elevagao do
eixo horizontal para a vertical do elipsoide pode ser
vista por meio de um video, contendo um experimento
qualitativo [@].

2. Descrigao qualitativa do fenémeno

Para a descricao qualitativa da elevacao do eixo hori-
zontal para a vertical de um elipsoide rigido, analisare-
mos o movimento de um ovo cozido que é girado sobre
uma superficie horizontal nao lisa.

Quando um ovo cozido é girado sobre uma mesa com
uma velocidade suficientemente alta, o seu eixo horizon-
tal eleva-se e passa a ocupar a posicao vertical, veja a
Fig. 2. Em razao do giro do ovo em torno do seu cen-
tro de massa, o ponto de contato é arrastado ao redor
da superficie, veja que o centro de massa e o ponto de
contato nao coincidem. Existe uma forga de atrito que
se contrapoe ao movimento do ovo, o efeito produzido
por essa forca de atrito no centro de massa, faz com que
surjam componentes de torque, os quais atuam tangen-
cialmente a superficie do ovo, o que permite a elevacao
do mesmo.

3. Geometria do fenémeno

Para encontrar as equacoes de movimento sao consi-
deradas as seguintes aproximagoes: O OVO sera repre-
sentado por um corpo rigido descrito na forma de um
elipsoide prolato.

Sao escolhidos dois sistemas de coordenadas, sendo
um deles OXYZ fixo no espago e o outro Oxyz fixo no
corpo. Esses dois sistemas de coordenadas possuem a
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origem coincidente e esta estd localizada no centro de
massa do corpo. Na Fig. 3, ilustra-se esta descrigao,
sendo o eixo Oz simétrico.?

> Movimento de giro
produzido pela mao

Movimento
de elevagao
do eixo

horizontal

Centro de:Massa

Forca de atrito

—

Ponto de contato

Figura 2 - Representacao do centro de massa, do ponto de contato
e da forca de atrito no movimento de giro do ovo.
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Figura 3 - Elipsoide de dimensdes a e b sobre uma superficie S
com ponto de contato P. H& dois sistemas de referéncia, OXYZ e
Oxyz, sendo o eixo OX horizontal ao plano II. A distancia entre
a superficie S e o eixo OX é dado por h(f), onde 6 é o angulo de
elevagao do elipsoide.

Para uma pequena variagao na orientacao do corpo
em relagao a mesa, as coordenadas OX, OY, Oz para o
ponto P sdo respectivamente®

__dh
-~ do’

Por meio da semelhanca de triangulos retangulos,
pode-se determinar a altura entre a origem O dos siste-
mas de coordenadas com a superfie S da mesa, encon-
trando

X, Y,=0 e Z,=—h(0). (1)

h(6) = (a® cos® 0 + b%sin? 9)1/2, (2)

2Se existe um eixo de simetria em um corpo rigido, este serd sempre um eixo principal, tendo, como propriedade importante, que a

diregdo do momento angular é a mesma que a da velocidade angular.

3Neste artigo, todas as equacdes estdo descritas em termos do sistema de coordenada OXYZ.
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onde a e b sao as dimensoes do elipsoide e 6 o angulo
que indica o comportamento de elevacao do eixo hori-
zontal (Oz) para a vertical (eixo Oz coincidindo com o
eixo OZ).

Por meio da aproximagao desse corpo rigido por
um elipsoide prolato, tém-se que este possui a forma
a?(2? 4+ y?) + b*(z — d)A? = a2b®. Para um elipsoide
uniforme d = 0, pois nao haverd deslocamento do cen-
tro de massa no sistema OXYZ.

Para descrever o movimento de um corpo rigido, sao
necessarios seis vari-aveis. Normalmente, trés dessas
variaveis sao trés coordenadas que localizam a posicao
do centro de massa que, nesse caso, coincidem com
a origem do sistema de coordenada do corpo e trés
angulos independentes que fornecem a orientacao do sis-
tema de coordenada fixo no corpo em relagao ao sistema
de coordenada fixo no espago. Esses angulos (¢, 6,)
s@o conhecidos como angulos de Euler [B].

Como as origens dos sistemas de coordenadas coinci-
dem, o vetor posicao para um ponto qualquer do corpo
rigido é dado por

x=zi+tyj+ok=XI+YJI+ZK, (3)

e a relagao entre os sistemas de coordenadas para a
posicao, sao

X =xcosf+ zsinb,
Z = —xsinf + z cos . (4)

Y=y e

Em termos dos vetores unitdrios, (i,j,k) e (I,J,K) é
dada por

I=icosf+ksinf, J=j e
K = —isinf + kcosé. (5)
Finalmente, o vetor posicdo Xp = (Xp,Yp, Zp) que

localiza o ponto de contato P, é

X, = xpco80 + 2z, sin b,
Z, = —xpsinf + z, cos 6. (6)

Y=y, e

Dos angulos de Euler pode-se perceber que ¢ repre-
senta a rotagao em torno do eixo OZ, € o angulo de
elevagao e ¢ é a composicao da rotacao em torno do
eixo OZ e do eixo Oz. A relagao entre esses angulos e
o eixo OZ é dada por

A=0, Q=¢ e n=1+Qcosh, (7)
onde () é a taxa de variagao do plano II em relagao ao
eixo OZ, A é a taxa de variagdo da inclinacdo do eixo
de simetria e n é o spin ao redor do eixo de simetria Oz
do corpo.
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As velocidades angulares dos sitemas de coordena-
das OXYZ e Oxyz, sao respectivamente,

Q=0K=-Qsinfi+Qcosbk e w=0Q+Aj, (8

onde w é a velocidade angular total no sistema de co-

ordenadas do corpo, que pode ser reescrito na forma
de

w=((n—Qcosh)sinb,h,Qsin?0 + ncosh), (9)

sabendo que 6 é a diferenciacao feita em relacdo ao
tempo. O momento angular é dado por H = [w, o
qual possui as seguintes componentes

H = ((Cn — AQcos ) sind, AA, Qsin® § + Cn cosb),
(10)
onde A e C sdo os principais momentos de inércia, posto
que x e y sao simétricos. Esses principais momentos de
inércia podem ser calculados por meio dos eixos fixados
no corpo e que giram com ele.

4. Equagao de movimento

Para estabelecermos as equacoes de movimento, deve-
mos inicialmente encontrar a lagrangiana do sistema,
mas como o sistema tem forca de atrito, precisaremos
determinar as forgas generalizadas, as quais sao

Fy = Z,F,—X,R, (11)
Fw = pryv (12)
F, = —z,F,sinf+z,F,cosb. (13)

A obtengao dessas equagoes esta contida no apéndice.
Agora podemos estabelecer as equagoes de movimento
utilizando as equagoes de Euler-Lagrange.

Vamos, primeiramente, encontrar a lagrangiana.
Considere U = UI+VJ+WK a velocidade do centro de
massa. A velocidade no ponto P pode ser encontrada
pela equacao que relaciona a velocidade do centro de
massa com a rotacao por

U, =U+QxX, =UI+V,J+ WK, (14)

onde
U, = U-6n) ,
V, = V+H(#)sinb(n—Qcosb)+Qr'(0) e
W, = W —6K(). (15)

A lagrangiana é definida por L = T — U’, onde T
é a energia cinética e U’ a energia potencial. Sabe-
se que a energia cinética de um corpo rigido pode ser
determinada em termos da soma da energia cinética
de translagdo (movimento do centro de massa) com a
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energia cinética de rotagdo (variagdo angular). Logo,
pode-se escrever

1 1
L:T—U’:§U-U+§w-H.

Note que a energia potencial U’ é nula, em decorréncia
do sistema de coordenada escolhido. A lagrangiana em
termos das coordenadas generalizadas é

L=L(X,Y,2,UV,W,0,0,9,0,$,1).
Para determinar a lagrangiana, primeiro calcula-se

U-U=U>+V?4+W?
wH=0Cn?+ AQ2sin 0 + AA2.

Escrevendo w- H em termos das coordenadas generali-
zadas

w-H=
CY? + 2CYp cos B + Cp? cos? 0+ Ap? sin® 0 + A62,

Obtendo assim

L=1(U%+V2+W?+ Cy? + 20y cos 0 +
Cp? cos? § + Ap?sin® 0 + Aéz).

Como, o movimento de giro de um esferoide, com
giro suficientemente rapido, é caracterizado pela ine-
xisténcia de movimento na diregao K , em razao de o ovo
permanecer em contato com a superficie, a componente
W, dessa velocidade é nula. Portanto, a lagrangiana do
sistema fica

1 . .
L= 5(U2 + V2 4+ CY? 4+ 20y cosh +
Cp? cos? 6 + Ap?sin® 6 + Ah?). (16)

Para determinar as equagoes de movimento, utiliza-
se a equagao de Euler-Lagrange

(Z(SL> ok =@ (17)
i 9q;

onde g; sao as coordenadas generalizadas e Q; sao as
forgas generalizadas dadas pelas Egs. (), (IX) e (I3).

As forcas que atuam no corpo, no ponto P, sdo a
reagao normal R = (0,0, R), o peso W = (0,0, —Mg)
e a forga de atrito F = (F, F,0), sendo que F estd em
funcado de U, a qual é dada pela lei de atrito dindmico
entre duas superficies de contato, assumindo a condigao
F.U, <0, se F.U, = 0 entao F e U, sao ortogonais,
onde U, é a velocidade no ponto P.

Vamos, agora, determinar as equacoes de movi-
mento, usando a Eq. ([d). Seja x o vetor posigio,
entao as equagoes de movimento associadas as coorde-
nadas cartesianas sao

d (0L . .
—| = Q =U-9Q Q
dt(@)‘()+ AU = (U V,V +QU,0),

e como Q; = (F,, Fy, R), entdo usando a Eq, (1) temos
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(U - QV,V +QU,0) = (F,, F,, R).
Logo, as equagoes de movimento sao

U = QV+F,.
V = —QU+F,

A equacao de Lagrange para as componentes angu-
lares, (6,1, @), sdo respectivamente

% = —Cippsinf — Cp? sin b cos O + Ap? sin 0 cos 0
oL _ , d(@) = Af
00 dt \ 90

Substituindo na Eq. (@), obtém-se,

A 4 Cippsin + Cp? sin 6 cos  —
Ap?sinfcosd = Z,F, — X,R. (18)
Reescrevendo a equagao acima em termos de A, 2 e n,

teremos

AA + CQsinB(n — Qcos ) + CQ?sin f cos § —
AQ?sinfcos§ = Z,F, — X,R. (19)
Para determinar as equagoes de Lagrange para as

componentes 1 e @, procede-se analogamente ao pro-
cesso feito para . Portanto encontra-se

_ Qsinf(AQcosd — Cn) + Z,F, — X, R

A 2
: (20)
.zl
= 21
o=, (21)
&= —2QA cosf + (C’/A)nA + zpr/A' (22)
sin 6
Finalmente as equagoes de movimento sao
U=QV +F,,
V=-QU+F,,
& — [—2QA cos 6 + (C/A)nA + z,F, /A
sin 6 ’
(23)
i [Qsin(AQcosf — Cn) — RX, + Z,F,]
A Y
0= A,
n=ux,F,/C.
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as quais sao as mesmas encontradas por Moffatt e Shi-
momura, usando as leis de Newton. Dessas equacoes,
pode-se perceber que, de fato, a forca de atrito fornece
contribuicoes para o movimento, seja este de translacao
(equagoes das aceleragoes do centro de massa) e de
rotagdo (equagoes das aceleragoes dos angulos de Eu-
ler). Para as equagOes que envolvem os angulos de
Euler, tém-se que as componentes da forca de atrito
e da reagao normal provocam torques, em especial, a
aceleracao do angulo 6, a qual determina a rapidez da
variagao do eixo horizontal para a vertical, que é dado
pela composicao dos torques que envolvem essas duas
forcas. A seguir, sera feita uma andlise mais detalhada
da contribuicao dada pela forca de atrito.

5. Solucgao particular

Nesta secao, vamos descrever as consideragoes feitas por
Moffatt e Shimomura. Para a componente U, da velo-
cidade tem-se que se 6 for pequeno e se praticamente
nao houver variagao do centro de massa, U = 0. Logo
U, = 0, para qualquer estado de estabilidade e a velo-
cidade no ponto P passa a ser U, = (0,V},,0). Como s6
hé movimento na componente-Y, a forca de atrito tera
as seguintes componentes, F = (0, F,0). Consequente-
mente, a Eq. (20) pode ser reescrita, obtendo

Af + Qsinf(Cn — AQcosf) = —RX,.  (24)

Além disso, consideramos que se a rapidez da variagao
do angulo 0 em relacdo ao tempo, for pequena, |6 <<
2, portanto o termo que contém g pode ser negligenci-
ado e se 2 for considerado grande, entdo este dominara
o termo —RX, dado pela Eq. (EO) resultando em um
equacao de primeira ordem, (Cn— AQ cos §)Q2sin 6 = 0.
Mas, necessariamente, sin 6 # 0, pois deseja-se estudar
0 mecanismo que ocorre durante a elevagao do eixo,
assim

Cn = —AQcos#, (25)

sendo essa a condigao de equilibrio do giroscépio, na
qual as resultantes das forcas externas e torques exter-
nos que agem sobre o corpo sao nulas. Nessa situagao,
a energia cinética é bem maior que a energia poten-
cial, pois os efeitos produzidos pela forga de Coriolis
superam os efeitos gerados pela forca de atrito e gravi-
tacional, permitindo uma aproximacao para a condi¢ao
de equilibrio do giroscépio, esta encontrada por Mof-
fatt e cols. [6], a partir de |§] << Q2 e portanto,
0% > [59 | a® — b* []/[(a® + b*)min(ab)].

Utilizando a condi¢ao dada por (E3), o momento
angular passa a ser para as Eqs. (E0) e (E2), respecti-
vamente,

AL[Qsing) = -FZ, e CL[(A/C)Qcosb] =
—-FX

P
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porém, se a variagao de € for lenta, entao 6 ~ 0 e as
equagdes acima tornam-se, AQf = FZ, e AQ = FX,,
se esse resultado for integrado em ambos os lados,
obter-se-4 AQh(f) = constante. Essa constante nao
depende da natureza da forca de atrito e é conhecida
como invariante de Jellett. Tal constante foi encontrada
anteriormente e é

J=-HX, = AQh. (26)

Mas, para satisfazer a condi¢do (E3) de equilibrio do
giroseépio dJ/dt = 0 e assim J = constante.

% = (AQcosf — Cn)(h"sin® — h' cos )

d (sin@
Cn — AQcos 0)h'? — . 27
(Cn cos 0) p (h’(@)) (27)
Por outro lado, o estado de estabilidade a veloci-
dade V' do centro de massa, para o caso do esferéide é
nula, entao a velocidade V), torna-se,

V, = (2sin® 0 + ncos 0)dh/df + (n — Q cos O)h(0) sin 6.

(28)

Utilizando as Eqs. (E3), (E@) e (E8) e fazendo

() = (sin?0 + (A/C)cos?0)1/2 a velocidade V,,
pode ser reescrita como,

V, = (JJA)Ch d(Ch) fdo. (29)

Substituindo as Eqs. (1) e (£2) na equagio AQH = FZ,,
obtém -se:

JO = —Fh*(9). (30)

Esta é a solugao dinamica do sistema analisado. Agora,
precisamos estabelecer a forca de atrito para integrar o
sistema. Para isso, foram consideradas duas alterna-
tivas para a forga de atrito. A primeira, quando esta
admite a lei de Coulomb [@,8], F = —uMgV,/|V,|, ob-
tendo a solugdo para a Eq. (B0),

tan @ = (a/b) tan pq(t — o), (31)

onde ¢ = Mgab(a — b)/la — b||J| e ty é uma cons-
tante de integracdo. Para o intervalo de tempo finito,
At = 7/2|uq|, a solugdo (BI) representa a transi¢ao
do estado instavel para o estado estiavel. No entanto,
hé regides onde V, é zero, nos quais a Eq. (BI) nao
é analitica, impossibilitando uma andlise para estados
estacionérios.

A segunda alternativa é quando a forca de atrito
assume a lei de atrito viscoso [@, B], dado por
F = —puMgV,, que, quando integrado, resulta em,

tang = e~ Ha(t=to) (32)

onde ¢ = 5g(a® —b®)/2(a® +b*). A relacdo (Bd) mostra
que o angulo ¢ depende das dimensoes do elipsoide, da
gravidade e do coeficiente de atrito.
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A seguir, faremos a anélise numérica da solugao para
as duas alternativas e observaremos o comportamento
do elipsoide. Considerando um valor fixo para a gra-
vidade em Lavras/MG, g = 9,78 m/s?, foram plotados
graficos que retratam a variagao do angulo 6 para um
dado intervalo de tempo, com coeficientes de atrito 0,5;
0,1 e 0,05 e fazendo a = 6,5 cm e b = 4,5 cm.

Na Fig. 4, mostra-se que quanto maior o coeficiente
de atrito, mais tempo serd necessario para que ocorra
a elevagao do eixo horizontal para a vertical, isto é, va-
riagoes no angulo 6. Por exemplo, vemos que, a medida
que o coeficiente de atrito diminui, o tempo de elevagao
para um dado angulo aumenta de um fator de 5. J4,
na Fig. 6, o fator de acréscimo no tempo é de 10.

No caso em que se utiliza o semieixo maior com
a = 6,5 cm na Fig. 4, comparado com o semieixo maior
a = 5,5 cm na Fig. 6, e mantendo fixo b = 4,5 cm,
percebe-se que quanto mais comprido o semieixo maior,
menor serd o tempo gasto para a elevacao do eixo da
horizontal para a vertical. Para o caso de a = 5,5 cm,
da Fig. 6, novamente reparamos que quanto menor o
coeficiente de atrito,! maior serd o tempo de rotacao do
elipsoide.

Se considerarmos o caso especial em que a = b+ 4,
limite especial para esfera, § — 0 com ¢ # 0, teremos

_ 5g(a2—bQ):> _ 5g(b* 4 2b6 4 6% — b?)
7 D) T 202+ 206 + 02+ 02)
_ b 0 \_5gf, 9
7 9 \brs) " 2 b
_ 5
q = 2b5’ (33)

onde § é uma pequena, variacdo no raio da esfera e §2
¢é desprezivel. Substituindo a Eq. (83) na Eq. (B83),
verifica-se que esse resultado nao satisfaz a condigao
de equilibrio do giroscépio, pois se § — 0 teremos que
g — 0, assim Q% — 0. Quando § # 0 e é um valor pe-
queno, podemos analisar esse movimento por meio da
analise numérica da equacao dada por

tan @ = ¢—H(59/2b)é(t—to)

Sao utilizadas as mesmas consideragoes feitas nas duas
andlises numéricas acima, isto é, g = 9,78 m/s? e co-
eficientes de atrito 0,5; 0,1 e 0,05, como mostrado na
Fig. 5.

Observa-se na Fig. 5, que ao se fazer a aproximagao
para uma esfera, o tempo gasto para atingir o estado de
elevagao do eixo horizontal para a vertical é bem maior
quando comparado com o tempo gasto pelo elipsoide.
E quanto menor o coeficiente de atrito, mais tempo é
necessario para que ocorra essa elevagao. Assim torna-
se dificil visualizar esse movimento em um experimento
real, visto que a elevagao em si, é rdpida e também pela
prépria simetria da esfera.

40 coeficiente de atrito, para esse caso, ndo deve ser nulo.
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Figura 4 - Representagao da variagao do angulo de elevagao 6, ao
longo do tempo ¢, com as dimensoes espaciais de 6,5 cm e 4,5 cm.
Sendo os valores de 0,5; 0,1 e 0,05 ilustrados por uma linha com
pontos, uma linha com quadrados e uma linha com asteriscos,
respectivamente.
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Figura 5 - Representagao da variagao do angulo de elevacao 6 ao
longo do tempo ¢, quando a = b+ § com § — 0, para o caso de
uma esfera.Sendo os valores de 0,5; 0,1 e 0,05 ilustrados por uma
linha com pontos, uma linha com quadrados e uma linha com
asteriscos, respectivamente.

Analises e conclusoes

O fendomeno discutido neste artigo foi foco de estudos
durante um longo tempo, sendo encontrada a solugao
apenas em 2002, a partir das leis de Newton. Neste
trabalho, foram utilizadas as fungoes de Lagrange, cujo
lagrangiana do sistema é dado pela Eq. ([@), para
determinar as equagbes de movimento, as quais con-
ferem com as encontradas por Moffatt e Shimomura.
Ao se encontrar as equacoes de movimento, estudamos
um caso particular, onde a integragao do sistema sé foi
possivel em decorréncia do invariante de Jellett.
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Figura 6 - Representacdo da variagdo do angulo de elevagao 6
ao longo do tempo ¢, com as dimensoes espaciais de 5,5 cm e
4,5 cm.Sendo os valores de 0,5; 0,1 e 0,05 ilustrados por uma
linha com pontos, uma linha com quadrados e uma linha com
asteriscos, respectivamente.

A solucao encontrada descreve a elevagao do eixo
horizontal para a vertical, durante o movimento de pre-
cessao, com a condi¢ao de equilibrio sendo satifeita. Por
exemplo, para um ovo cru essa condicao de equilibrio
néao pode ser satisfeita, pois a energia transmitida para
girar o ovo é dissipada pelo seu fluido interior.

Para observar de forma qualitativa o fenémeno des-
crito nessa teoria, foi feito um experimento demonstra-
tivo, onde utilizamos diferentes coeficientes de atrito,
tais como: uma superficie com atrito desprezivel, mas
nao nulo, e superficies rugosas, como por exempo, fo-
lhas de lixa. Podendo observar experimentalmente que
quanto maior o coeficiente de atrito, menor o tempo de
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elevacao do eixo horizontal para a vertical, como des-
crito na teoria. Acesse o link da Ref. [4] e assista ao
video.

Os métodos e resultados deste trabalho podem ser
utilizados numa disciplina de mecéanica teérica, quando
se estuda o topico da dindmica de um corpo rigido.

Apéndice

Para descrever a dindmica de um corpo rigido qualquer,
pode-se trabalhar com os dngulos de Euler 6, v, ¢ [8].
Considere a figura abaixo:

z'
Z
a ,a ,a
31" 32" 33
/
Inercial <L -
N Y
X'

Figura 7 - Esse corpo rigido realiza um movimento decorrente da
agao de forcas F1, F2 e F3. O sistema de coordenadas Oxyz esta
fixo no corpo, sendo que a origem é coincidente com a origem do
sistema OXYZ, o qual é paralelo ao sistema inercial OX’Y’Z’. Se-
jam a11, a12, a13 os cossenos diretores de Ox relativos a OXYZ.

O sistema de coordenadas OXYZ é fixo no espago e o sistema Oxyz, fixo no corpo. A relacao entre esses dois
sistemas de coordenadas, envolvendo os angulos de Euler, é dada pala matriz de transformacao A

a1l a2 ais

A= as1 @G22 Q23 = A= —sin 1) cos ¢ — cos ) sin @ cos
a3z az2 ass sin f sin
H ! ! !/
Considere que as componentes f,,;, f/., fl; de F;,

sejam paralelas a X,Y,Z e as coordenadas x;, y;, z; dos
pontos de aplicagao de p; relativos a x, y, z, sejam co-
nhecidos. As forgas generalizadas correspondentes para
x1, Y1, 21, $a0

lezz.f;i’ FyIZng/ﬂ € lezz.f;z

Para descobrir Fy, por exemplo, procede-se da ma-
neira a seguir. A componente do vetor torque total, ao
redor do eixo x, é dado por 7, = Y (f.iyi — fyizi), onde
fzi € a componente de F; na direcao do eixo X do sis-
tema de coordenadas fixo no corpo. Mas f,; = fl.a11+
yiciz + flioas, .. para fy; e f.i. Apés determinado
Tz, Ty, Tz, €NcCONtra-se 79 = 7, cosYP — T, siney = Fy.

cos 1) cos p — sin ) sin vy cos 0

cos 1 sinp + siny cospcosf  sinfsinp
—sinsin @ + cos cospcosf  sinf cos
—sinfcos g cosf

Pode-se encontrar expressoes similares para 7, e Ty,
tal que

Fy =T1,cos9) —1ysiney , Fy =F,.

F,=1,sinfsiny + 7, sinfcosy) + 17, cosh.  (34)

Para calcular 7, 7, 7, faz-se

T=Xp, ANF =(X,,0,Z,) A (Fy,F,,R)
=—-Z,F1+(Z,F, — X,R)J + X,F,K, (35)
onde X, é o vetor posigao que localiza o ponto P e F’

possui as componentes das forgas que atuam no corpo.
Utilizando as Eqs. (1) e (5), pode-se escrever
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T=—2,Fi+ (Z,F, — X,R)j + zp,F k. (36)

Neste artigo, foi enfatizado o comportamento da
dindmica para o angulo 6, considere entao @ = 37"
Sustituindo o valor de dngulo ¢ e a Eq. (BB), tém-se

Fy=1y=2,F; — X,R, Fy=1,=u,F,
F, = —71,sinf 4 7, cos = —z,F,; sinf + x, F cos 6.

Portanto, Fy, Fy, F, sao as forcas generalizadas.
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