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O conceito de espagos nao-comutativos tem origem com a formulagdo de Wigner da mecéanica quantica no
espago de fase, em 1932. Em paralelo, Heisenberg foi o primeiro a propor relagbes de nao-comutagao entre
as componentes do operador de posicdo. Essa possibilidade ganha formulacdo matemaética com Snyder, ao es-
tudar representagbes do grupo de De Sitter (4+1). Uma sintese desses trabalhos é o conceito de geometria
ndo-comutativa, estabelecida a partir do produto de Moyal, que aparece no formulismo de Wigner. Além disso,
este tipo de nao-comutatividade é reencontrada em certos limites das teorias de cordas, gerando expectativas
da mensuragdo da nao-comutatividade espacial na fisica de altas energias. Neste trabalho, apresentamos uma
revisao pedagdgica sobre teorias fisicas em espagos ndo-comutativos, a partir de uma perpectiva histérica. Desta-
camos as teorias de representacio de grupos de simetria no espago de fase, apontando dois aspectos de interesse,
mas pouco conhecidos: (a) a no¢do de amplitude de probabilidade e a representacao da equagao de Schrodinger
no espago de fase (usualmente a representagio no espago de fase da mecanica quantica é construida através da
matrix de densidade e da equagado de Liouville-von Neumann); e (b) um trabalho de Dirac de 1930, onde foi
introduzida pela primeira vez uma formulagdo da fisica quantica no espago de fase.

Palavras-chave: mecanica quantica, fungoes de Wigner, espacos nao comutativos.

The concept of noncommutative space originates from the Wigner formulation of quantum mechanics in
phase space in 1932. In parallel, Heisenberg was the first to propose noncommutative commutation relations
between the components of the position operator. Such a possibility was mathematically described by Snyder,
studying representations of the (4+1)-De Sitter group. A synthesis of such works is the concept of noncommu-
tative geometry, established with the Moyal product, that arises in the Wigner formalism. In addition, such
noncommutativity is found in some limits of string theory, giving rise to the possibility of measurements of
spatial noncommutativity in high-energy physics. In this work, we present a pedagogical review of physical
theories in noncommutative spaces, from a historical perspective. We emphasize the theory of symmetry group
representations in phase space, and point out two important, but not so well-known, aspects: (a) the notion of
amplitude of probability and the representation of the Schrodinger equation in phase space (usually, the phase
space representation of quantum mechanics is derived from the density matrix and the Liouville-von Neumann
equation); and (b) a work of Dirac in 1930, where a formulation of quantum physics was introduced by the first
time.
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1. Introdugao

Um ingrediente fundamental da mecanica quantica
é a nao-comutatividade das quantidades observaveis
posicao e momento, expressa nas relacoes de incerteza.
Ou seja, o espaco de fase da mecanica Hamiltoniana
classica é mapeado em um espago de fase quantico
através da substituicao das varidveis posicao e momento
z e p, por operadores Hermitianos T e p, respectiva-
mente, que satisfazem a relagao de comutagao de Hei-
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senberg, isto é [Z,p] = ih [M]. A constante de Planck,
h, dimensiona assim uma &rea minima para o espaco
de fase. Isto significa que a nogao de ponto é perdida e
fala-se entao de células de Bohr com area da ordem de
h. A nocao de ponto é recuperada com o limite classico,
quando formalmente consideramos i — 0.

Partindo de uma analogia com a quantizagao do
espaco de fase, um outro tipo de discretizagao pode
ser aplicado sobre as coordenadas de posigao. Para
tanto, estabelecemos que as coordenadas z* do espago
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ou espago-tempo passem a ser representadas por opera-
dores Hermitianos Z* de uma &lgebra nao-comutativa
definida em um espaco de Hilbert; ou seja, satisfazem
uma relacao de comutagio do tipo [Z#,z"] = i6*, onde
0"” sao componentes de um tensor antissimétrico, com
dimensao de comprimento ao quadrado. Desse modo,
a nocao de ponto no espago é perdida: os pontos do
espacgo-tempo habitual sao substituidos por células de
tamanho [0#”] e as flutuagdes quanticas evitam a loca-
lizagao exata dos eventos dentro desta célula drea. As-
sim a relagao de incerteza entre as medidas de posigao
conduz a uma teoria nao local, cujas propriedades sao
de crescente interesse como objetos de estudo, em par-
ticular em teorias de campos.

A hipétese de campos ndo-comutativas no R? inicia-
se com Heisenberg [B], em 1930, que observou a possi-
bilidade de introduzir relagoes de incerteza para coor-
denadas espaciais, com o objetivo de evitar singulari-
dades presentes na auto-energia de particulas pontu-
ais. Heisenberg comentou sobre esta possibilidade com
Pauli que, por sua vez, envolveu Oppenheimer na dis-
cussao [B]. Foi Snyder [B,H], orientando de Oppenhei-
mer, em 1947, quem primeiro construiu uma teoria con-
sistente para coordenadas espaciais nao-comutativas.
Apoiado nos trabalhos de Snyder, Yang publicou um
artigo no qual sugeria a aplicacdo do formalismo de
nao-comutatividade a espagos curvos, como por exem-
plo, o espago de De Sitter [B]. A tentativa de contornar
as divergéncias da eletrodinamica quantica, utilizando
para isso a nao-comutatividade em escalas de compri-
mento muito pequeno, introduziria um corte na regiao
de altos valores do momento (regiao ultravioleta). Ape-
sar da utilidade demonstrada, a adocao das coordena-
das nao-comutativas em teoria quantica de campos foi
abandonada, devido ao desenvolvimento e predicao ex-
perimental dos procedimentos de renormalizacao. To-
davia, devido a mecanica quantica, a investigacao sobre
a nao-comutatividade prosseguiu principalmente entre
matematicos.

Um resultado importante foi observar que a in-
formacao sobre um espaco de pontos estd codificada
na algebra de fungoes sobre este espago. Como con-
sequéncia, pode-se obter o espaco a posteriori a par-
tir de uma &lgebra de fungoes. Por exemplo, a estru-
tura diferencial de uma variedade diferencial M estd
encriptada na &lgebra de fungées, C*°(M). Em 1943
Gelfand e Naimark [B] apresentaram os resultados que
atualmente sao conhecidos como teoremas de Gelfand-
Naimark. Esses teoremas formam a base matematica
da geometria nao-comutativa dos espacos originados de
uma &lgebra ndo-comutativa de fungoes [@,8].

Os teoremas de Gelfand e Naimark mostraram que
uma algebra comutativa de fungoes aponta para duas
diregoes. Em um caso, partindo de um espago (varie-
dade diferencidvel) ambiente, com uma topologia a pri-
ori e uma estrutura métrica, encontra-se a dlgebra que
governa as equagoes de campos sobre essa variedade.
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Esta é a formulagao usual na fisica classica. Em outro
caso, com a algebra deduz-se as propriedades da vari-
edade diferencial a posteriori. Contanto que a algebra
seja comutativa, existe uma relagao dual entre a algebra
dos campos e a variedade ambiente de suporte des-
ses campos. Em mecénica quantica, o que se tem é a
algebra dos campos definida em termos de operadores,
que também sao os geradores das simetrias do sistema.
O que néo se tem sao as propriedades da variedade su-
porte, isto €, o espaco de fase que carrega esta estrutura
algébrica. A pergunta natural é entao a seguinte: pode-
mos obter as propriedades desta variedade suporte utili-
zando informagoes codificadas na algebra dos campos?
A resposta a esta questdo leva ao conceito de espaco
nao-comutativo. Utilizando os teoremas de Gelfand-
Naimark, agora para uma algebra nao-comutativa de
fungoes, temos um resultado surpreendente: nao existe
uma tunica variedade suporte. Uma maneira de lidar
com esta multiplicidade de espacos suporte é definir o
que tem sido chamado de variedades vestigio (do inglés,
“shadow manifolds”) []. Pode-se construir uma va-
riedade vestigio projetando-se a dlgebra em um sub-
espaco. Isto é equivalente a projetar ou escolher uma re-
presentagao do espago de Hilbert [@]. O interesse em ge-
ometrias ndo-comutativa, na fisica, ressurgiu a partir da
década de 1990 em teorias de campos em espagos nao-
comutativos, em gravitacao, em teoria de cordas e em
matéria condensada [B,[0]. Estes resultados sugeriam
que o espaco e o tempo na sua forma usual poderiam
nao existir. Todavia os modelos conhecidos até entao
diziam muito pouco sobre o que seria uma fisica sem
espaco e sem tempo. Nenhuma estrutura matematica,
que podia descrever adequadamente em sua mais am-
pla generalidade tais situagoes, era conhecida. O estado
da arte mudou significantemente com os trabalhos de
Connes e colaboradores que elaboraram uma colegao
consistente de resultados matematicos e batizara-na de
Noncommutative Geometry [@]. O interesse nesta te-
oria advém de aplicacoes em teorias de campos abeli-
anas e nao-abelianas [[H2M|, gravitacdo [EZI-23], mo-
delo padrao [E2-0], supersimetria [Z2, B8] e no efeito
Hall Quéntico [E9]. Esta anédlise levou, recentemente,
a formulacao das teorias nao-comutativas torcidas (do
inglés: “twisted”), que apresenta a caracteristica de ser
compativel com a simetria do espago-tempo (como as
simetrias definidas por exemplo pelo grupo de Galilei
ou o grupo de Lorentz) [BO-EZ]. Entretanto, este tipo
de compatibilidade com uma teoria nao-comutativa é
muito mais antiga, e iniciou-se com o trabalho de Wig-
ner de 1932 [E3].

O objetivo de Wigner era efetuar corregoes
quanticas & mecanica estatistica, sem abandonar o con-
ceito de espaco de fase; um elemento fundamental para
uma teoria cinética quéntica [E3,Hd]. No formalismo
de Wigner cada operador, representado por A, e de-
finido em um espago de Hilbert, #, é associado a
uma fungao, denotada por A4,,(g,p), no espago de fase,
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I' [[4]. Esta associagdo consiste em uma aplicagio
Qyp : A — Au(g,p), tal que a dlgebra associativa de
operadores em H corresponde a uma &algebra também
associativa (mas ndo-comutativa) em I'. Ou seja, o pro-
duto de operadores, em H, fica definido em I' pelo
chamado produto-estrela, ou produto de Moyal, de
modo que para o produto de dois operadores temos
Qu : AB — A, (q,p) * By(q,p). Este produto emerge
de uma &lgebra de Poisson deformada com a cons-
tante de Planck sendo o pardmetro de deformacao [E3].
Uma vantagem na andlise dos resultados de Wigner-
Moyal é que a mecénica classica aparece no limite de
uma expansao em termos do parametro de deformagcao
dado por fi. Dessa forma pode-se dizer que o conceito
de espagos nao-comutativos nasce com a formulacao
de Wigner-Moyal da mecanica quantica que é entao
uma generalizagdo nao-comutativa do espago de fase
da mecanica cléssica.

Apesar de, historicamente, o método de Wigner
ter surgido na mecénica estatistica, o formalismo é
utilizado na anédlise de sistemas compostos de pou-
cas particulas, como aquelas submetidas a potenciais
harménicos e de Liouville [EB,E7]. No decorrer das
décadas o método de Wigner-Moyal adquire o status
de uma outra representagao da mecanica quantica, com
aplicagoes em diferentes areas, tais como fisica nuclear,
Optica quantica, fisica da matéria condensada e geome-
trias comutativas [B8,B8-7]. E importante destacar o
uso do formalismo de Wigner em experimentos envol-
vendo a reconstrugao de estados quanticos, na medida
direta da fungao de Wigner e em problemas de tomo-
grafia quantica [3-&4), assim como a relagdo com o te-
orema do limite central e processos estocésticos, o que
leva a novas possibilidades interpretativas dos funda-
mentos da mecanica quantica, com amplas possibilida-
des de aplicagdes [B3-E9].

A estrutura algébrica de Wigner e Moyal tem sido
desenvolvida como uma teoria de representagao fisica-
mente consistente. Representagoes de grupos como o de
Galilei e Poincaré tem sido estudadas em I' a partir de
operadores do tipo A = ay* atuando sobre um espaco
de Hilbert de fungoes complexas como b, o que leva a
Abw (q,p) = aw (q,p) *bw (¢, p). Para o grupo de Gali-
lei, esta *-representagio simplética leva a uma equacao
de Schrodinger no espaco de fase, onde as funcgoes de
onda (chamadas de quasi-amplitudes de probabilida-
des) estéo associadas com a fungéo de Wigner [B0]. Esta
associagao supera as dificuldades com uma outra tenta-
tiva de escrever a equagao de Schrodinger no espaco de
fase, onde a funcao de onda nao possui interpretacao
fisica imediata [BA,B8]. A *-representagdo simplética
garante um modo de deduzir fungbes de Wigner sem
a estrutura intricada da equagao de Liouville-von Neu-
mann, o ponto de patida original do método de Wigner.
Utilizando a simetria de Poincaré, as equagoes de Klein-
Gordon e de Dirac foram entao deduzidas no espago de
fase &, 3.
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No presente trabalho, apresentamos uma revisao,
de carater pedagdgico, de métodos das teorias nao-
comutativas, usando a quantizacao de Weyl, enfati-
zando o método de Wigner por seu caracter historico
e por se tratar de um protétipo de teorias nao-
comutativas. Detalhamos o formalismo de Wigner, com
destaque a sua natureza algébrica e as representagoes de
grupos de simetria que levam & equagdo de Schrodin-
ger no espaco de fase [A]. Estes resultados sdo con-
sequéncias da natureza nao-comutativa subjacente ao
formalismo de Wigner. Destacamos também um ou-
tro elemento histérico importante e pouco conhecido:
a primeira tentativa de se escrever a mecanica classica
no espaco de fase deve-se a Dirac em um trabalho de
1931 [E3]. Como outro exemplo de aplicagdo da quan-
tizacdo de Weyl discutimos o modelo de Landau [H].
Por ter uma natureza de revisao (embora nao exaus-
tiva), apresentamos vérias referéncias uteis aquele que
se inicia na area.

A apresentacao estd disposta da seguinte maneira.
Na secao 2, estudamos o processo de quantizacao de
Weyl. Na secgao 3, revisitamos o método da fungao de
Wigner, analizando suas principais propriedades. Na
secao 4, estudamos uma teoria de representacao no
espago de fase para o grupo de Galilei. Na se¢ao 5,
o problema de Landau é descrito. Na secao 6, as con-
clusoes e consideragoes finais sao apresentadas.

2. A prescricao de Weyl, nao-comutati-
vidade e o produto de Moyal

O formalismo que descreve a nao-comutatividade no
espaco parte de uma analogia com as ideias fundamen-
tais da mecanica quantica. Uma técnica introduzida
por Weyl associa as varidveis 2’ definidas no espaco
Euclidiano D-dimensional, R”, a operadores z* defi-
nidos no espago Euclidiano nao-comutativo. Isto for-
neceu um caminho sistematico para descrever espagos
nao-comutativos em geral e para o estudo de teorias de
campos. Nesse processo, consideremos a algebra comu-
tativa em um espaco Euclidiano R? com funcées f que
possam ser descritas por transformadas de Fourier,

.ﬂm::/dDmrmffwx 1)

onde i =1,2,3,..., D. A construgdo de um espago nao-
comutativo se da pela substituicao das coordenadas lo-
cais 2' por operadores Hermitianos 2*, que obedecem a
relagdo de comutacao

[z',27] = i6Y, (2)
onde os operadores Z' sdo geradores de uma &lgebra
nao-comutativa. Assim, dada uma funcao f e sua cor-
respondente transformada de Fourier f, introduzimos
operadores de Weyl por

—~ D ~ i
Wm=/£$ﬁwfm? (3)
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A partir da Eq. (B), vemos que existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre as fungées f(z), com z per-
tencente ao espago comutativo, e )7\/\[ f] no espago nao-
comutativo.

Um operador de Weyl pode ser reescrito em termos
de um operador A(z), dado por

~ dPk ST
A — —ikiz; —ik;z . 4
()= [ e e )
De fato, com essa defini¢ao, a Eq. (B) fica escrita como
—~ dP 2 ~
= | —— A(z).
Wi = [ sl @A) 5)

Esta equagao fornece os operadores de Weyl, a par-
tir dos campos; ou seja, temos um mapeamento dos
campos f(z), no espaco comutativo, com operadores de
Weyl, 17\/\[ f] no espago nao-comutativo.

O produto de dois operadores no espago nao-
comutativo é dado por

WIF(2)]Wlg(2)] =
Flk)(kp)e~ T ek ()

/ dPky dPksy
(2m)P (2m)P
Utilizando a féormula de Baker-Campbell-Hausdorff,

e_ikl'i?ie_ik%gi _ e—%klieijkzje(klj-ﬁ-kw);j,
a Eq. (B) fica dada como
o dPky dPky ~
= k
WU W) = [ G Gy k)

Glkg)e™ 20 ke ki tki)Z ()

A partir da Eq. (@), define-se o produto (estrela) de
Moyal por

o~ —~ o~

WIf(2)IWIg(2)] = WIf(2) * g(2)]; (8)

onde
dPky dPky ~
1) woe) = [ b e
k)= Fh10 ks b )

O produto de Moyal pode ser escrito na forma diferen-
cial como

1@ a(:) = Fean 30058 | o). )

Além disso, associado a funcao f(z), pode-se introduzir
uma fungao f,(z) através da relacao

fulz) = Tr (WIF)AR) - (10)

A funcao fy,(z) assim obtida é denominada fungéo de
Wigner e o mapeamento realizado através de 3(2) éo
analogo da correspondéncia da teoria quantica usual.
Esse fato sugere que a formulagao utilizada por Weyl
guarda alguma relacao com o método da fungao de Wig-
ner, pois a fungdo de Wigner é o traco do operador de

Weyl. Isto sera explorado nas duas proximas secoes.
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3. Funcao de Wigner-realizagao simplé-
tica

O propésito de Wigner, em seu trabalho de 1932, era
efetuar corregoes quanticas & mecanica estatistica, sem
abandonar o conceito de espago de fase, que é a va-
riedade natural na qual uma teoria cinética é escrita.
Cabe ressaltar, entretanto, que antes de Wigner, Di-
rac em 1930 [E3], motivado pelo estudo da distribuicao
de elétrons em dtomos em regime semi-classico, havia
introduzido uma representacao da mecéanica quantica
no espago de fase, através de uma transformada de
Fourier da matriz densidade. Dirac estuda em parti-
cular a representacado de operdores no espaco de fase
e também escreve a equagao de evolucao para a densi-
dade de elétrons que veio a ser conhecida como equacao
de Liouville-von Neumann.

O trabalho de Wigner segue um procedimento si-
milar ao de Dirac, mas com peculiaridades que levam
a estrutura da geometria nao-comutativa. Vejamos
como este método pode ser construido a partir da pres-
cricao nao-comutativa de Weyl. Para tanto escolhe-
mos as varidveis z* como z = (¢',-- -, ¢/, p1,- - 5 DFf)s
onde ¢* e p; representam varidveis definidas no espaco
de fase com dimensao de posicao e momentum res-
pectivamente. Matematicamente, podemos entender
este espaco de fase como sendo o produto cartesiano
I = R" x (R")¢ de espacos vetoriais de dimensdo n
cada, onde (R™)? é o espaco dual de R™. Note que, com
essa escolha, D serd par. Chamaremos a prescri¢ao de
Weyl com essa escolha de realizacao simplética. Vamos
também denotar k = (ug,- - -, uz, v, -, vf) as coorde-
nadas no espago dual de T'.

Nesta realizacdo, o operador A(z) assume a forma

- Pk i
A(Z):/(Qw)%e fa( ), (11)

W

onde o produto na exponencial é agora o produto
simplético proveniente de uma forma simplética w defi-
nida no espago I, isto é,

w(z',2) w272t = k.2
_ 1 n 1 2n
= quyr+--+q Uy =PIV — = P2V
onde k; := w;;2"” para z,2z’ € I'. Assim, podemos es-

crever explicitamente,

N dudv o o ~
A(qvp):/(QZ);;elui(qJ*?)e*va(Pj*Pj) (12)

Para simplificar a exposicao, sem comprometer a gene-
ralidade, vamos prosseguir com o caso I' = R x R?,

O valor esperado de um observavel A é expresso, na
formulagao usual da mecanica estatistica quantica, por

(A) =TrpA,
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onde p é a matriz densidade, definida pela expressao,
p= sz‘|¢z‘(f)><¢i(t)|a

em que w; é a probabilidade de o sistema se encontrar
no estado |¢;(t)). A evolucdo temporal da matriz densi-
dade é expressa pela equagao de Liouville-von Neumann

in?29  (1(1), pie), (13)

onde H é o hamiltoniano do sistema considerado. A
partir de p podemos introduzir uma formulagao da
mecacnica quantica no espaco de fase, conhecida como
método da funcao de Wigner.

Nesse sentido, a fungdo de Wigner, f,(q,p), é defi-
nida como uma transformada de Fourier dos elementos
da matriz densidade, isto é,

_ 1pz z z

fula.p) = 20 [ dzexp(BE)a=Slola+3). (10
ou de forma equivalente,

—iqk

)~ Elolp + 5.

2

(15)
No caso de o sistema quantico ser descrito por um es-
tado puro, a funcao de Wigner pode ser escrita como,

fula,p) = (278)"3 / dk exp

fula.n) = a0 [ ¥l g+ 2puta - a

A funcao de Wigner, Eq. (1), pode ser reescrita
utilizando a notagéo de espago de fase como [[3],

fw(g,p) = TrpA(q,p), (16)

onde p é o operador densidade e o operador A(q,p) é
definido da seguinte forma,

> dudv . ~
Alg,p) :/ QI;;GE[“(Q*Q)*U(]D*;D)].

— 00

Os operadores ¢ e p da tltima equagao satisfazem a
relagdo de comutagao de Heisenberg, [q, p] = ifi. Pode-
se mostrar que a funcao de Wigner nao representa uma
distribuicao de probabilidades, pois pode assumir va-
lores positivos e negativos. Este e outros aspectos da
Funcao de Wigner sao interpretados a partir da andlise
de suas propriedades.

3.1. Propriedades da funcao de Wigner
e Propriedade 1

/ Ffol@.p)dp = (@) = (dpl)). (A7)

Essa propriedade mostra que a partir da fungao de Wig-
ner podemos obter a densidade de probabilidade para
se encontrar uma particula entre ¢ e g + dgq.
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Demonstracao

Para demonstrar esta propriedade, o ponto de par-
tida serd a defini¢ao da fungdo de Wigner. Substituindo
a Eq. (I4) na Eq. (), obtemos

zZ ipz

1
/dpfw(q,p) = W,/dpd3<q %Iplq+ 2>e .

Integrando na variavel p , temos

ipz

[ avttan) = [ dzta=Siola+ 3 (s [ dve®),

onde o termo entre parénteses é a funcao delta de Dirac,
0(2z). Assim

z

[dvtutan) = [ dsta= iola+ 502

Utilizando a  propriedade da
[ f(z)d(x)dz = f(0), temos

funcdo  delta,

/ dpfu(a,p) = {alpla) = (@)%

que descreve a densidade de probabilidade no espago
de configuracoes.

e Propriedade 2

/ fule,p)dg = [B)2 = (lolp).  (18)

Essa propriedade expressa que a densidade de pro-
babilidade para se encontrar uma particula entre p e
p+ dp é dada por [¢(p)[?.

Demonstragao
Substituindo a Eq. (I3) na ([3), temos

1 k k. —igk
/dqfw(q,p) = by /dpdk@* Slplp+ e

Integrando em ¢, segue

—iqk

[ datuta.n) = [kt Giolo+ 5 s [ e,

onde o termo entre parénteses é a fungao delta de Dirac,
0(k), e assim

k k
[ datuta.n) = [ dbio - Siolp+ 5)600).
Isto leva a

/ dgful.p) = (lplp) = [b(p) 2.
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e Propriedade 3

/fw(q,p)dqdp =Trp=1. (19)

Isto estabelece que a fungao de Wigner é normalizada.
Demonstracao
Substituindo a Eq. (@) na Eq. ([), obtém-se

/fw(q,p)dqdp = (27rh)_3/dqudp exp(%

)~

z z
(q— §|p|q + §>~

Calculando a integral na variavel p, temos

z z
/fw(q,p)dqdp = /dqu<q - 5\,0\61 + 5> X

((2wh)3/dpe”?f) .

O termo entre parénteses é a funcao delta de Dirac.
Com isso, encontramos

[ tatanidady = [ dazdata~Slola+ 3)s(2)

/ dglalolg) = Tro =1,

que expressa a normalizacao da funcao de Wigner; uma
condigao de consisténcia com a normalizagao com a ma-
triz densidade.

e Propriedade 4

A funcdo de Wigner nao é positiva definida. Este
resultado é importante para estabelecer a natureza es-
tatistica da fungdo de Wigner.

Demonstracao

Considere que f, e fg sdo duas fungoes de Wig-
ner associadas, respectivamente, aos estados |a) e |5);
entao

(alB)]* = (27Tﬁ)_3/fa(q,p)fﬁ(q,p)dqdp

O lado esquerdo dessa equagao é positivo ou nulo (se os
kets forem ortogonais). No tltimo caso, temos, como
consequéncia, a integral de f, fg nula. Como f, e f3
nao sao necessariamente nulas, resulta que f, e fg po-
dem assumir valores negativos e positivos, de tal modo
a anular a referida integral. Considerando que qual-
quer probabilidade deve ser positiva, fica justificada a
afirmagao de que a fungao de Wigner nao representa
uma distribuicao de probabilidade no espago de fase.
Entretanto, devido as Propriedades 1 a 3, a funcao de
Wigner é chamada de quasi densidade de probabilidade.

Amorim et al.

3.2. Propriedade dos operadores na repre-
sentacao de Wigner

Tal como se define operadores de Weyl, pode-se em ana-
logia as equagoes Eqgs.(IA) e (I3) definir operadores com
a forma

z

) (20)

1Pz z ~
aw(q,p) = /dz exp(%)@— §|A(q,p)\q+

ou

aulesp) = [ b exp( =) - SA@ Dl +5)- (21

2 2

Vamos chamar o conjunto de operadoes escritos nesta
forma de representagao de Wigner. Com estas de-
finicoes, note que f., (g, p) é simplesmente (27h) ~3 vezes
o equivalente em Wigner da matriz densidade p, isto é,

fuw(a,p) = (27h) " py.

Outras propriedades, satisfeitas pelos operadores na
representacao de Wigner e que também podem ser de-
monstradas pelos mesmos procedimentos, sao as seguin-
tes.

TrA = (2rh)~3 [ dgdga.(q,p).
J dpaw(a,p) = (2nh)~*(q|Alg).
J daaw(g,p) = (2nh)=*(p| Alp).
Se A= A(P), entdo a, = A(p).
Se A = A(Q), entio a, = A(q).

e Se A = constante, entao a,, = A.

Em seguida, utilizando o resultado expresso na
Eq. (ED), o valor esperado de um observavel, A, em
um estado |¢) fica dado por

(4) = (V|Alp) = /dqdpaw(qm)fw(q,p) = TrpA.
(22)
Para demonstrar este resultado, vamos primeiro cal-
cular

(A) = (| Ay = / dadpan(a,p) fu(g:p).

Substituindo as Eqgs. (@) e (20) na Eq. (22), temos

/

)%

1 )
(A) = (—2 h)?’/dqdpdz’dz” exp(ZpZ
T
N 1
).

szl/
h

Integrando na variavel p, obtém-se

() = (e)* [y o D

z
2

(4= S1AQ. P)la+ 5) exp(L—)(a — S lpla+

2rh

2 2

2 4 z
/dqu’dZ”<q - 5 1A@ Plg+ F)a = S lela + =),

"
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onde o termo entre parenteses é a fungao delta de Dirac.
Com isso,

) = [ dads'a"lg = 514@Q.Pla+ 5) x

"

ZI/ z / 1
(g — glplq + 3)5(2 +2")
, V4 Z b4 b4
= /dqdz (q— glA(Q,P)Iq + §><q+ 5|plq - 5>-

Introduzindo a mudanga de varidveis,

1 z
qfi(‘J*g)
1 z

temos,
(4) = / dqdz(g|A(Q, P)[z)(Zlplq) = TrpA = (A).

3.3. Produto de Moyal na representacao de
Wigner

Uma caracteristica da representacao de Wigner é que
associado a um produto de operadores quanticos A(g, p)
tem-se

(AB)w = aw(q,p)e ™ bu(q,p) = aw(q,p) * bu(g. p),

(23)
onde A = 5]05; - 515;. A Eq. (3) define o produto
estrela (produto de Moyal), que induz uma geometria
nao-comutativa e relaciona o formalismo proposto por
Wigner com o formalismo de quantizagao proposto por
Weyl [3,A]. O produto estrela possue vérias proprie-
dades e dentre as mais importantes destacamos:

e Produto estrela é nao-comutativo.

ihA —ihA

flg,p)e 2 g(g,p) # g(a,p)e 2 f(g;p)-

Esse é um resultado basico em geometrias nao-
comutativas.

e O produto estrela entre duas funcoes no espago
de fase eleva uma delas a categoria de operador.

ih— ih—

Fla,p) *x9(a,p) = fla+ 5 8p,p = 5 9p)9(a,p) =
f(q,p)xg(a,p) = f(q,p)g(q — %@,p + ?51)

e Produto estrela é associativo, isto é,
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Se f, g e h forem fungoes no espago de fase, entao,

(f(g,p) * g(q,p)) * h(q,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p)).

e A conjugacao complexa inverte a ordem do pro-
duto estrela, ou seja,

(fxg)t =g x fT.

e A integral entre duas fungdes no espaco de fase
se trivializa. E evidente que para essa proprie-
dade fazer sentido é necesséario a convergéncia da
integral. A condigdo necesséria para que a con-
vergéncia ocorra é a anulagao das fungoes f(q, p)
e g(g,p) no infinito.

/f(q,p)*g(q,p)dqdp= /dqdpf(q,p)g(q,p)'

3.4. Evolugao temporal da funcao de Wigner

Suponha agora que conhecemos a fungao de Wigner
ou qualquer operador na representacao de Wigner num
dado instante, e desejamos determinar os correspon-
dentes operadores num instante posterior. Para isso, é
preciso que conhegamos uma equagao que dé a evolugao
temporal da funcao de Wigner. Esta equacao existe e
para obté-la consideraremos a Eq. (I3), e aplicando o
operador,
pz z

2nh) ™ [ dz esp(F)a - Slla+ 3,

em ambos os lados. Resultando entao em

h

- ipzy, 2 z
ety [ dz exp(BE)a - S1Hpla+ )

_ 1Pz z z
~n) [ dz esp(B)ia - SloHla + 3

m%{(%h)*f"/dz exp(“L2) (g - %\p\q + §>} =

o que leva, considerando a relagdo Eq. (E3), &

ZEW = Hw(q,p) *fw(qap7t) -

Juw(@,p,t) x Hy(g,p, t).

Definindo o paréntese de Moyal como {a, b} = axb—
b* a, tem-se

., Ofuw(g,p,t)

ih ot = {vafw}Ma (24)

onde se observa que essa equagao dinamica é analoga a
equacao de Liouville-von Neumman, onde o estado do
sistema é descrito pela fun¢ao de Wigner e o comutador
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foi substituido pelo paréntesis de Moyal. O paréntese
de Moyal pode ser escrito da seguinte forma,

{ala.p).b(ap)} = 2ala.p)sin 5 (5,3, ~ TIb(ap),
(25)
onde usamos

ihA —ihA
e 2 —e 2

.. hA
—228111(?).

Um resultado interessante é obtido através da expansao
em série de poténcias da funcao seno desta expressao;
ou seja

. hA RA 1 hAA 5 1 RhA g

)= b e

No limite em que A — 0, obtemos como resultado que
a funcao de Wigner obedece a equagao de Liouville
classica, com H,, no lugar da fungao Hamiltoniana, isto
é

Ofw OHy,O0fy, OHy Ofy

= - - —-IH
at aq ap 8p 8(] { w7fw}a

e ainda,

_OHy, | . 0OH, .
dq -P dp — 4

Ha casos em que o Hamiltoniano coincide com a sua
transformada de Weyl. O que leva a concluir que o
fromalismo de Wigner é compativel com o principio da
correspondéncia. Este fato justifica a aplicagao do for-
malismo de Wigner em estudos de sistemas cadticos
semiclassicos.

4. O grupo de Galilei e a equagao de
Schroedinger no espaco de fase

Conforme vimos no formalismo de Wigner, cada ope-
rador, A(gq, D), definido no espago de Hilbert, H, é as-
sociado com uma funcado, a,(g,p), definida no espago
de fase I'. Podemos ainda considerar, que o produto
estrela pode ser visto como um operador A = a,,x atu-
ando na funcao by, tal que A(b,) = ay * by,. Esses
operadores-estrela mostram-se interessantes para se es-
tudar representagoes unitarias e irredutiveis de grupos
cinemaéticos. Nesta secao, definiremos um conjunto de
operadores-estrela e chegaremos a equagao de Schroe-
dinger escrita no espaco de fase, baseados numa repre-
sentacao do Grupo de Galilei num espago de Hilbert,
‘Hr, associado ao espago de fase, .

A introducéo da nocao de espaco de Hilbert associ-
ado ao espaco de fase I', pode ser feita considerando o
conjunto das fungoes complexas de quadrado integravel,

¢(q,p) em T', tal que

/dpdq¢*(q,p)¢(q,p) < o0,

Amorim et al.

é uma forma bilinear real. Neste caso podemos escrever
¢(q,p) = (¢, p|¢), com

/dpdqlq,p><q,pl =1,
sendo (¢p| o vetor dual de |¢). Vamos denominar este
espaco de Hilbert por Hrp.

Para construir uma representacgao da algebra de Ga-
lilei estendida em Hrp, assumiremos as seguites repre-
sentagoes dos operadores ¢ e D,

G=qc=q+ 50, (26)
R ih
p=px=p— 50, (27)
K= kix = mg; x —tp;x = mq; — tp;, (28)
_ . ih 0
Li = €ijr;Pr = €ijkqiPk — g Cukli g,
ih o R 9?
O e — + = , 29
€
. p? 1 1 ih 0
H=1 — (321732 172)= _— _ 0 T N2
5 = 5, P12+ D) = 5P — 5 8q1)

Hpr = G+ (2= g ) (30)

Pode-se mostrar que esses operadores satisfazem a
algebra de Galilei-Lie dada pelas seguintes relacoes de
comutacao,

[i; E] = ihfijkfka
L, [/(\j] = ih'fijki/(\ka

[z\m E] = iﬁ@‘jkl/);,

[K;, P;] = ihmé;1,

(K, H] = ihP;;

as outras relagoes de comutagao sao nulas.

E ainda, definindo os operadores multiplos da uni-
dade,
P=21 e Q=2q1, (31)
podemos reescrever as Eqs. (B8) e (E4) da seguinte
forma,

7= %@+ ih,). (32)
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E possivel mostrar que os operadores () e P se transfor-
mam, de acordo com a transformagao pura de Galilei,
0 boost, como posi¢ao e momentum. Isto é,

~ ~

K. _— K —
exp(—iv%)%) exp(iv%) = 2Q) + vtl,

~ ~

K, _— K —
exp(fivﬁ)QP exp(ivﬁ) = 2P + mvl.

Como [@, P] = 0, percebemos que @ e P nao po-
dem ser vistos como observaveis, contudo eles podem
ser usados para construir um referencial de espaco de
fase associado a um espaco de Hilbert. Entdo, um con-
junto de autovetores normalizados, |g, p), sdo definidos
com {q} e {p} , sendo um conjunto de autvalores, que
satisfazem

Qlg, p) = qla,p),

e
Plq,p) = plg, ),
com
(a,pld,p") =d(a—q")o(p—1),
e

/dqdp|q7p><q,pl =1

Os operadores @ e P, com autovalores {g,p} sdo co-
ordenadas de um espago de fase I', onde a estrutura
simplética é usada para definir o produto de Moyal.

Considere |t(t)) em Hr como uma quantidade que
representa o estado de um sistema quantico, tal que
com os kets {|q,p)}, temos

¥(g,pt) = (g, p[¥(2)). (33)

E importante notar que ¥ (g, p, t) é uma funcao de onda,
mas nao com o contetido da mecanica quantica usual,
pois aqui ¢ e p sdo autovalores dos operadores @ e P.
Este aspecto serd esclarecido na sequéncia.

A evolugao no tempo da fungao de onda é dada por

Y(q,p,t) = exp *1(q,p,0), (34)

Se derivarmos com relacdo ao tempo a equacdo an-
terior (usando a forma usual para o Hamiltoniano,

H= % + V(q)), obtemos

2 2 2 y
. (o ipd
Zhatw(%pa t) = (2m 8m 8q2 2m 8q) %
th O
y ,t +V(g+ =% ) ’t’ 35
V@) +Via+ 55 00(ept),  (35)

que ¢é a equagao de Schroedinger no espaco de fase.

Um ponto crucial desse formalsimo é a sua asso-
ciacao com a fungao de Wigner, que é estabelecida a
partir da relagao

fula,p) = ¥(g,p,t) %' (g, p, t). (36)
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Com este resultado, a média de um obervédvel A fica
estabelecida de modo fisicamente consistente, isto é

<A> = /dpdq¢*(q,p)A(§,ﬁ)¢(q,p)

/ dpdq¢™(q,p)Aw(q, p) * 4(q, p)

/ dqdp fu(q, p)Aw(q,p)-

Ademais, as fungoes de onda, ¥(q,p), obedecem a se-
guinte equagao de autovalores,

H x(q,p) = E(q,p),

onde H é o Hamiltoniano. Estes resultados estabelecem
o significado fisico das func¢ées de onda no espco de fase,
que sao chamadas de quasi-amplitudes de probabilidade.

Como um exemplo, tratamos do problema da
equacao de Schroedinger no espago de fase submetida
ao potencial oscilador harmoénico. Para isso, tomemos
a equagao de autovalores escrita no espago de fase,

h(q,p) * ¥(q,p) = E(q,p),

aqui h(q,p) = % + mw?q¢?.

Resolveremos esse exemplo mediante um método
algébrico a partir da algebra dos operadores-estrela.
Para isso, escrevemos a equacao de Schoedinger no
espaco de fase para esse potencial da seguinte forma

w2

(5

(g +m%Jp*)(q * —m%Jp*) - %)w(q,p) =
EvY(q,p).

Para encontrar uma solugao, definimos os seguintes
operadores

ax = | ¢ e W) e atk =,/ b )
NV on TP —\ on T P

(37)
Dessa forma, a Eq. (B2) fica,

holal xax+3)ble.p) = Béla.p), (%)

onde [ax,al+] = 1.
Para estudo dessa equagao de autovalores, conside-
raremos a equacao

al *a* U (q,p) = An(q,p)-

Os autovalores A, sao positivos definidos e esse fato é
claramente notado considerando

/ dgdp(ax ¥n(g, p))! * (a % Gn(,0)) =
An / dqdpy} (q,p) * Pn(q. ),
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0 que resulta em

”a*wn(%p)HQ = /\an}n(Qap)”Qa

e confirmando que A, sao positivos. Com as propri-
edades algébricas apresentadas, podemos concluir que
nesse espaco de Hilbert, ax e af* sdo operadores de ani-
quilacao e criagao, respectivamente, tal que podemos
escrever A, =n, e B, = hw(n+ 3).
Para o estado de vécuo 1g(q, p), temos axg(g,p) =
0, o que pode ser explicitamente escrito como
mw i ih

h i
7[Q+58p+ﬁ(p— 5

2%, 6(1)}7#0((],]?) :Oa

isto é,

(0 5000l ) +i(-Lo — 20 )n(am) = 0. (39)

2mw

A procura de solugoes reais da Eq. (B), temos que re-
solver o conjunto de equagoes

(a+ 5= 0,)bo(a:p) =0, (10)
(L 2 0)u0(a.p) =0, (a)

Uma solugao geral das Eqs. (£0) e (E0) ¢ dada por

2
_ e —Mw p _
wo(qyp)—\/ﬂhexp(ih q +mwh)

o (U] - (4p)

onde h(q,p) = H, = % + %qQ ¢ o Hamiltoniano
cléssico.

Para n > 1 as autofungoes v, (g, p) sdo determina-
das pelo operador de criagao, isto é,

Ynla,p) = %ww%. (43)

Com a definicao de af+ obtemos,

onlan) = ol e e ().

A partir da Eq. (E4), escrevemos a fungio de Wigner
associada a cada 1, (q, p), isto é

fula,p) = ¥n(q,p) x ¥ (¢, D).

Em particular, para n = 1,2, 3, encontramos

£ @) ~ 1 - ) o, (M),

4h(q,p) 4h(q,p)
FP(@p) ~ 2= 4(—22) + (= )7 x
—2h(q,p)

eXP(T)v
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19 0.p) ~ (6 —18(ED)) | o(PMED) 2
4h(q,p) —2h(q,p)

3
ex .
E, para n arbitrario, temos o resultado bem conhecido

Fia.) ~ LoD oy (TR

onde L,, sao os polindmios de Laguerre. Essas solucoes
sao coincidentes com as solugoes encontradas para as
quasi-amplitudes de probabilidades. Esse fato é consis-
tente, uma vez que tanto as quasi-densidades de proba-
bilidades como as quasi-amplitudes de probabilidades
obedecem a mesma equagao de autovalores. O com-
portamento de alguns casos para as amplitudes e das
respectivas fungoes de Wigner podem vistos nas Figs. 1-
6.

AN
N
| RRod
“\\‘83352*‘
R
‘:"‘

Figura 1 - Amplitude para o oscilador harménico, ordem zero.

Figura 2 - Fungao de Wigner para o oscilador harménico, ordem
zero.



Funcao de Wigner-80 anos e as origens da geometria nao-comutativa

Figura 3 - Amplitude para o oscilador harmonico, ordem 2.

Figura 4 - Fungao de Wigner para o oscilador harmoénico, ordem 2.

0 X0 g‘\"i&
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1
S QA waveh 9%
i

Y

Figura 5 - Amplitude para o oscilador harmoénico, ordem 4.
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Figura 6 - Fungao de Wigner para o oscilador harmonico, ordem 4.

Os desenvolvimentos apresentados nesta secao fo-
ram generalizadas para o espaco de fase relativistico,
por meio de representacoes do grupo de Poincaré num
espaco de Hilbert associado ao espaco de fase, utili-
zando para esse fim, operadores-estrela. Como resul-
tado da nao comutatividade, escrevemos as equagoes
de Klein-Gordon e de Dirac no espago de fase [G0HI).
Na préxima secao, como um outro exemplo de teorias
nao comutativas, analisaremos o problema de Landau.

5. O problema de Landau

O problema de Landau [HH] consiste de uma particula
carregada com massa m movendo-se no plano 7 =
(¢1, ¢2) na presenca de um campo magnético B perpen-
dicular e constante. A Lagrangiana para esse modelo é
dada por,

B

m i ,
Ly, = 5((] )? + 5 €iil 7.
No limite B — oo (ou m — 0), o termo cinético pode
ser negligenciado e o Lagrangiano é simplificado para
B i
Lo = 5 €ij4ala-

Os momenta canonicos associados a ¢* sdo dados por
. 0L
pPi= "5 =
9q
Observe que neste caso o Hamiltoniano é dado por
Hy=0.

Podemos quantizar esse modelo canonicamente,
desde que

Beijfﬁ.
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onde 0%/ = 2¢*i. Dessa forma, vemos que as coorde-
nadas das particulas obedecem a relagao de comutacao
do tipo dada na Eq. (B). Podemos concluir ainda que,
no regime de um campo magnético forte, as coordena-
das da particula passam a ser nao-comutativas. E dtil
mencionar que o problema de Landau ja foi abordado
no espaco de fase e a respectiva funcao de Wigner foi
calculada [E].

Considerando a nao-comutatividade das coordena-
das, podemos demostrar o teorema de Ehrenfest [[H].
Seja entao um sistema em um espaco de configuragao n-
dimensional e descrito por varidveis canonicas (g%, py)
obedecendo as regras de comutagao:

com 6% um tensor anti-simétrico cuja dimensao é [L]?,
como no caso do problema de Landau. Suponha que o
Hamiltoniano H depende de g* e py, isto é,

/\k»/\

D Dk e

H=——+V , 46

D v (46)
e que o sistema seja descrito por vetores de estado [))
em um espago de Hilbert tal que a evolugao temporal
do estado |¢) seja dada por

0
ih— = H|).
i l) = HJy)
Fazendo a mudanga de varidveis (q,p) — (¢,p) dada

por (]

7 ~ ~
&k:a\k_‘_ﬁeklph ﬁk:pk7

segue que
[(}ka EP] =0, [ﬁkvﬁj] =0, (47)

ou seja, tem-se as relagoes de comutagao usuais. Com
essas varidveis a Eq. (E8) fica escrita como

[ak,ﬁj] = Zh(sfa

_ Prp”
2m

1
H + V(T — —0"p). (48)
2h
Com a hipétese que 0% seja pequeno, podemos expan-
dir V' como

1 . 1 _ oV
V(Z]-k _ 70klpl) — V(Eik) o 70kl

- 2.
” 370" i +ol6%): (49)

e assim determinar o valor esperado nessas varidveis
como no caso de varidveis comutativas. Segue que a

variagao no tempo do valor esperado de um observavel
Aé

d i 0A
44 = (H, AN + ().
Usando as Eqgs. (E2) e (E9), resulta em

(pr) _ 0,0V

G =T, (50)
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d . oV g1t 92V
£<Pk> = <_87c7’€> + ﬁ@lm% (51)

Estas equacoes constituem o teorema de Ehrenfest
nesta formulagao. Nota-se que para %M — 0 tais
relacoes se reduzem as expressoes usuais, relacionadas
com a mecanica cldssica; no entanto, até primeira or-
dem em 6, os valores médios das coordenadas e dos
momenta seguem equagoes modificadas pelo parametro
que caracteriza a nao-comutatividade. O problema de
Landau no espaco de fase tem sido estudado também

no estudado e a fungao de Wigner calculada [E].

6. Consideracoes finais

Neste trabalho, apresentamos uma breve revisao sobre
dois tépicos da fisica contemporanea: a geometria nao-
comutativa e a funcao de Wigner. Partimos da for-
mulacao geral de Weyl, para estudar, como primeiro
exemplo de uma teoria nao comutativa, o formalismo
de Wigner da mecanica quantica. Introduzimos, com
detalhes pedagdgicos, a fungdo de Wigner e analisamos
suas propriedades. A relagdo entre o formalismo pro-
posto por Wigner e a geometria nao-comutativa é entao
discutida. Através da andlise de uma teoria de repre-
sentacao de grupos de Lie no espaco de fase, e com
o uso da nocao de quasi-amplitude de probabilidade,
mostramos uma descrigdo da equacao de Schrodinger
no espago de fase. Como exemplo de teorias de co-
ordenadas espaciais nao comutativas, seguindo ainda a
formulagao de Weyl, estudamos o problema de Landau.

Um aspecto de interesse histdrico é o destaque ao
trabalho de Dirac de 1930, anterior portanto ao de
Wigner mas pouco conhecido, onde a nogao de espago
de fase em mecénica quéntica é obtido por uma trans-
formada de Fourier. Nesta perspectiva, o trabalho de
Dirac é pioneiro quando se trata da mecanica quantica
no espaco de fase.
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