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Investiga-se a equagao de Schrodinger unidimensional com uma classe de potenciais V (]z|) que se anulam
no infinito e apresentam singularidade dominante na origem na forma a/|z|® (0 < 8 < 2). A hermiticidade dos
operadores associados com quantidades fisicas observaveis é usada para determinar as condig¢des de contorno
apropriadas. Dupla degenerescéncia e exclusdao de solugbes simétricas, consoante o valor de (3, sdo discutidas.
Solugdes explicitas para o atomo de hidrogénio e o potencial de Kratzer sao apresentadas.

Palavras-chave: potencial singular, degenerescéncia, atomo de hidrogénio unidimensional, potencial de Krat-
zer, colapso para o centro.

The one-dimensional Schrodinger equation for a class of potentials V'(|x|) which vanish at infinity and present
dominant singularity at the origin in the form a/|z|® (0 < 8 < 2) is investigated. The hermiticity of the ope-
rators related to observable physical quantities is used to determinate the proper boundary conditions. Double
degeneracy and exclusion of symmetric solutions, depending on the value of 3, are discussed. Explicit solutions
for the hydrogen atom and the Kratzer potential are presented.

Keywords: singular potential, degeneracy, one-dimensional hydrogen atom, Kratzer potential, collapse to the

center.

1. Introducao

O problema geral de espalhamento e estados ligados
em potenciais singulares é um tema antigo e recorrente
em mecanica quantica (veja, e.g., a Ref. [M]). Recen-
temente, o oscilador harménico singular foi esmiucado
nesta revista [B], e revelou-se uma opuléncia de concei-
tos e técnicas que sdo da maior importancia para os
estudantes e instrutores de mecéanica quantica e fisica
matematica.

O problema com o potencial V (|z|) = —|a|/|z], co-
nhecido como atomo de hidrogénio unidimensional, tem
recebido consideravel atengao na literatura por mais de
cinquenta anos (para uma ampla lista de referéncias re-
lacionadas com celeumas e aplicacoes em fisica atomica,
fisica molecular e em fisica da matéria condensada veja,
e.g., Refs. [B,d]). O problema também tem sido objeto
de investigacdo em diversos contextos relativisticos [5-
8]. O potencial da forma a1 /|z|+az/z?, com z € [0, 00)
e a; < 0 e ay > 0, conhecido como potencial de Krat-
zer, tem sido usado na descrigao do espectro molecu-
lar ], ¢ também no estudo de transferéncia de ener-
gia vibracional de moléculas poliatémicas [[]. O pro-
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blema de estados ligados da equagao de Schrodinger
com o potencial de Kratzer é um problema analitica-
mente solivel, e sua solugao pode ser encontrada em
livros-texto (Refs. [,[3], por exemplo). O caso unidi-
mensional, com parametros o e oo arbitrarios, também
é um problema analiticamente soluvel, e tem sido inves-
tigado no ambito de equagdes relativisticas [B,I3].

Na esteira pedagdgica da Ref. [B], abordamos neste
trabalho o problema de estados ligados no ambito da
equagao de Schrodinger unidimensional para uma classe
de potenciais V (|x]) que se anulam no infinito e apre-
sentam singularidade dominante na origem na forma
a/lz]? (0 < B < 2). Visto que = 0 é um ponto
singular da equacdo de Schrodinger, a determinagao
de suas solugoes requer uma analise cuidadosa na vi-
zinhanca da origem. A hermiticidade dos operadores
associados com quantidades fisicas observaveis poe a
mostra as condi¢oes de contorno apropriadas. Demons-
tramos que o espectro do problema definido no semi-
eixo é nao-degenerado e que nao hé estados ligados se
o potencial com comportamento dominante na origem
do tipo inversamente quadratico for fortemente atra-
tivo. A extensao do problema para todo o eixo re-
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vela um espectro nao-degenerado se 5 < 2, e degene-
rado se 5 = 2. Revela-se também que somente auto-
fungbes antissimétricas ocorrem no caso 1 < g < 2,
e que autofuncgoes simétricas e antissimétricas ocorrem
no caso 8 < 1. A seguir investigamos as solugoes para
V (Jz|) com formas bem definidas. Comegamos com
o problema definido no semieixo, e depois de fatorar
o comportamento da autofuncdo na origem e no infi-
nito, a equagdo de Schrodinger se transmuta em uma
equacgao diferencial hipergeométrica confluente para a
classe de potencias de interesse. Demonstramos que
um conjunto infinito de estados ligados tem presenca no
caso do potencial singular atrativo do tipo 1/|z|, ainda
que o potencial seja fortemente atrativo. Também
mostramos que no caso da adigao de um termo sin-
gular fracamente atrativo do tipo 1/x? nao hé cabi-
mento em se falar em colapso para a origem (como
afirmado na Ref. [[I]) ou inexisténcia de estado fun-
damental, e que h4 um conjunto infinito de estados li-
gados. Dentro da classe de potenciais investigados neste
trabalho, demonstramos a inexisténcia de estados liga-
dos com o potencial V (|z|) = a/x?, e apresentamos a
solugao explicita dos estados ligados com o potencial
V (|z]) = a1 /|z| + aa/2?, com oy # 0.

2. Potenciais singulares na origem

A equagao de Schrédinger unidimensional independente
do tempo para uma particula de massa m sujeita a um
potencial externo V (x) é dada por

Hy = EY, (1)
onde H é o operador hamiltoniano

h? d?
H=———+V. 2
2m dx? 2)
Aqui, ¢ (z) é a autofuncdo que descreve o estado es-
tacionario, E é a autoenergia, e h é a constante de
Planck reduzida (h = h/(27)). A equacao de Schrédin-
ger também pode ser escrita na forma

%ﬁ- <k2+2:2v)¢=0, (3)
com
K2 = 72%3 (4)
A quantidade
p= 1o (5)

é interpretada como sendo a densidade de probabili-
dade. Com condi¢oes de contorno apropriadas, o pro-
blema se reduz a determinacao do par caracteristico
(E, %) de uma equagao do tipo Sturm-Liouville (veja,
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e.g., Ref. [[@]). Todas as quantidades fisicas observéveis
correspondem a operadores hermitianos. Para auto-
fungoes definidas no intervalo [z, 2], o operador O é
dito ser hermitiano se

/ " (O%1)" r = / Cdryt (Oda),  (6)

onde 17 e ¥y sao duas autofungoes quaisquer que fazem
f;f dx ¢} (Ohy) < oco. Em particular, as autofungoes
devem ser quadrado-integraveis, viz. f;lz dx [1]? < .
Neste trabalho focalizamos nossa atencao nos esta-
dos ligados com potenciais que tém o comportamento

(o3

wEe |zl =0
V (lz[) ~ (7)
0, |z|— oo,

com 0 < B < 2, e consideramos autofungoes definidas
no intervalo [0, 00). Neste caso, a equagao de Schrodin-
ger é uma equacao diferencial singular e a autofuncao
pode manifestar algum comportamento patolégico. Tal
sequela poderia comprometer a existéncia de integrais
do tipo fooo dx Y (Ovs), e assim comprometer a her-
miticidade dos operadores associados com as quanti-
dades fisicas observaveis. Por isto, o comportamento
das solugoes da Eq. (B) na vizinhanga da origem exige
muita atencao. Visto que os estados ligados constituem
uma classe de solugoes da equagao de Schrodinger que
representam um sistema localizado numa regiao finita
do espago, devemos procurar autofungoes que se anulam
a medida que |z| — oo. Também, neste caso podemos
normalizar ¢ fazendo [ da |1|* = 1.

Na vizinhanca da origem a Eq. (B) passa a ter a
forma

d271/1 _ 2ma
dz?  h?|z|P

Y =0, (8)

e no semieixo positivo podemos escrever a solugao geral
da Eq. (B) como

Alz|*+ + B|x|°*~, para s; #s_

C |z|'? 4+ D |z|'/?log|z|, para sy =s_,

(9)
onde A, B, C e D sdo constantes arbitrarias, e s4 é
solucao da equacao indicial

2ma

St (s¢ —
A equacao indicial resulta da consideracao dos ter-
mos de mais baixa ordem da expansao em séries de
poténcias. Note que esta equagao faz sentido somente

2A origem é uma singularidade nio-essencial (ou regular) se z2V (|z|) for finita no limite |z| — 0. Caso contrério, a origem é uma
singularidade essencial (ou irregular). No caso de singularidade néo-essencial, o teorema de Fuchs (veja, e.g. Ref. [[@]) garante que a
solugdo geral da equagdo diferencial é a combinagao linear de duas solugdes linearmente independentes ¢151 (z) + c2S2 (z), onde S1 ()
e S (z) sdo expressiveis como séries de poténcias em torno da origem, ou ¢151 () + c2 (S1 (x) log|z| + S2 (x)).
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se B < 2, i.e., se a origem for uma singularidade nao-
essencial.? Assim sendo, os estados ligados em poten-
ciais com singularidade mais forte que 1/2? estdo ex-
cluidos de nossa consideracao. A equacgao indicial tem
as solugoes

1 8
si:2<1i 1+ ;nZOz)’ para 3 =2, (11)

sy =1les_ =0, parafi<2. (12)

Na vizinhancga da origem, o comportamento do termo
o
thm = ¢%W¢n

ameaga a hermiticidade do operador associado com a
energia potencial. Para f = 2 e s; # s_, podemos
escrever

«Q
me ~ [A;%An |$|2Res+ + B;Bn ‘(E|2Res’

|z|?
(13)
+ A3 Bulal e+ By Ay [
epara S =2e S5y =S_
«@ * * 2
Van ™~ T [CxCh + Dy Dy log® |z
(14)

+ (CiDyn + D;Cn) log |]

Vemos destas tltimas relagoes que a hermiticidade do
operador associado com a energia potencial é verificada
somente se Rest > 1/2; o que equivale a dizer que o
sinal negativo defronte do radical da Eq. (I) deve ser
descartado e o deve ser maior que a,, com

h2

o (15)

Q. =
Note que a solugao expressa pela segunda linha da Eq.
(8), correspondente & raiz dupla da equagdo indicial,
perde sua serventia. Para < 2 temos que Vg, é in-
tegravel somente se ¢ na primeira linha da Eq. (8) tiver
B =0 para 1l < < 2. Porque a equagao de Schrodin-
ger ¢é linear e sua solucao pode envolver apenas uma
constante de integracao multiplicativa, a ser determi-
nada por intermédio da condicao de normalizagao, de-
vemos ter A =0 ou B =0 para § < 1.

Diante do exposto, podemos afirmar que ¥ se com-
porta na vizinhancga da origem como

Flzf, (16)

onde F' é uma constante arbitraria, e s é uma quan-
tidade real com os valores possiveis segregados como
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segue:

%(1+ 1+82”2“), para S =2e a > a,

s = 1, paral < g <2

Ooul, para 3 < 1.

(17)
O critério de hermiticidade do operador associado com
a energia potencial é licito e suficiente para descartar
solugbes esptrias. A ortonormalizabilidade das auto-
funcgoes (relacionada com a hermiticidade do operador
hamiltoniano) e a hermiticidade do operador momento
sdo critérios mais frageis porque envolvem o comporta-
mento de X, e ¥idy,/dx na vizinhanga da origem,
respectivamente. O requerimento da hermiticidade do
operador energia cinética é tao rigido quanto o reque-
rimento da hermiticidade do operador energia poten-
cial para f = 2, porém é mais frigil para § < 2. A
bem da verdade, a hermiticidade do hamiltoniano tem
sido usada com sucesso na descrigao do espectro do
atomo de hidrogénio unidimensional [B] tanto quanto
para desmascarar o hidrino (estado estrambético do hi-
drogénio com energia mais baixa que aquela de seu es-
tado fundamental normal) [@. E instrutivo notar que
o comportamento da autofunc¢ao na vizinhanga da ori-
gem independe da intensidade do potencial, caracte-
rizada pelo parametro a, no caso em que o potencial
é menos singular que 1/z2, e que a condicdo de Diri-
chlet homogénea (v (04) = 0) é essencial sempre que
1< 8 <2 (s>1/2), contudo ela também ocorre para
B < 1 quando s = 1 mas nao para s = 0. Estes resul-
tados estao sumarizados na Tabela 1.

Tabela 1 - Autofuncao e sua primeira derivada na vizinhanca da
origem em funcao dos parametros do potencial.

wlz:O+ %z:0+
B=2ea>0 0 0
B=2ea<0 0 e’}
1<8<2 0 < oo
B<les=0 < oo 0
B<les=1 0 < 00

A equagao de Schrodinger independente do tempo
para o nosso problema, Eq. (B), tem o comportamento
para grandes valores de |x| dado por d?t)/dx? — k2t ~
0, e dai sucede que a forma assintética da solugdo
quadrado-integravel é dada por

Ppoe Ml keR, (18)

onde k estd definido pela Eq. (). Portanto, podemos
afirmar que os possiveis estados ligados tém espectro
negativo.

3. Solucao no semieixo

As condigoes de contorno impostas sobre a autofuncao
nos extremos do intervalo nos permite tirar conclusoes
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acerca da degenerescéncia. Com esta finalidade, segui-
mos os passos da Ref. [[@]. Sejam 11 e ¥ duas auto-
fungoes correspondentes & mesma energia. A equacao
de Schrodinger (B) implica que

d*ty d*y
— =0. 19
(0 72 o 722 (19)
Nesta circunstancia, a integral da Eq. (Id) resulta em
d d
" Y2 271/)1 =W (2p1,12) = Wy = constante,
dx dx

(20)
onde W (11, 1)2) designa o wronskiano de ¢ e 1. O
comportamento assintético de Yy e ¥y faz Wy = 0, e
assim o wronskiano é nulo em todo o semieixo, tendo
como consequéncia imediata a dependéncia linear en-
tre 11 e 19. Conclui-se, entdo, que o espectro é nao-
degenerado. No entanto, tal conclusao é fidedigna so-
mente se a Eq. (M) for integravel. Na vizinhanga da
origem, cada parcela do lado esquerdo de (™) é pro-
porcional a s (s —1)]z|?*72, sendo integravel somente
se s = 0 ou s > 1/2. Destarte, a adogdo do bem-
afortunado critério de hermiticidade do operador asso-
ciado com a energia potencial garante a inexisténcia de
degenerescéncia ainda que os potenciais sejam singula-
res.

Note que para o problema definido no semieixo mas
limitado por uma barreira infinita no semieixo comple-
mentar, a solugao com s = 0 deve ser banida por causa
da continuidade da autofuncao em = = 0.

4. Solucao em todo o eixo

Com potenciais pares sob a troca de x por —z, as auto-
fungoes em todo o eixo, com paridades bem definidas,
podem ser obtidas das autofungoes definidas no semi-
eixo por meio de extensoes simétricas e antissimétricas.
A autofuncéo definida para todo o eixo X pode ser es-
crita como

Y@ (2) = [0 (x) +pb (=)} (a]) | (21)

onde p = +1 e 0 (x) é a funcdo degrau de Heaviside (1
para x > 0, e 0 para x < 0). Estas duas autofungoes
linearmente independentes possuem a mesma energia,
entao, em principio, existe uma dupla degenerescéncia.
Observe que, apesar da nulidade do wronskiano de ¢(*)
e (=), como pode ser inferido pelo comportamento as-
sintético, esta claro que 1(H) néo pode ser expressa em
termos de 1(7), e vice-versa. Entretanto, temos de con-
siderar as condigoes de conexao entre a autofungao, e
também sua derivada primeira, a direita e a esquerda
da origem.
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A autofuncdo deve ser continua na origem, do
contrario o valor esperado da energia cinética nao seria
finito. E assim porque

Y deN e dy
dx2_dx< da:>_da:dx’ (22)

e uma descontinuidade de salto de ¥ em =z = 0 faria
di/dx ser proporcional & funcdo delta de Dirac d (z).
Portanto, a ultima parcela do lado direito da Eq. (E2)
contribuiria para o valor esperado da energia cinética
com uma parcela proporcional &

+e
: 2
glg%) B dx 6% (z) = oo. (23)
Note que a demanda por continuidade da autofungao
em x = 0 exclui a possibilidade de uma extensao antis-
simétrica no caso de f < 1le s =0.
A conexao entre dip/dx a direita e di/dx & esquerda
da origem pode ser avaliada pela integracao da Eq. (B)
numa pequena regiao em redor da origem, e para um
potencial com o comportamento ditado pela Eq. (@)
pode ser sumarizada por

"= 2ma te P
= —— lim dr ——.
e—0 dx r——c h2 50 e |$|ﬂ

(24)

Adotando o valor principal de Cauchy® como prescricao
licita para atribuir significado & representacao integral
cujo integrando é singular no interior da regiao de in-
tegracao, pode-se concluir que a derivada primeira de
uma autofuncao impar é sempre continua. Entretanto,
a autofuncao par requer atencao. Nesta ultima cir-
cunstancia, temos

@
dx

.'L':O+
0, paraf=2ea>0, oupf <2

(26)
o0, paraf=2ea<0,

resultando na exclusao das extensoes simétricas dos ca-
sos1<f<2 ef<lcoms=1.

Um resumo das extensoes possiveis estd transcrito
na Tabela 2.

Tabela 2 - Possiveis extensbes simétricas e antissimétricas em
fungdo dos parametros do potencial.

Extensoes possiveis

B=2 par e impar
1<8<2 impar
B<les=0 par
B<les=1 fmpar

3Para f (x) singular na origem, pode-se atribuir um sentido proveitoso & representagio integral fjooj dz f (z) por meio da receita

P/::def(x):(Slfé(‘/_;jdxf(x)—l—/_;oodxf(xo. (25)

Tal prescrigao é conhecida como valor principal de Cauchy de fj'oos dz f (z).

que se segue:
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A hermiticidade do operador associado com a ener-
gia potencial, por causa da singularidade em = = 0,
depende da existéncia do valor principal de Cauchy
da integral fj;j dx Véﬁp ). Obviamente, o valor princi-
pal de Cauchy poderia consentir um afrouxamento das
condigoes de contorno impostas sobre as autofungoes.
Autofungoes mais singulares que essas anteriormente
definidas no semieixo seriam toleradas se na vizinhanca
da origem os sinais de V.P?) & direita e & esquerda da
origem fossem diferentes para quaisquer p e p. Porém,
temos Vﬁ(fbp) (x < 0) = pp Van (x > 0), de modo que a
integral de V;Eflp ) ndo seria finita ao se considerar duas
autofungoes com a mesma paridade. Somos assim con-
duzidos a preservar a rigidez do critério de hermitici-
dade ja estabelecido no problema definido no semieixo.

O critério de nao-degenerescéncia estabelecido na
Secao 3 para o problema definido no semieixo torna-se
um fiasco para o problema definido em todo o eixo no
caso em que § = 2. Por causa das condi¢oes de conexao
entre a autofuncao e sua derivada primeira a direita e
a esquerda da origem, e também por causa da hermiti-
cidade do operador associado com a energia potencial,
os estados ligados da equacao de Schrédinger com um
potencial que se comporta como a Eq. (@) apresentam
um espectro degenerado se § = 2, nao-degenerado e
somente com autofungoes impares se 1 < § < 2, e nao-
degenerado com autofungoes pares (s = 0) e {mpares
(s =1) se B < 1. O espectro nao-degenerado no caso
em que o potencial dominante na origem tem singu-
laridade 1/|z|? com 8 < 1 é habitual para sistemas
unidimensionais. E curioso a auséncia de autofungoes
pares no caso em que o potencial dominante na origem
possui singularidade 1/|z|% com 1 < 8 < 2. Outrossim,
é surpreendente que a degenerescéncia sé apresente sua
assinatura no caso em que o potencial dominante na
origem tem singularidade 1/z2.

5. Dois modelos exemplares

Até o momento, temos excluido classes de potenciais
e classes de solugoes, contudo, as classes de potenciais
e classes de solugoes que sobejam carecem de modelos
especificos para a verificagao da concretizagao de suas
possibilidades. Nesta Secao, investigaremos as solugoes
para V (|z|) com formas bem definidas.

Para potenciais com os comportamentos ditados
pela Eq. (@), o comportamento assintético de v ex-
presso pela Eq. (I3) convida-nos a definir y = 2k|z| de
forma que a autofuncao para todo y € [0,00) pode ser
escrita como

vy =y e V2 w(y). (27)

Por causa do comportamento ja prescrito para i, a
funcao w deve convergir para uma constante nao-nula
quando y — 0, e nao deve crescer mais rapidamente
do que exp (c1 y°2), onde ¢; é uma constante arbitriria
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e co < 1, quando y — oo. Isto é necessédrio para ga-
rantir que o expoente da exponencial na Eq. (E2), viz.
—y/2+ ¢1 y©2, se comporte como —y/2 quando y — oo.

Veremos mais adiante que as equagoes obedecidas
por w para os problemas passiveis de solugoes analiticas
recaem em equagoes diferenciais hipergeométricas con-
fluentes (também chamada de equagao de Kummer) [I3]

2

v - P —au) -0 9
Buscaremos solugdes particulares da Eq. (E8) que sa-
tisfacam as condigoes de contorno apropriadas, esta-
belecidas no final do paragrafo anterior. Afortunada-
mente, veremos também que tais solugoes particulares
requerem b > 1. A solugdo geral da Eq. (E8) é dada
por I3

w(y) = Cy M(a,b,y) + Coy' ™" M(a— b+ 1,2 - b,y),
(29)

onde C; e Cy sdo constantes arbitrarias, e M(a,b,y),

também denotada por 1F} (a,b,y), é a fungao hiper-

geométrica confluente (também chamada de fungao de

Kummer) expressa pela série [[3]

L) ~Tlati)y

ar RN

NOPIANCER AN

M(a,b,y) =

onde I' (z) é a fungdo gama. A funcdo gama nao tem
raizes e seus polos sao dados por z = —n, onde n é um
inteiro ndo-negativo [M]. A fungdo de Kummer con-
verge para todo y, é regular na origem (M(a,b,0) = 1)
e tem o comportamento assintético prescrito por [I3]

F(I;)(f)a) e—iTra y—a + II:EZ)) eY ya—b. (31)

M(a7b7 y) ~

Haja vista que b > 1, e estamos em busca de solugao
regular na origem, devemos tomar Cy = 0 na Eq. (E9).
A presenga de ¢¥ na Eq. (BI) estraga o bom com-
portamento assintdtico da autofuncao ja ditado pela
Eq. (I¥). Esta situacdo pode ser remediada pela con-
sideracao dos polos de T'(a), e assim preceituar que
um comportamento aceitdvel para M (a,b,y) ocorre so-
mente se a = —n, com n € N. Neste caso, M(—n,b,y)
exibe o comportamento assintético M(—n,b,y) ~ y",
e a série (BO) é truncada em j = n de tal forma
que o polindomio de grau n resultante é proporcional
ao polinémio de Laguerre generalizado Ly (y) (3.
O polinémio de Laguerre generalizado é definido pela

férmula
dn
L(b—l) — —(b+1) y b+n—1_—y b 0
n (y) Yy € dy" (y € )7 >0,
(32)

e possui n zeros distintos. Quando b = 1 o polinémio de
Laguerre generalizado é denotado por L, (y), e é cha-
mado simplesmente de polindbmio de Laguerre. Haja
vista que nosso interesse recaird nos casos com b > 1,
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podemos assegurar que a autofuncao do problema tera
a forma

Y (y) = Noy' e V2 LIV (y), (33)

com n nodos no intervalo (0,00). N,, é uma constante
de normalizacao.

Vale a pena observar que o comportamento de w (y)
nos extremos do intervalo, consoante o que foi exposto
no final do pardgrafo que envolve a Eq.(E2), garante a

existéncia de sua transformada de Laplace (veja, e.g.,
Ref. [I3])

o0

F(o) = / dye=Vu (y), (34)

0

e assim a solugao particular da Eq. (E8) poderia ter
sido obtida pelo metédo da transformada de Laplace
de w (y), em concordancia com o que foi apregoado na

Ref. [mE].
51. V(z)=a/|z|?

Neste caso, a substitui¢do de 9 (y) dado pela Eq. (£2)
na Eq. (B) resulta que w (y) é solugao da equagao

di;:gy) +(2s—vy) du(;i;y) - [s —s(s—1)y '+
2 @)y | ) =0, (35)

Nota-se que a Eq. (B3) se reduz a equagdes hiper-
geométricas caso (3 seja igual a 2 ou 1:

d? d
;;gy) + (25 —y) ucjl;y) —sw(y) =0,
para f§ = 2, (36)

ydCZrz@Jr(?—y)dw;y) —(1+%) w(y) =0,

para = 1. (37)
Encontramos que solugdes bem comportadas requerem

s, para 3 =2
—n= (38)
1+ 72%, para 3 = 1.

Dai podemos concluir que nao ha solugao se 5 = 2, pois
s > 1/2. Entretanto, se 8 = 1 hd solugbes somente no
caso em que « < 0, como esperado. Tais solugdes, com
b = 2, sao expressas em termos de LS) (y) por

po_ o ma®
T 22 (n+1)?
(3
dnlle) = Nalol exp (~ 72l slel)

Pimentel e Castro

Para V (z) = —|«a|/|x|, encontramos um conjunto infi-
nito de estados ligados. Nao ha limite inferior imposto
sobre a, basta que « seja negativo.

5.2. V(x)=ai/|z|+az/z?, a1 #0

Neste caso,

y W 4 (e gy P (o Y ) =,

dy? dy h2k
(40)
e as solucoes bem comportadas demandam
mao

Necessariamente com a; < 0, as solugdes com s > 1/2
(b > 1) sdo expressas em termos de L2 (y) por:

2

B = . ma
212 (n + s)°
(42)
bullel) = Mool exp (- hg”f'al' )
_ 2m|ay |
L(QS 1)
n h2 (n+8)| |
Aqui,
1 8mag
Para V (z) = —|aq|/|z| + a2/z?, com oy # 0, encon-

tramos um conjunto infinito de estados ligados com
nenhum limite inferior imposto sobre «;, basta que
ay < 0. Para as = 0, os resultados coincidem com
aqueles encontrados na subsecao anterior, como deve-
ria acontecer. Qualquer que seja as > ag, as solugoes
sao fisicamente aceitaveis, ainda que no intervalo o, <
as < 0 as autofungoes possuam derivadas primeiras
singulares na origem. E mesmo assim, contanto que
0 parametro as seja maior que ., o0 par caracteristico
(Ey,¥y) constitui uma solugdo permissivel do problema
proposto. Visto como fungdo de «g, ao passar por
as = 0, a forma do potencial sofre uma mudancga
drastica: passa de um pogo sem fundo com singula-
ridade negativa na origem quando a. < as < 0 para
um poco com fundo com singularidade positiva na ori-
gem quando oy > 0. As autofungbes sempre satisfa-
zem a condicao homogénea de Dirichlet na origem. As
derivadas primeiras das autofungoes sao infinitas na
origem se o, < as < 0. Para as > 0, contudo, as de-
rivadas primeiras sao finitas, sendo nulas caso as > 0.
E instrutivo observar que esta transicao de fase nao se
manifesta no espectro.
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Nas Figs. 1 e 2 ilustramos o comportamento da au-
tofunciao (¥ = v/A 1) para o estado fundamental em
funcao de ¢ = |z|/A, onde

h

A= s (44)
é o comprimento de onda Compton da particula (c é a
velocidade da luz). A normalizagdo foi realizada por
métodos numéricos mas poderia ter sido obtida por
meio de férmulas envolvendo os polindomios de Laguerre
generalizados constantes na Ref. [I3]. Na Fig. 1, fixa-
mos o e consideramos cinco valores ilustrativos de as.
Na Fig. 2, fixamos as na vizinhanga do valor critico a
e consideramos dois valores ilustrativos de ;.

A comparagao entre as cinco curvas da Fig. 1 mos-
tra que a particula tende a evitar a origem mais e mais
a medida que ao aumenta. A particula nunca colapsa
para o ponto z = 0 (em contradigdo com a afirmagao
patente na Ref. [[]), e certamente hd um estado fun-
damental com energia igual a Ey = —2ma?2/ (2hs)>.

A comparagao entre as duas curvas da Fig. 2, para
s 2 o, mostra que a particula tende a evitar a origem
mais e mais a medida que a; aumenta.

No caso das extensoes para todo o eixo, a forma do
potencial V (z) = —|ay|/|z| + ag/z? (com a; # 0), ao
passar por as = 0, troca de um pogo sem fundo com sin-
gularidade negativa em z = 0 quando a, < as < 0 para
um pocgo duplo com singularidade positiva em z = 0
quando as > 0. Autofungbes possuem derivadas pri-
meiras finitas na origem se ay > 0. Para a, < as < 0,
contudo, as derivadas primeiras sao infinitas na origem.
Esta transicao de fase em as = 0 também se manifesta
no grau de degenerescéncia do espectro.

4,00

¥ 2,007

- T T
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Figura 1 - Autofuncdo normalizada do estado fundamental de-
finido no semieixo em funcgdo de ¢ = |z|/A, para ai/(hc) =
—10. As linhas continua espessa, pontilhada, tracejada, ponto-
tracejada e continua delgada para os casos com masg/h? igual a
—0,124999, —0,1, 0, 40,1 e 0, 3, respectivamente.
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0.0 0.1 02 03 0.4 0.5

Figura 2 - Autofuncdo normalizada do estado fundamental de-
finido no semieixo em fungdo de ¢ = |z|/A, para mas/h? =
—0,124999. As linhas continua e pontilhada para os casos com
a1/ (hc) igual a —10 e —5, respectivamente.

6. Comentarios finais

Dissertamos sobre o problema de estados ligados no
ambito da equagao de Schrodinger unidimensional para
uma classe de potenciais V (|z|) que se anulam no infi-
nito e apresentam singularidade dominante na origem
na forma a/|z|? (0 < 8 < 2) por meio dos comporta-
mentos das autofungdes na vizinhanga da origem e seus
comportamentos assintéticos. Armados com o critério
de hermiticidade dos operadores associados com quan-
tidades fisicas observaveis, e com o valor principal de
Cauchy para atribuir significado a representacao inte-
gral cujo integrando é singular no interior da regiao de
integragao, concluimos que:

o espectro é negativo;

e nao hé estados ligados se o potencial com com-
portamento dominante na origem do tipo inver-
samente quadrético for fortemente atrativo (/2>
com «a < a.);

e 0 espectro do problema definido no semieixo é
nao-degenerado;

e 0 espectro do problema definido em todo o eixo é
nao-degenerado se 5 < 2, e duplamente degene-
rado se 8 = 2;

e somente autofuncgoes antissimétricas ocorrem no
caso 1 < 8 < 2;

e autofuncoes simétricas e antissimétricas ocorrem
no caso 3 < 1.
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Em seguida, tratamos de modelos exatamente
soluveis. Consideramos potenciais da forma V (Jz|) =
ai/|z| + as/2%, e recorrendo ao conhecimento de
solugbes de equacgoes diferenciais hipergeométricas con-
fluentes, demonstramos que inexistem solugoes no caso
em que a1 = 0, e que hd um nimero infinito de esta-
dos ligados no caso em que a1 < 0 e ag > —h?/(8m).
Em particular, reafirmamos as concluses obtidas na
Ref. [B] referentes ao dtomo de hidrogénio unidimensio-
nal definido em todo o eixo: todo o espectro tem energia
finita e autofungoes antissimétricas.

Nossos resultados para o problema definido no semi-
eixo podem ser generalizados para o problema tridimen-
sional por meio do acréscimo de I (I + 1) h?/ (2ma?) ao
potencial e pela substituigao de 1 (|z|) por |z|R (|z]),
onde [ é o ndimero quéntico orbital e R(|z]) ¢ a
funcdo radial. Desta forma, « deve ser substituido
por a + 1 (I+1)h?/(2m) se B = 2, e az por az +
(I +1)A%/(2m) na Secao 5.1. Entretanto, deve-se ob-
servar que a parcela [ (I + 1) h?/ (2ma?) representard a
singularidade dominante na origem se 8 < 2 el # 0, em
vez de o/|z|?. Além disto, a solucdo que ndo satisfaz a
condi¢ao de Dirichlet homogénea na origem, essa com
s =0 para 8 < 1, torna-se uma solucao espuria para o
caso tridimensional. Isto se d4 porque a existéncia de
uma fungao radial com o comportamento na vizinhancga
da origem ditado por 1/|x| requeriria a presenga de uma
fungéo delta de Dirac no potencial [I4].
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