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Este trabalho faz um estudo comparativo entre as velocidades de rolamento de uma esfera de aco num
plano inclinado com langamento obliquo. Para determinar a velocidade final no plano inclinado foram utilizados
cronémetros com sensores digitais, e para determinar a velocidade inicial do langamento obliquo foram utilizadas
as equagoes de alcance horizontal. Através do gréfico da velocidade em funcgdo da raiz quadrada da altura do
plano inclinado, foi possivel determinar a faixa de compatibilidade entre os dois primeiros modos para obter a
velocidade da esfera, bem como fazer a comparagdo com um terceiro modo, no qual se admitiu a conservagao
da energia mecanica. Através do mesmo tipo de gréfico, foi possivel determinar, pelo inicio do deslizamento, o
valor do coeficiente de atrito entre a esfera e o plano inclinado, cujo resultado ficou compativel com outra forma
simples de determinagao.

Palavras-chave: rolamento de esfera, coeficiente de atrito, lancamento obliquo.

This article reports a comparative study of the velocities of rolling of a steel sphere on an inclined plane with
an angle of launching. To determine the final velocity in the inclined plane, we used stopwatches with digital
sensors, and to determine the initial velocity on the oblique launch, we used the horizontal range equations.
From the graph of the velocity as a function of the square root of the height of the inclined plane it was possible
to determine the range of compatibility between the first two modes to determine the speed of the sphere and
make comparisons with a third mode, in which case it was supposed the conservation of mechanical energy.
From the same type of graph, it was possible to determine the start conditions of sliding, and the coefficient of

friction between the sphere and the inclined plane, with consistent results with other simple methods.
Keywords: rolling of a sphere, frictional coefficient, oblique launching.

1. Introducgao

A importancia das atividades experimentais na
formacao cientifica ja foi muito considerada, em todos
os niveis de ensino, por varios autores [1-3], seja para
destacar o aspecto motivacional [4] ou para a integragao
entre teoria, pratica e aprendizagem de conceitos [5-6].
Em todo caso, j4 é bem conhecida a necessidade de
o professor situar adequadamente as praticas para que
elas sejam uteis e realizem as fungoes a que se desti-
nam [7]. Numa recente revisao da literatura feita so-
bre as atividades experimentais no ensino de ciéncias
[8], constatou-se haver um consenso de que as ativida-
des praticas constituem a esséncia da aprendizagem ci-
entifica. No entanto, ha divergéncias e confluéncias em
relagdo & insergao dessas atividades experimentais [9]

IE-mail: goya@utfpr.edu.br.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

e elas ainda raramente sao utilizadas pela maioria dos
professores brasileiros no ensino de ciéncias alegando
falta de tempo, de equipamentos e desmotivagao para
trabalhd-las com seus alunos [10-11].

No que se refere ao tema especifico de rolamento
de um corpo macigo, as pesquisas mostram que os alu-
nos encontram dificuldades conceituais relativas ao pa-
pel da forca de atrito, mesmo no caso de rolamento
sem deslizamento [12-13]. Wilton Silva e seus colabo-
radores, na Ref. [14] mostraram, por meio de um sim-
ples experimento com uma esfera de ago rolando num
plano inclinado, que é possivel estimar o dngulo limite
a partir do qual comeca o deslizamento. Foi observada,
porém, uma discordancia entre os valores do coeficiente
de atrito entre a esfera e a superficie do plano, quando
comparado com outros modos de mensuracao [15].
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Considerando a importancia das atividades expe-
rimentais para a aprendizagem dos conhecimentos ci-
entificos bem como para desenvolver-se no método ci-
entifico [16], este trabalho procura fazer um estudo
comparativo entre as velocidades de rolamentos de uma
esfera de ago com langamento obliquo com o objetivo
de estudar melhor a compatibilidade entre essas veloci-
dades e, assim, verificar melhor a discordancia menci-
onada. Para se determinar a velocidade final no plano
inclinado, foram utilizados cronémetros digitais com
sensores fotoelétricos. Para se determinar a veloci-
dade inicial do lancamento obliquo, foram assumidas
as equagoes conhecidas do alcance horizontal. Para se
fazer a comparagao com a previsao tedrica, a velocidade
foi determinada assumindo a conservacao da energia.

2. Material, método e procedimentos

O material utilizado foi uma canaleta de plastico, perfil
5,0 cm x 2,0 cm x 210,0 cm, que se encontra facilmente
no mercado. Além da canaleta ou trilho, a montagem
experimental bésica necessita de uma esfera de aco, pa-
pel carbono, fio de prumo, uma trena, uma mesa plana
e suportes comuns de laboratérios. Para se verificar até
que ponto os dados seriam confidveis, foram instalados
3 sensores fotoelétricos ligados a um cronémetro digi-
tal, instrumentos comuns encontrados nos laboratérios
didaticos universitarios. Essa instalagao foi feita com
o objetivo de comparar as medidas e verificar quao
confidveis seriam os dados obtidos através do alcance
horizontal do langamento obliquo.

A montagem do experimento foi feita na forma usual
para se medir o alcance do lancamento obliquo, con-
forme a Fig. 1. Como base foi utilizada uma mesa
plana do laboratério (altura H = 0,907 m). O trilho
ou canaleta de pldstico (comprimento L = 2,000 m) foi
colocado sobre a mesa com uma das extremidades gru-
dada com velcro na quina da mesa e a outra apoiada em
suportes comuns, com os quais se pode variar a altura h.
No experimento foi utilizada uma esfera de ago (massa
m = 0,04463 kg e raio R = 0,01111 m). Na Fig. 1, H
corresponde a altura da mesa ou do langamento obliquo;
h: altura em que a esfera é solta; L: espago percorrido
pela esfera durante o rolamento na canaleta; x: alcance
horizontal do langamento obliquo.

2.1. Trés modos distintos para a determinagao
da velocidade no final da canaleta

O primeiro modo de calcular a velocidade da esfera, no
instante em que ela deixa a canaleta, foi a partir dos
dados medidos por 3 sensores fotoelétricos ligados a um
crondmetro digital. A utilizagdo de 3 sensores foi em
fungao da facilidade para se calibrar o sistema de de-
teccao com o objetivo de melhorar a precisao. No caso
especifico da canaleta utilizada, o primeiro sensor ficou
a 12,5 cm, o segundo a 50,0 cm e o terceiro a 200 cm
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da posicao inicial. Essas distancias sao consideradas ao
longo da canaleta, a partir do ponto em que a esfera é
solta de altura h, tal como é mostrado na Fig. 1. Dessa
forma, posicionando o sensor posterior numa distancia
quatro vezes a distancia do sensor anterior, a calibracao
se simplifica, pois basta conseguir que o cronémetro re-
ferente a um sensor posterior marque o dobro do tempo
do cronometro do sensor anterior.

Para a determinacao da velocidade final através dos
sensores, admite-se que o movimento seja uniforme-
mente variado, com velocidade inicial nula nas equagoes
do deslocamento e da velocidade em funcao do tempo.
Elimina-se a varidvel aceleragao, que é comum as duas
equagoes, e chega-se a equacao simples da velocidade
no fim da canaleta

2L

Vsensores = 7 . (1)

O segundo modo de se calcular a velocidade da es-
fera no instante em que ela deixa a canaleta, foi pelo
alcance horizontal X. Trata-se de um movimento em
duas dimensoes que é o resultado da composi¢ao de um
movimento retilineo uniforme na diregao horizontal com
um movimento retilineo uniformemente variado na ver-
tical. Postula-se que, durante a queda da esfera, no eixo
horizontal x, o movimento seja uniforme e, no eixo ver-
tical y, o movimento seja uniformemente variado. Iso-
lando a variavel ¢ da equagao do movimento uniforme
e substituindo-a na equagao do movimento vertical, so-
mando os termos e isolando a varidvel V', obtém-se a
equacao que determina a velocidade do alcance hori-
zontal [17]

X g
alcanceX — . 2
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O terceiro modo de se calcular a velocidade da es-
fera, no instante em que ela deixa a canaleta, desde que
nao haja deslizamento durante o rolamento, foi admi-
tindo a conservagao da energia mecanica. Um corpo
abandonado de uma altura h, que desce rolando num
plano inclinado, é descrito pela Eq. (B) [18]
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Figura 1 - Esquema da montagem do experimento de langamento
obliquo.
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onde Ve é a velocidade do centro de massa e Icpr é o
momento de inércia do corpo, em relagao ao centro de
massa, que rola sem deslizar. Considerando o momento
de inércia de uma esfera e relacionando a velocidade li-
near com a angular, uma vez que nao haja deslizamento,
obtém-se a equacao que expressa a velocidade final da
esfera pela conservagao da energia mecanica

10
‘/energia = 7gh’ (4)

2.2. O coeficiente de atrito pelo inicio de des-
lizamento

Quando a esfera acelera descendo a canaleta, conforme
mostrado na Fig. 1, sua velocidade angular aumenta
para manter a condicao de nao deslizamento, i.e., a
forca de atrito gera um torque em relagao ao eixo que
passa pelo centro de massa. A 2 lei de Newton linear
e a 2% lei de Newton rotacional, nesse caso, podem ser
escritas como

mgsenf—Fy; = macy e Fat~R:ICM~acTM, (5)

onde acys € a aceleracao do centro de massa, R e Ioyy
s&0 o raio e o momento da esfera. Eliminando ac s
e considerando o momento de inércia especifico da es-
fera, chega-se facilmente a expressao que determina a
fora de atrito estatico (F,;) sobre a esfera, que rola
sem deslizamento em um plano inclinado [19]

2
F = ?mg senf. (6)

A condigdo de nao deslizamento corresponde & si-
tuacao em que a forca de atrito é menor do que o pro-
duto do coeficiente de atrito estatico pela forca normal.
No caso limite, inicio de deslizamento, igualam-se as
duas equagoes que envolvem a forga de atrito e se de-
termina o coeficiente de atrito estatico em funcao da
inclinacao da canaleta [20]

2
o= = tah.
He = = 8 (7)

Embora nao seja o objetivo do presente trabalho fa-
zer um estudo amplo de deslizamento, alguns trabalhos
recentes [21-22] alcancaram resultados analiticos inte-
ressantes em movimentos bidimensionais que sao com-
pativeis com o estudo da esfera numa canaleta.

2.3. Avaliagao das incertezas

Na década de 1990, o JCGM publicou dois documentos
[23-24] que sao revisados periodicamente e estdo sendo
incorporados ao ensino de fisica [25]. Nesses documen-
tos sao utilizadas expressoes como incerteza padrao, in-
certeza tipo A e incerteza tipo B. A incerteza padrdo
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(simbolo u) seria qualquer tipo de incerteza, seja A ou
B, apresentada na forma de desvio padrao. A incerteza
tipo A seria avaliada conforme os métodos da estatistica
classica, quando se possui uma série de observacoes. A
incerteza tipo B seria avaliada conforme os métodos da
estatistica bayesiana, quando nao se possui uma série
de observagoes, ou seja, a avaliacao da incerteza tipo B
depende do conhecimento do avaliador [26].

Uma maneira simples de avaliar a incerteza tipo B
seria propor uma funcao densidade de probabilidades
(PDF), por exemplo, a retangular ou a triangular [27].
No caso especifico dos dados deste trabalho, quando
for invidvel utilizar a estatistica classica, i.e., a PDF
gaussiana, far-se-4 uso da PDF triangular p(z) para o
mensurando x, o qual se encontra num intervalo de lar-
gura a [28]. A incerteza padréo serd dada por

UZT\/év (8)

e a probabilidade de que o mensurando encontre-se den-
tro da incerteza padrao da melhor aproximagcao é de
65%. Nota-se, assim, uma dependéncia significativa do
conhecimento do avaliador ao determinar o intervalo de
largura a.

3. Resultados

A Eq. (4) explicita, caso haja conservagdo da energia
mecanica, que a velocidade de rolamento de uma es-
fera depende linearmente da raiz quadrada da altura
do plano inclinado. Esse comportamento da velocidade
de rolamento indica a conveniéncia de se fazer uma ta-
bela em fungao da raiz quadrada da altura, tal como
mostrado na Tabela 1, para os trés modos de se de-
terminar a velocidade final da esfera no trilho. Cada
linha da Tabela 1 explicita que, para cada angulo de
inclinacao da canaleta, foi medida a altura h, foi cro-
nometrado o tempo t que a esfera levou para percorrer
os 2,00 m da canaleta e foi medido o alcance horizon-
tal X no solo, conforme a Fig. 1. Apesar da repetigao
dos lancamentos, a esfera caiu praticamente no mesmo
ponto, para cada altura fixada. Enquanto as quatro pri-
meiras colunas mostram os dados obtidos diretamente
do experimento, as trés 1ltimas colunas mostram os re-
sultados obtidos dos cédlculos das velocidades no final
da canaleta, conforme as Egs. (O), (B) e (4), respecti-
vamente.

Uma maneira simples de analisar esses dados é
tracar o grafico das velocidades em funcao da raiz qua-
drada da altura, no trecho em que os dados se aproxi-
mam de uma reta, tal como é feito na Fig. 2.

A Fig. 2 mostra que os 3 conjuntos de 14 pon-
tos, correspondentes aos angulos da Tabela 1 que va-
riam de 14° a 39,8°, sdo bem proximos de trés retas
com inclinacoes iguais, dentro das suas incertezas. As
trés retas tracadas pelo método dos minimos quadra-
dos, conforme a Fig. 2, sdo descritas pelas Eqgs. (H),
() e (@)
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Tabela 1 - Angulo, raiz quadrada da altura, tempo para percorrer a canaleta, alcance horizontal e trés modos diferentes de determinagao

de velocidade da esfera de acgo.

0 (o) ht/? (nll 2) t (S) X (m) Vsensores (m/S) Valcance (m/s) Venergia (m/s)
14,0 0,695 1,580 0,957 2,532 2,671 2,599
16,0 0,742 1,448 0,992 2,762 2,892 2,773
18,0 0,785 1,395 1,010 2,867 3,087 2,936
19,9 0,826 1,337 1,011 2,992 3,241 3,089
21,9 0,864 1,267 1,004 3,157 3,383 3,232
23,9 0,900 1,210 0,991 3,306 3,516 3,367
25,9 0,935 1,153 0,970 3,469 3,627 3,496
27,9 0,967 1,141 0,946 3,506 3,732 3,617
29,9 0,998 1,08 0,028 3,683 3,888 3,732
31,9 1,028 1,047 0,886 3,820 3,887 3,842
33,8 1,055 1,023 0,860 3,910 4,010 3,945
35,8 1,082 1,001 0,836 3,996 4,179 4,046
37,8 1,107 0,982 0,804 4,073 4,272 4,139
39,8 1,131 0,955 0,766 4,188 4,296 4,230
41,7 1,154 0,928 0,735 4,310 4,404 4,314
43,7 1,175 0,921 0,707 4,343 4,574 4,395
45,7 1,196 0,876 0,675 4,566 4,683 4,472
47,6 1,215 0,843 0,651 4,745 4,968 4,544
49,6 1,234 0,834 0,620 4,796 5,145 4,613
51,5 1,251 0,808 0,583 4,950 5,126 4,678

444

Velocidade (m/s)

m  Velocidade pela conservagéo da energia
® Velocidade pelos sensores digitais
4 Velocidade pelo alcance horizontal

T T T T T
0,7 0,8 0,9 1,0 11 1,2

Raiz quadrada da altura h (m"?)

Figura 2 - Velocidade em fung¢édo da raiz quadrada da altura para
os trés modos.

Vingh = —0,0003(=£0,002) + 3,739 (0, 002)h> (?)
9)

Viensores = —0,09 (£0,05) + 3,77 (0, 06)h2 (?) ,
(10)

Vteance = +0, 18 (£0,07) + 3, 67 (+0, 08)h # (?) .
(11)
Ao considerar todos os 20 pontos da Tabela 1, as
Egs. () e (D) podem ser utilizadas como referéncia
de rolamento da esfera, tal como sao mostradas nas
Figs. 3 e 4.
A Fig. 3 mostra que os dados obtidos pelos sensores
nao apresentam nenhum sinal significativo de desliza-
mento até o 16° ponto. Como consequéncia, fica facil

de se obter o angulo no qual a bolinha comeca a desli-
zar, em torno do 17° ponto (6 = 45,7°). Uma estima-
tiva simples seria considerar que nao haja deslizamento
até 43,7° (16° ponto) e que haja em 47,6° (18° ponto),
i.e., a base a da PDF triangular, nessa estimativa, se-
ria 3,9° e a melhor aproximacgao do mensurando seria
45,7°. Portanto, a incerteza padrao u do angulo em
que se inicia o deslizamento é calculado imediatamente
através da Eq. (@), e o resultado final do dngulo pode
ser apresentado como

= (45,7+0,8)°. (12)

Por questao de clareza, a Fig. 3 ainda mostra uma
segunda reta com uma inclinagao maior, obtida a partir
da equacao do deslizamento puro, i.e., considerando a
velocidade de rotagao da esfera nula na Eq. (B).

Velocidade (m/s)

0,7 08 0,9 1,0 11 12 13

Raiz quadrada da altura h (m'?)

Figura 3 - Velocidade em funcao da raiz quadrada da altura ilus-
trando o inicio do deslizamento segundo os dados obtidos pelos
cronoémetros digitais.



Estudo comparativo de rolamento e a determinac¢ao do inicio de deslizamento de uma esfera num plano inclinado

O mesmo procedimento pode ser feito com relagao
aos dados obtidos pelo alcance horizontal, inclusive com
a segunda reta obtida a partir da equagao do desliza-
mento puro, tal como é mostrado na Fig. 4, na qual
nota-se que é preciso abrir um pouco mais a base da
PDF triangular, pois a incerteza é maior. Desde que
se considere que ndo haja deslizamento até 41,7° (15°
ponto) e que haja acima de 47,6° (18° ponto), i.e., a
base a da PDF triangular, nessa estimativa, seria 5,9° e
a melhor aproximacao do mensurando seria 44,7°. Se-
guindo o modelo anterior, a incerteza padrao u é calcu-
lada pela Eq. (@) e o resultado final do dngulo em que
se inicia o deslizamento é semelhante ao valor mostrado
pela Eq. (@), com uma incerteza maior

0= (44,7+1,2)°. (13)

As Egs. (@) e (@) mostram que os dados obtidos
pelo alcance horizontal, apesar de apresentarem incer-
tezas maiores, também sao adequados para se estimar o
angulo em que se inicia o deslizamento de uma esfera de
ago em rolamento numa canaleta de pldstico. Através
da Eq. (@) e considerando a propagacao das incerte-
zas [29], pode-se estimar o coeficiente de atrito estdtico
méximo, tanto pelos dados obtidos via sensores como
pelo alcance horizontal

Wsensores = 0,292£0,005 e paicance = 0,283+£0,008.

(14)

A Eq. ([@) confirma que, apesar de envolver uma

incerteza padrao maior, o modo via alcance horizontal

alcangou praticamente o mesmo resultado do modo via
sensores.

5,5 4

B » o
(=) o (=)
) ) )

Velocidade (m/s)

w
o
)

3,0

2,5

T T T T T T 1
07 08 0.9 1,0 1.1 1.2 13

)

Raiz quadrada da altura h (m"2

Figura 4 - Velocidade em func¢ao da raiz quadrada da altura ilus-
trando o inicio do deslizamento segundo os dados obtidos pelos
alcance horizontal.

Por fim, foi calculado o coeficiente de atrito estatico
maximo pelo método mais simples e direto: aumento
gradual do angulo da inclinagao do plano até que o
corpo de prova inicie o deslizamento. Para tanto, fo-
ram unidas duas esferas de aco semelhantes para evitar
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o rolamento. Foram feitas vérias medidas (N = 16),
sendo possivel utilizar a PDF gaussiana e apresentar a
incerteza padréo através do desvio padrao da média [30]

Pestatico maximo = 05288 +0,003. (15)

4. Consideragoes finais

As trés retas mostradas na Fig. 2, com as suas respecti-
vas Eqgs. (8), (I0) e (), confirmaram a conveniéncia de
se apresentar a velocidade em funcao da raiz quadrada
da altura. Esse modo simples de expressar as veloci-
dades por comparacao imediata, determinou a faixa de
compatibilidade entre os dois modos de se determinar a
velocidade da esfera, bem como fez a comparacao com
um terceiro modo, no qual se admitiu a conservagao da
energia mecanica. As Figs. 3 e 4, em conjunto com
as Egs. (@) e ([3), reforam o comentdrio anterior,
pois essa simples comparagao levou a determinar com
facilidade o coeficiente de atrito estatico, tanto pelos
dados obtidos via sensores como via alcance horizon-
tal. A igualdade numérica entre os dois modos (Eq.
(™)), bem como a coincidéncia com outras formas de
se obter o coeficiente de atrito estdtico entre a esfera
de ago e a canaleta de pléstico (Eq. (IF)) confirmam
que o modo de se calcular a velocidade pelo alcance
horizontal é apropriado para utilizacao em laboratérios
didéticos. Portanto, os procedimentos seguidos neste
trabalho mostram um resultado diferente quando com-
parado com o anterior [31].

O fato de as velocidades calculadas pelo alcance ho-
rizontal apresentarem um valor acima dos dados previs-
tos teoricamente pela conservacao da energia, cerca de
5% em relacao a média das velocidades envolvidas, pode
ser considerado como um erro sistematico que necessita
de uma explicacdo em trabalho futuro. Esse mesmo
fenémeno, velocidade acima da previsao tedrica, com
energia final acima da energia potencial inicial, pode
ser observado também num dos trabalhos citados [32].
No entanto, para a pratica em sala de aula, esses resul-
tados nao invalidam esse modo de calcular a velocidade
final num plano inclinado. Pelo contrério, reforgam a
conveniéncia de utiliza-lo, pois trata-se de um procedi-
mento simples, com uma precisao ainda adequada para
o laboratdério didético e sem necessidade de sensores fo-
toelétricos e cronometros digitais.
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