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Nós investigamos as soluções de uma equação hidrodinâmica de campo médio unidimensional utilizando
aproximações variacionais. Modelamos analiticamente e comparamos dois condensados de Bose-Einstein que
podem ser usados para criar gaps sólitons iluminados experimentalmente, um deles aprisionado por uma rede
óptica duplamente periódica e o outro aprisionado por uma rede óptica simples. Nesses dois casos não utilizamos
um confinamento harmônico adicional. Através da aproximação variacional nós estudamos a possibilidade de
que o coeficiente de não linearidade atuando em uma combinação com o potencial da rede óptica duplamente
periódica, ou com o potencial de uma rede óptica simples, permite o surgimento de gaps sólitons iluminados
em uma dimensão. Em ambos os casos, nós analisamos a existência e estabilidade de gaps sólitons iluminados
usando um ansatz gaussiano. Este artigo pode ser utilizado como um guia de aprendizagem no estudo de átomos
frios; incentivando os alunos a realizarem cálculos variacionais para outros tipos de redes ópticas.
Palavras-chave: condensado de Bose-Einstein, redes ópticas, aproximação variacional, gaps sólitons ilumina-
dos..

We investigate the solutions of a one-dimensional mean-field hydrodynamic equation using a variational ap-
proximation (VA). We analytically model and compare two Bose-Einstein condensates which can be used to
create bright gap solitons experimentally, one of them trapped by a double-periodic optical lattice and the other
one trapped by a single-periodic optical lattice. No additional harmonic confinement was employed in both
cases. Through the variational approximation, we study the possibility that the nonlinearity coefficient, in a
combination with the potential of either the double-periodic or the single-periodic optical lattice, allows the ap-
pearance of one dimensional bright gap solitons. In both cases, we analyze the existence and stability of bright
gap solitons using a Gaussian ansatz. This paper can be used as a learning guide in the study of cold atoms.
Students are encouraged to perform variational calculations for other types of optical lattices.
Keywords: Bose-Einstein condensate, optical lattices, variational approximation, bright gap solitons..

1. Introdução

Atualmente, o estudo de condensados de Bose-Einstein
pode ser abordado em livros-texto de mecânica es-
tat́ıstica e em artigos introdutórios [1]. Entretanto, tra-
balhos que enfatizam a utilização de novas formas de
potenciais de aprisionamentos de átomos em conden-
sados são poucos [2]. Diante desse contexto, estudan-
tes de pós-graduação ou graduação em f́ısica, engenha-
ria, matemática e qúımica, não possuem ferramentas
teóricas adequadas à compreensão de novos fenômenos
f́ısicos e qúımicos que surgem quando envolvem a uti-
lização de potenciais de redes ópticas no aprisiona-
mento de condensados. Ainda que, nas ementas de al-
guns cursos de ciências exatas, prinćıpios variacionais

e formalismo lagrangeano sejam abordados através da
mecânica clássica, não há aplicação voltada aos estu-
dos de condensados. Assim, o artigo proposto servirá
como um rigoroso guia adicional à interpretação e à
formulação matemáticas de fenômenos f́ısicos que en-
volvam o processo de gases atômicos aprisionados.

Com base em proposições teóricas e experimentais
da inclusão e utilização de redes ópticas no estudo
de condensados de Bose Einstein [3], é que se tornou
posśıvel reproduzir várias classes de fenômenos funda-
mentais já observados ou preditos na f́ısica de estado
sólido [4], f́ısica atômica [5] e f́ısica molecular [6]. Den-
tre os fenômenos que merecem destaque temos: a su-
perfluidez; isolantes de Mott; oscilações de Bloch [7] e
processos colisionais de sólitons [8].
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De fato, redes ópticas propiciam controlar propri-
edades importantes de condensados por meio de sua
estrutura periódica, permitindo a existência e estabi-
lidade de excitações não lineares localizadas com po-
tenciais qúımicos dentro das bandas de gaps na pre-
sença de interações repulsivas (ou seja, comprimento
de espalhamento positivo) [9, 10]. Efeitos não lineares
e a formação de sólitons iluminados, também denomi-
nados de gaps sólitons iluminados, foram estudados em
condensados atômicos de (7)Li [11] e (85)Rb [12]; como
também observados em ambas as moléculas de (40)K e
(6)Li [13]. A partir do controle de uma rede óptica, cada
śıtio da rede passa a ser ocupado por apenas um átomo
em seu estado fundamental; dessa forma, condensados
revelam-se promissores como registros para computação
quântica [14].

Neste trabalho, utilizando aproximação variacional
(AV), apresentamos um estudo que explora a possi-
bilidade de que o coeficiente de não linearidade para
bósons atuando em combinação com o potencial de uma
rede duplamente periódica unidimensional, em um con-
densado de Bose-Einstein repulsivo sem confinamento
harmônico adicional [15, 16], permite o surgimento de
gaps sólitons iluminados. As mesmas possibilidades
para o surgimento de gaps sólitons iluminados foram ex-
ploradas a partir do coeficiente de não linearidade para
bósons na presença de uma rede óptica simples [17]. Es-
tudos numéricos com o propósito de resolver a equação
de Gross-Pitaevskii e compará-la com os resultados ex-
perimentais têm obtido grande sucesso [15, 17, 18, 19].
No entanto, em uma série de artigos publicados con-
cernentes à utilização de métodos variacionais [2, 20],
alguns grupos têm mostrado a sua eficácia na obtenção
de vários parâmetros não estudados numericamente ou
experimentalmente. Em face do exposto, nós procu-
raremos por soluções variacionais para as equações hi-
drodinâmicas de campo médio, ou equação de Gross-
Pitaevskii, utilizando um ansatz gaussiano u(x) unidi-
mensional.

O trabalho está organizado como segue. Na
seção 2 abordaremos os prinćıpios f́ısicos envolvidos
na formação de gaps sólitons iluminados em sistemas
ópticos e em condensados de Bose-Einstein. Na seção
3 nós apresentaremos a equação de Gross-Pitaevskii e
procuraremos por gaps sólitons iluminados estáveis em
1D por meio da aproximação variacional para dois ca-
sos em estudos. Na seção 4 nós temos os resultados
obtidos como consequência da aproximação variacional
para gaps sólitons iluminados em 1D para ambos os
casos considerados. A seção 5 consta com a conclusão
dos resultados obtidos e algumas sugestões para traba-
lhos futuros, como também incentivamos ao leitor reali-
zar os cálculos variacionais para outras formas de redes
ópticas.

2. Sólitons iluminados ou gaps sólitons
iluminados

No espaço livre, a relação de dispersão entre a energia e
o momento de um sistema linear, tal como elétrons, luz,
ou átomos frios, é usualmente cont́ınua. Contudo, em
um potencial periódico, gaps espectrais aparecem. O
termo gaps proibidos, oriundo da f́ısica de estado sólido,
surge com a finalidade de designar regiões espectrais –
onde não existe propagação de ondas. Uma exceção é
quando a não linearidade permite a localização de on-
das dentro de uma banda de gap linear, formando gaps
sólitons iluminados [21].

Em modernos estudos teóricos e experimentais de
sólitons, os progressos mais significantes têm sido feitos
na área de óptica e, recentemente, em condensados de
Bose-Einstein. Gaps sólitons temporais foram criados
em fibras ópticas. No ramo da óptica não linear te-
mos o surgimento de sólitons escuros em fibras, sólidos
iluminados em guias de onda e gaps sólitons em redes
de Bragg [22]. Em todos os casos citados, o fenômeno
responsável pelo surgimento de sólitons é a interação
de dispersão cromática (no domı́nio temporal) – ou di-
fração (sólitons espaciais) de ondas eletromagnéticas
e não linearidade cúbica autofocalizada induzida pelo
efeito Kerr. No caso dos condensados experimentais
com comprimento de espalhamento positivo, ou seja,
em um regime repulsivo, os sólitons iluminados são ob-
tidos a partir de uma rede óptica tridimensional ou uni-
dimensional. Uma rede óptica unidimensional origina-
se da intersecção de dois feixes de lasers idênticos con-
trapropagantes com campos elétricos E1(x, t) e E2(x, t)
[23], nos quais é gerado um padrão de interferência em
que os átomos são aprisionados nos nodos e antinodos
pela força de dipolo. A Fig. 1 ilustra o processo de
interação entre os campos elétricos de dois lasers.

Figura 1 - Rede óptica unidimensional criada pela intersecção
de feixes de lasers contrapropagantes, E1(x, t) e E2(x, t). O
parâmetro V0 é a profundidade e d o espaçamento da rede, θ
refere-se ao ângulo de intersecção dos lasers. Os átomos são apri-
sionados nos nodos e antinodos pela força de dipolo. Figura adap-
tada das Refs. [24, 25].

A expressão E(x, t) = E0e
i(−wt+KLx) representa

uma onda que se propaga. Isto pode ser visto, por
exemplo, a partir do fato de que os nós da parte real da
onda estão localizados nas posições onde wt − kLx =
(n+ 1/2)π, com n = 0, +1, +2,... Portanto, os nós
ocorrem sempre que x = (n+ 1/2)πkL + wt/kL, e,
como estes valores de x aumentam à medida que t au-
menta, os nós se movem no sentido de x crescente. A
intuição nos sugere que, para os mesmos valores de n,
deve existir uma onda que se propaga no sentido de x
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decrescente, ou seja, apenas com o sinal de KLx tro-
cado. A conclusão está esboçada na Fig. 1, que mostra
a superposição dos dois lasers, na qual se produz uma
onda estacionaria na forma

E(x, t) = E0e
(−iwt+iKLx) + E0e

(−iwt−iKLx) =

2E0 cos(KLx)e
(−iwt). (1)

Para a Eq. (1) podemos escrever KL= 2π/λ, sendo
λ o comprimento de onda do laser e E0 a amplitude, w
é a frequência do laser. O potencial de dipolo causado
pelo momento de dipolo induzido [23] é dado por

Vdip(x) =
3πc2

2w3
0

Γ

∆
I(x), (2)

onde w0 corresponde a frequência de transição atômica
no modelo semiclássico, e ∆ = w − w0 trata-se do
detuning, ou dessintonia, Γ corresponde à largura de
linha natural da transição atômica de um átomo de
dois ńıveis na aproximação semiclássica. Ao inserir-
mos a Eq. (1) na Eq. (2) e realizarmos algumas subs-
tituições como cos2(kLx) por sen2(kLx) e considerar-
mos I= 2ε0c|E(x, t)|2 que se refere à intensidade do
campo de luz, obtemos o potencial de dipolo ao longo
da direção x dado por

Vrede(x) = V0 sin
2(kLx). (3)

A Eq. (3) trata-se de um potencial periódico sim-
ples unidimensional com periodicidade d = λ/2 e altura
(amplitude) de rede V0 = Imax/∆, o termo Imax repre-
senta o máximo de intensidade do campo de luz. Se dois
feixes não são colineares conforme vemos na Fig. 1, o
potencial periódico ao longo da direção axial x é dado
por Vrede = V0 sin

2(Kx) onde K = kL sin(θ/)2, desde
que d = λ/[2 sin(θ/2)] [24]. A Eq. (3) pode tornar-
se uma rede com dupla periodicidade, para isso basta
ajustarmos alguns parâmetros conforme veremos nas
próximas seções.

Potenciais oscilatórios similares ao da Eq. (3) são
utilizados na f́ısica do estado sólido, basta lembrar que
pelo teorema de Bloch esse tipo de potencial é causado
pela presença de ı́ons da rede que atuam sobre elétrons
em uma determinada posição x, e quando inseridos na
equação de Schrödinger linear na ausência de interações
entre part́ıculas, produz uma dependência da energia
das bandas de Bloch em função do quase-momento, per-
mitindo observarmos as estruturas de bandas de uma
rede óptica e os respectivos gaps espectrais.

A Eq. (3) quando introduzida na equação de Gross-
Pitaevskii, que é uma equação de Schrödinger não li-
near, devido à interação entre part́ıculas, ou equação
de hidrodinâmica de campo médio, permite através de
métodos variacionais obter soluções solitônicas. Ou

seja, similar ao que ocorre na f́ısica do estado sólido,
funções de ondas localizadas tomam a forma de sólitons
iluminados e existem dentro de gaps proibidos do espec-
tro da banda de gap linear, sendo então denominados
de gaps sólitons iluminados [26]. Os sólitons em con-
densados de Bose-Einstein surgem devido à presença
da rede óptica e dos efeitos não lineares. Uma concei-
tual introdução sobre este tópico pode ser encontrada
na Ref. [27].

3. Aproximação variacional para um
gás de bósons em uma dimensão

Nesta seção, nós apresentamos os métodos de obtenção
e soluções variacionais de duas lagrangeanas provenien-
tes de uma equação de Gross-Pitaevskii unidimensional.
Primeiramente, é necessário considerarmos a equação
de Gross-Pitaevskii em uma dimensão para um gás de
bósons na sua forma usual escrita como [17, 19, 28]

i
∂ψ(x, t)

∂t
= −1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
ψ + V (x)ψ(x, t) +

g1D |ψ(x, t)|2 ψ(x, t), (4)

onde para a Eq. (4), o primeiro termo da esquerda
representa a dinâmica do sistema, ∇2 = ∂2

/
∂x2 é o

Laplaciano em 1D (operador energia cinética), ψ(x, t)
é a função de onda do condensado de bósons, V (x) é o
potencial de aprisionamento externo em 1D, que cor-
responde ao potencial da rede óptica. Assumiremos
em nosso trabalho que o potencial de aprisionamento
externo seja independente do tempo e não contém o
potencial de aprisionamento harmônico, ou seja, ao
longo da direção axial seja fraco (como considerado na
Ref. [15]). A Eq. (4) na presença somente do potencial
da rede óptica (Eq. (5)) foi adimensionalizada usando o
comprimento caracteŕıstico do oscilador harmônico na
direção do confinamento aL = d/π, periodicidade da
rede óptica d, energia EL = ~2/ma2L, massa do átomo
de 87Rb, tempo ω−1

L = ~/EL. Quantidades f́ısicas como
g1D = 2(as/aL) representam a força de interação re-
pulsiva entre dois bósons em 1D (às vezes denominada
como coeficiente de não linearidade) caracterizando a
não linearidade na equação de Schrödinger, as > 0 o
comprimento de espalhamento da interação repulsiva
entre os átomos bosônicos. Parâmetros como o com-
primento de espalhamento as podem ser controlados
experimentalmente por meio da técnica de ressonância
de Feshbach [29].

O potencial periódico da rede óptica unidimensio-
nal na Eq. (4) é obtido ao reescrevermos a Eq. (3) em
função de alguns parâmetros de ajuste, como

V (x) = U
[
ε sin2(x) + (1− ε) sin2(2x)

]
, (5)

onde podemos observar na Eq. (5) que a forma da rede
óptica depende dos valores de U e 0 ≤ ε ≤1. Ou seja,
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se ε ̸= 0 ou ε ̸= 1, a Eq. (5) descreve uma rede du-
plamente periódica, neste caso U é definido através da
amplitude da rede óptica V0 e do parâmetro de ajuste
ε, ou seja

U = 16V0
(1− ε)

(4− 3ε)2
. (6)

Para ilustrar a discussão precedente, mostramos na
Fig. 2(a) a representação de uma rede com dupla pe-
riodicidade, considerando ε = 0.3, V0 = 5 na Eq. (5)
e U = 5.82 para Eq. (6). Ao contrário, quando ε = 0
ou ε = 1, a rede óptica duplamente periódica represen-
tada pela Eq. (5) torna-se uma rede simples (Eq. (3)),
neste caso U coincide com a amplitude da rede V0 [17,
28]. A Fig. 2(b) mostra a estrutura de uma rede óptica
simples obtida considerando ε = 1, e V0 = 5.

Com base nas considerações feitas a partir da
Eq. (5), podemos constatar que existem dois tipos de
redes ópticas, conforme os valores adotados para os
parâmetros considerados na Eq. (6) (veja Fig. 2). Isso
nos propicia, tomando como referência a Eq. (4), ob-
termos duas lagrangeanas unidimensionais: a primeira
para bósons aprisionados por uma rede óptica com du-
pla periodicidade como expĺıcito na Fig. 2(a), e a se-
gunda para bósons aprisionados por uma rede periódica
simples (Fig. 2(b)).

A seguir, nas próximas duas subseções, apresenta-
remos os cálculos variacionais realizados para obtermos
e resolvermos as respectivas lagrangeanas.

3.1. Rede duplamente periódica

Para o primeiro caso em estudo, vamos incluir na
Eq. (4) o potencial de aprisionamento da rede óptica
duplamente periódica, cuja estrutura está expĺıcita na

Fig. 2(a), ou seja, vamos considerar ε = 0.3, e V0 = 5
(Eq. (5) e Eq. (6)). Na sequência assumiremos que
estados estacionários de um condensado são descritos
por soluções da Eq. (4) como ψ(x, t) = e−iµDtuD(x),
onde µD é o potencial qúımico e uD(x) é uma função
real sujeita à condição de normalização

∫
u2D(x)dx =

1. O subscrito D refere-se à rede óptica duplamente
periódica. Dessa forma, diante de tais considerações,
reescrevemos a Eq. (4) na forma estacionária contendo
uma rede óptica com dupla periodicidade em 1D,

µDuD(x) = −1

2

∂2uD(x)

∂x2
+ 5.82

[
0.3 sin2(x)+

0.7 sin2(2x)
]
uD(x) + g1D |uD(x)|2 uD(x). (7)

A obtenção da lagrangeana proveniente da Eq. (7)
é dada como segue. Isto é, a Eq. (7) pode ser rees-
crita como um problema variacional correspondente à
mı́nima ação relacionada com a densidade lagrangeana

LD = −µD

∣∣∣u(Dx)∣∣∣2 + |∇uD(x)|2 + 5.82
[
0.3 sin2(x)+

0.7 sin2(2x)
] ∣∣∣u(Dx)∣∣∣2 + g1D

2

∣∣∣u(Dx)∣∣∣4 + µD. (8)

A fim de obtermos uma evolução da função de onda
do condensado, nós iremos minimizar LD através de um
conjunto de funções tentativas (ansatz ). Obviamente, o
problema de seleção de funções de onda é trivial em de-
corrência de o ansatz gaussiano ser utilizado em vários
estudos de condensados bosônicos e fermiônicos [20, 30,
31], inclusive na Ref. [32] foram deduzidas as equações
para quatorze parâmetros da gaussiana. Nós considera-
remos como solução variacional para a Eq. (8) o ansatz
variacional em 1D na forma gaussiana

Figura 2 - Estrutura das redes ópticas obtidas com base na Eq. (5), mediante considerações estabelecidas pela Eq. (6). (a) rede óptica
com potencial duplamente periódico considerando ε = 0.3, e V0 = 5. (b) rede óptica simples considerando ε = 1, e V0 = 5.
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uD(x) =

√
N

π1/4V 1/2
exp

(
− x2

2V 2

)
, (9)

onde N (norma) e V (largura) são os parâmetros varia-
cionais do sóliton em 1D. Nosso objetivo é encontrar
as equações que fornecem a evolução de todos esses
parâmetros variacionais. Com esse intuito, nós subs-
titúımos a Eq. (9) na Eq. (8) para obtermos a la-
grangeana efetiva através da densidade lagrangeana no
espaço de coordenadas utilizando a relação

LD.ef = ⟨LD⟩ =
∫ ∞

−∞
[LD] dx, (10)

ou seja, a lagrangeana efetiva obtida da Eq. (10) é
escrita como

LD,ef = ⟨LD⟩ =
∫ ∞

−∞

[
−µDu

2
D(x)+

(∇uD(x))
2
+ 5.82 [0.3 sin2(x) +

0.7 sin2(2x)]u2D(x) +
g1D
2
u4D(x)

]
dx+ µD. (11)

Após integrarmos a Eq. (11) em relação a x obtemos
a lagrangeana efetiva em 1D para bósons aprisionados
por uma rede óptica com dupla periodicidade, escrita
em termos dos parâmetros da função de onda da gaus-
siana

LD,ef = µD (1−N) +
N

4V 2
+

N

2

(
−1.74e−V 2

+ 1.74
)
+

N

2

(
−4.07e−4V 2

+ 4.07
)
+

N2

4
√
2
√
πV

g1D. (12)

A seguir, as equações de evolução dos parâmetros
µD, N e V expĺıcitos na Eq. (12), são obtidas ao resol-
vermos as equações de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂LD,ef

∂
•
qj

)
− ∂LD,ef

∂ qj
= 0, (13)

onde usaremos a notação qj = {µD, N,V }. A primeira
equação variacional é obtida a partir da lagrangeana
efetiva Eq. (12), assim, ∂LD,ef/∂µD = 0 produz como
esperado N= 1, dessa forma N = 1 será substitúıdo nas
outras equações variacionais abaixo. Desenvolvendo os
cálculos ∂LD,ef/∂V = 0, teremos a relação entre a lar-
gura do sóliton (V ) e o coeficiente de não linearidade
(g1D)

1− 0.87V 4e−V 2

+
V

2
√
2
√
π
g1D = 32.56V 4e−4V 2

. (14)

O potencial qúımico (µD) em função da largura do
sóliton (V ) é obtido pela equação ∂LD,ef/∂N = 0, que
resultará na expressão

1

4V 2
+

1

2

(
−1.74 e−V 2

+ 1.74
)
+

1

2

(
−4.07 e−4V 2

+ 4.07
)
+

g1D

2
√
2π1/2V

= µD. (15)

As soluções das Eqs. (14) e (15) produzem uma de-
pendência do coeficiente de não linearidade (g1D) em
função do potencial qúımico (µD) para gaps sólitons
iluminados em 1D. Estando de posse da expressão da
não linearidade em função do potencial qúımico, de-
vemos procurar o valor de V que minimiza esta ex-
pressão. Os dois sistemas de equações (14) e (15) são
equivalentes; nesse caso, toda solução de qualquer um
dos sistemas também é solução do outro. Uma solução
de um sistema é uma sequência de números (valores
dos parâmetros variacionais) que satisfaz as equações
simultâneas. Uma alternativa para resolvermos um sis-
tema de equações lineares é utilizarmos o método de
Gauss-Seidel (método de iteração), ou outros métodos
abordados extensamente e dispońıveis em livros-texto
de f́ısica computacional e métodos numéricos.

3.2. Rede periódica simples

Para o segundo caso em estudo, obteremos uma rede
periódica simples ao considerarmos ε = 1, e V0 = 5 na
Eq. (6) e Eq. (5). Similar ao que fizemos na subseção
anterior, para a Eq. (4) tornar-se estacionária, deve-
mos considerar como soluções ψ(x, t) = e−iµStuS(x),
onde µSrepresenta o potencial qúımico para o caso de
uma rede periódica simples, uS(x) é uma função real su-
jeita à condição de normalização

∫
u2S(x)dx = 1. Nesta

subseção o subscrito S refere-se à rede óptica simples.
Em face dessas considerações e de um cálculo não ex-
tenso, a Eq. (4) torna-se estacionária contendo uma
rede periódica simples em 1D para bósons, possuindo a
seguinte forma

µSuS(x) = −1

2

∂2uS(x)

∂x2
+

5
(
sin2(x)

)
uS(x) +G1S |uS(x)|2 uS(x). (16)

O potencial da rede óptica V (x) = 5 sin2(x) é uni-
forme e caracterizado pela profundidade V0 = 5 me-
dida em unidades da energia de recuo e peŕıodo da rede
óptica [19, 28]. A força de interação entre dois corpos
ou coeficiente de não linearidade, para o caso de uma
rede simples, é representada por G1S = 2(as/aL), na
qual é similar a g1D. A densidade lagrangeana para a
Eq. (16) pode ser escrita como
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LS = −µS

∣∣∣u(Sx)∣∣∣2 + |∇uS(x)|2 +

5
(
sin2(x)

) ∣∣∣u(Sx)∣∣∣2 + G1S

2

∣∣∣u(Sx)∣∣∣4 + µS . (17)

Utilizando a Eq. (17) e considerando LS,ef =
⟨Ls⟩ =

∫∞
−∞ Ls dx, obtemos a lagrangeana efetiva

LS,ef =

∫ ∞

−∞

[
−µSu

2
S(x) + (∇uS(x))2 +

5
(
sin2(x)

)
u2S(x) +

G1S

2
u4S(x)

]
dx+ µS . (18)

As soluções variacionais para a Eq. (18) são obtidas
ao assumirmos um ansatz variacional em 1D na forma
gaussiana [32]

uS(x) =

√
N

π1/4W 1/2
exp

(
− x2

2W 2

)
. (19)

Os parâmetros variacionais do sóliton em 1D para o
caso de uma rede periódica simples são N (norma) eW
(largura). Ao substituirmos a Eq. (19) na Eq. (18) e
integrarmos em relação a x obtemos a lagrangeana efe-
tiva em 1D para bósons na presença de uma rede óptica
simples, escrita como

LS,ef = µS (1−N) +
N

4W 2
+

N

2

(
−5e−W 2

+ 5
)
+

N2

4
√
2
√
πW

G1S . (20)

As equações variacionais serão obtidas tomando
como base a lagrangeana efetiva. Faremos uso da
Eq. (13) de Euler-Lagrange, onde usaremos a notação
qj = {µS , N,W}. Primeiro, para a Eq. (20) façamos
∂LS,ef/∂µs = 0, a qual produz como esperado N = 1,
dessa forma N = 1 será substitúıdo nas outras equações
variacionais abaixo. O cálculo ∂LS,ef/∂W = 0, prediz
a relação entre a largura do sóliton (W ) e coeficiente de
não linearidade (G1S),

1 +
W

2
√
2
√
π
G1S = 10W 4e−W 2

. (21)

Finalmente, a equação ∂LS,ef/∂N = 0 fornece a
relação entre o potencial qúımico (µS) e função da lar-
gura do sóliton (W ),

1

4W 2
+

5

2

(
−e−W 2

+ 1
)
+

G1S

2
√
2π1/2W

= µS . (22)

A solução da Eq. (21) e Eq. (22) produz uma de-
pendência do coeficiente de não linearidade (G1S) em

função do potencial qúımico (µS) para gaps sólitons ilu-
minados em 1D. Usando as Eqs. (21) e (22), devemos
procurar o valor deW que minimiza esta expressão. Os
dois sistemas de Eqs. (21) e (22) são equivalentes, neste
caso, toda solução de qualquer um dos sistemas também
é solução do outro. Como citado na subseção anterior,
existem outros métodos alternativos para resolvermos
esse sistema de equações lineares, os quais são aborda-
dos extensamente e dispońıveis em livros-texto de f́ısica
computacional e métodos numéricos.

4. Resultados obtidos através da apro-
ximação variacional

Na Fig. 3 nós temos os resultados obtidos através das
aproximações variacionais para os dois casos em estudo.
A Fig. 3(a) ilustra o comportamento do coeficiente de
não linearidade (g1D) vs. potencial qúımico (µD) para
uma rede duplamente periódica (ε = 0.3, V0 = 5), e na
Fig. 3(b) nós apresentamos o coeficiente de não linea-
ridade (G1D) vs. potencial (µS) para uma rede simples
(ε = 1, V0 = 5).

Os valores para os potenciais qúımicos foram ob-
tidos considerando o potencial periódico “V (x)” inde-
pendente do tempo (estacionário). As barras verticais
na Fig. 3 representam as primeiras bandas de Bloch
que separam os gaps. A metodologia para a obtenção e
análise dos valores das bordas das bandas é a seguinte:
em um regime linear, para o primeiro caso em estudo
(Eqs. (14) e (15)), ao considerarmos g1D = 0 a solução
variacional fornece o valor para o potencial qúımico
µD = -3.20 (Fig. 3(a)), o qual coincide com o valor
da primeira borda esquerda na primeira banda de gap.
No segundo caso em estudo (Eqs. (21) e (22)) no re-
gime linear, ou seja, quando G1S = 0, obtivemos para
o potencial qúımico µS = 2,48, que corresponde ao va-
lor da primeira borda esquerda na primeira banda de
gap (Fig. 3(b)). Por outro lado, para o regime não li-
near, adotamos valores para a não linearidade g1D > 0
e G1S > 0. Embora métodos numéricos prevejam os
valores para as bordas das bandas de gaps [15, 17, Be-
ata et al. Ref.[28] ], a aproximação variacional também
o faz, com a mesma precisão [20, 30, 31].

As famı́lias de sólitons iluminados, ou gaps sólitons
iluminados, para gases bosônicos são encontradas na
primeira borda da banda de gap do potencial dupla-
mente periódico (ε = 0.3, V0 = 5) através das soluções
das Eqs. (14) e (15), (Fig. 3(a)), e Eqs. (21) e (22)
para o potencial simples (ε = 1, V0 = 5), (Fig. 3(b)).
Apesar das soluções variacionais predizerem famı́lias de
gaps sólitons iluminados na primeira e através da se-
gunda banda de gap, elas não sentem a presença das
bandas de Bloch que separam as bandas de gap [20, 30,
31]. Dessa forma, o nosso estudo é realizado apenas
para valores próximos à primeira borda da banda de
gap, apesar de que outros valores para a localização de
outras bandas foram encontrados.
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Figura 3 - Resultados variacionais para os coeficientes de não linearidades vs. potenciais qúımicos obtidos da primeira banda de gap. (a)
Coeficiente de não linearidade (g1D) vs. potencial qúımico (µD) para uma rede duplamente periódica (ε = 0.3, V0 = 5). (b) Coeficiente
de não linearidade (G1S) vs. potencial (µS) para uma rede simples (ε = 1, V0 = 5). Os valores para os potenciais qúımicos foram
obtidos considerando os potenciais periódicos “V (x)” estacionários. A barra vertical representa a primeira banda de Bloch que separam
os gaps.

Famı́lias de gaps sólitons iluminados são localizadas
em um único śıtio da rede óptica para pequenos valo-
res do coeficiente de não linearidade [15, 17, 19, 20, 30,
31]. Em vista disso, é posśıvel obtermos vários tipos de
gaps sólitons estáveis com distintos valores de µD ou
µS próximos das bordas das bandas de gap. Como na
Fig. 3 há várias famı́lias de gaps sólitons iluminados
para bósons, podemos observar as suas formas utili-
zando as gaussianas dadas pela Eq. (9) que possuem
larguras (V ) obtidas através da solução da Eq. (14)
quando consideramos uma rede duplamente periódica;
ou observá-las através da Eq. (19) na qual os valores
das larguras (W ) são obtidos ao resolvermos a Eq. (21)

para uma rede óptica simples. As soluções das Eqs.
(14) e (15) acopladas fornecem os valores para os po-
tenciais qúımicos µD, para o outro caso em estudo, as
Eq. (21) e Eq. (22) fornecem os valores para µS . As
Figs. 4 e 5 mostram, cada uma, seis exemplos de gaps
sólitons iluminados pertencentes à primeira banda de
gap do espectro em 1D, onde constam os valores dos
coeficientes de não linearidades e potencias qúımicos.
Em ambas as Figs. 4 e 5, conforme cresce o valor dos
coeficientes de não linearidades, também aumentam os
valores para os potenciais qúımicos e as larguras das
gaussianas V e W .

Figura 4 - Formas t́ıpicas de gaps sólitons iluminados para um gás de bósons em 1D. Exemplo de seis picos estáveis para gaps sólitons,
na forma gaussiana para a Eq. (9), obtidos próximos à borda da primeira banda de gap do espectro da Fig. 3(a). Nos gráficos constam
os valores dos coeficientes de não linearidades (g1D) e potenciais qúımicos (µD) para o caso de uma rede duplamente periódica (ε = 0.3,
V0 = 5).
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Figura 5 - Formas t́ıpicas de gaps sólitons iluminados para um gás de bósons em 1D. Exemplos de seis picos estáveis para gaps sólitons,
na forma gaussiana para a Eq. (19), obtidos próximos à borda da primeira banda de gap do espectro da Fig. 3(b). Nos gráficos constam
os valores dos coeficientes de não linearidades (G1S) e potenciais qúımicos (µS) para uma rede simples (ε = 1, V0 = 5).

Os respectivos aumentos de g1D(µD) ou G1S(µS)
podem ser observados à medida que nos afastamos da
borda da primeira banda de gap (Veja Fig. 3), ou seja,
é evidente que famı́lias de gaps sólitons iluminados em
condensados repulsivos originam do fundo da banda de
gap. Isto é, não linearidade fraca (pequenos valores
para N), acarreta em estados de gaps sólitons ilumi-
nados que surgem próximos das bordas inferiores das
bandas de gap linear. Como o potencial qúımico está
aumentando, o número de átomos no gap também au-
menta. Os gaps sólitons iluminados em condensados
repulsivos surgem do fundo da banda devido à instabi-
lidade modulacional de ondas de Bloch [15, 17].

Estudos numéricos e variacionais para uma famı́lia
de sólitons iluminados próximos à borda da primeira
banda de gap realizados para condensados repulsivos
[20, 30, 31], revelam que gases fermiônicos aprisionados
em uma rede óptica simples possuem o mesmo compor-
tamento para a não linearidade vs. potencial qúımico.
De certa forma, o condensado, em média, responde ao
potencial externo como uma part́ıcula clássica. Por-
tanto, a existência e a estabilidade de condensados po-
dem ser determinadas por equações para as larguras da
gaussiana.

Os resultados expostos neste trabalho fornecem im-
portantes contribuições para o estudo de condensados
repulsivos, no caso para um gás de bósons na ausência
de um potencial externo da armadilha magnética,
porém confinados por uma rede duplamente periódica
ou rede óptica simples. Esses resultados nos revelam
que a mesma evolução no comportamento (existência

e estabilidade) dos gaps sólitons iluminados confina-
dos em uma rede duplamente periódica, também ocorre
para uma rede simples. Na literatura existem traba-
lhos que estudam a dependência de N (norma, propor-
cional ao número de átomos) em função do potencial
qúımico [17, 33, 34], potencial qúımico em função da
amplitude da rede duplamente periódica [15] ou rede
óptica simples [17, 28]. Porém, não encontramos tra-
balhos teóricos, experimentais ou teórico-experimentais
que exploram o papel do coeficiente de não linearidade
em função do potencial qúımico para o caso de uma
rede duplamente periódica. Ao contrário, para uma
rede simples, existe uma minoria. É interessante res-
saltarmos que os valores adotados em nosso trabalho,
como os parâmetros de ajuste ε = 0.3, amplitude ou
profundidade da rede duplamente periódica V0 = 5, e
para a rede simples ε = 1, V0 = 5, são os mesmos ado-
tados em trabalhos numéricos [15, 17].

5. Conclusão

Neste artigo, nós mostramos que as soluções de uma
equação de Gross-Pitaevskii (ou hidrodinâmica de
campo médio), podem ser obtidas através de apro-
ximações variacionais. Os cálculos realizados podem
ser reproduzidos por alunos de graduação ou pós-
graduação de cursos de ciências exatas, para isso basta
seguir os detalhes matemáticos e considerações f́ısicas
apresentadas nas subseções anteriores.

Constatamos, a partir dos resultados obtidos, que
métodos variacionais revelam-se eficazes para descrever
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e prever famı́lias de gaps sólitons iluminados aprisio-
nadas por um potencial unidimensional de uma rede
óptica duplamente periódica, ou rede óptica simples, na
ausência de um potencial da armadilha magneto óptica.
Através da aproximação variacional nós demonstramos
a possibilidade de que o coeficiente de não linearidade
para bósons atuando em combinação com o potencial de
rede óptica duplamente periódica, ou uma rede óptica
simples, permite o surgimento de gaps sólitons ilumina-
dos em 1D; apresentando, em ambos os casos, o mesmo
comportamento (existência e estabilidade). Nossos re-
sultados confirmam a validade dos ansatz gaussianos
utilizados nas aproximações variacionais.

Comportamento similar do coeficiente de não line-
aridade repulsiva vs. potencial qúımico, também foi
observado nos estudos de gases bosônicos e fermiônicos
em 1D e 3D [2, 20, 31], nos quais a equação de Gross-
Pitaevskii foi modificada para cada caso em estudo. Em
nossas análises obtidas pela aproximação variacional,
nós detectamos a existência de gaps sólitons ilumina-
dos oriundo da primeira banda de gap, entretanto, a
aproximação variacional também prevê a existência de
uma segunda banda ou terceira banda.

Os resultados apresentados neste artigo, abrem por-
tas para a realização de futuros trabalhos, como o
estudo teórico de gaps sólitons iluminados em 1D e
2D confinados por potenciais de redes ópticas dupla-
mente periódica para um gás de férmions degenerados;
transição de gaps sólitons em um regime estável para
instável através do movimento da rede óptica dupla-
mente periódica; vórtices quantizados e efeitos colisio-
nais entre sólitons. O mesmo procedimento pode ser
realizado experimentalmente, porém é necessária a in-
trodução de tais potenciais de confinamentos.

O comportamento dos gaps sólitons iluminados ob-
tidos para os dois casos em estudos são similares, em-
bora as redes ópticas sejam diferentes. Como a forma
do potencial periódico de uma rede óptica unidimensio-
nal depende de alguns parâmetros de ajuste (Eq. (5)),
incentivamos ao leitor realizar os cálculos variacionais
para outras formas de redes ópticas.
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