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Neste trabalho, procuramos mostrar ao professor do ensino superior bésico e do ensino médio como é possivel
tornar as aulas de cinemdtica mais interessantes com a introdugdo de um problema de perseguigao tipico e sua
simulagao por meio do software gratuito Modellus que permite a discussao de problemas mais elaborados. Po-
demos aplicar este tipo de abordagem a varias situagoes, desde as que envolvem a simulagéo de conflitos bélicos
até aquelas que envolvem o design de jogos eletronicos. Como exemplo de problema de perseguicao escolhemos
o caso de um navio mercante que é perseguido por um navio pirata que discutimos com detalhes para que o
professor tenha a oportunidade familiarizar-se com este tipo de problema e tentar suas préprias simulagoes.
Palavras-chave: problemas de perseguigao, cinemética, simulacdo com Modellus.

The purpose of this paper is to show to the basic university physics instructor and the high school teacher
how we can solve interesting kinematic problems with the introduction of a typical pursuit problem. We can
discuss this kind of problem in various situations ranging from military applications to applications related to
game design. The pursuit of a merchant ship by a pirate ship was the problem chosen as an example. We also
discuss a pedagogical approach to this problem, showing as an example how the teacher can simulate this kind

of problem using the software Modellus.

Keywords: pursuit problems, kinematics, simulations with Modellus.

1. Introducao

Talvez um dos primeiros problemas de perseguicao in-
teressantes date do século 5 A.E.C. quando o filésofo
grego Zenon de Eléia formulou o paradoxo de Aquiles
e a tartaruga. No problema proposto, Aquiles obvia-
mente corre muito mais rapido do que a tartaruga, mas
para tornar a corrida mais justa, a tartaruga é dada
uma vantagem inicial que a coloca a uma certa distancia
a frente do ponto de partida [0,B]. Embora o paradoxo
possa ser um exemplo simples de problema de perse-
guicao e leve a uma introducgao interessante ao conceito
matematico de limite, do ponto de vista estritamente
filoséfico sua solugao continua em aberto [O].

Para introduzir e desenvolver um exemplo de pro-
blema de perseguicao em nossas salas de aula escolhe-
mos uma variante mais simples de um problema ori-
ginalmente proposto por Apolonio de Perga: a per-
seguicao de um navio mercante por um navio pirata.
Na versao simples do problema proposta em 1732 pelo
matemadtico francés Pierre Bouguer (1698-1758) [B], o
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navio mercante navega com velocidade constante em
moédulo (v,,), diregdo e sentido, quando de repente é
avistado por um navio pirata. O navio pirata navega
com velocidade constante em médulo (vp), mas ndo em
direcao e sentido. Facamos a suposi¢ao que o navio pi-
rata nao “tire os olhos do navio mercante”, isto é, a todo
momento o vetor velocidade do navio pirata vy aponta
para o navio mercante. Facamos duas perguntas:

1. Como serd a trajetoria de perseguicao do navio
pirata?

2. Em quais condi¢cdes o navio pirata alcancard o
navio mercante?

Neste trabalho, ao responder estas perguntas resol-
vendo o problema proposto pretendemos dar um exem-
plo de como as aulas de cinemética podem ter um en-
foque mais atrativo para alunos e professores. Como
veremos, nossa proposta é que o professor do ensino
bésico universitario ou do ensino médio introduza os
problemas de perseguicao por meio de simulagoes com-
putacionais interativas. A ideia fundamental é que ao
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final como a simulagao nao é uma caixa preta, o aluno,
embora inicialmente guiado pelo professor, possa mo-
delar e simular seus préprios problemas. Na atividade
proposta neste trabalho o aluno sera levado (i) a obser-
var um problema tépico de perseguigdo, (ii) modeld-lo
matematicamente e simué-lo a partir do modelo cons-
truido, e posteriormente (iii) verificar se o modelo con-
diz com o esperado.

2. O problema de perseguicao

Como mencionado antes, um problema de perseguigao
pura é definido como sendo a determinagao da curva
que o perseguidor deve percorrer para alcancar o per-
seguido que se move ao longo de uma trajetéria pres-
crita ou nao, com a condicao de que o vetor veloci-
dade do perseguidor aponte sempre para o perseguido.
A Fig. 1 ilustra uma perseguigdo pura. FEste tipo de
problema tem uma ampla gama de aplicagoes que vao
desde as aplicagoes militares até o desenvolvimento de
jogos eletromicos e aplicativos para tablets e smartpho-
nes.

De modo geral, estes problemas sao resolvidos
usando-se as técnicas do célculo integral e diferencial
e de resolugao de equacoes diferenciais complicadas o
suficiente para deixéa-las fora do alcance dos alunos dos
cursos basicos e do ensino médio. Entretanto, muitos
desses problemas podem ser tratados como problemas
de cinemdtica bidimensional. Esta simplificacao é uma
das vantagens do ambiente de modelagem e simulagao
que propomos. Concentrando-nos nos resultados ob-
tidos por uma simulagao, discutimos a validade dos
parametros do modelo, verificamos os seus limites, e
analisamos casos particulares.
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Figura 1 - O navio mercante M navega com velocidade constante
Vi € 0 navio pirata P com velocidade constante v,. O vetor
velocidade v, sempre aponta para a posicdode M. A trajetéria
pontilhada de P é a curva de perseguigéo.
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Problemas de perseguigao nao sao comuns nos ensi-
nos bésico e médio, embora as competéncias necessarias
para tal entendimento ji estejam (ou serdo) formula-
das ao longo do desenvolvimento das ementas. Os pro-
blemas de perseguicao fazem parte de um cabedal de
situagoes a partir das quais o professor langard mao
como um apéndice, ou um aprofundamento, no estudo
de cinematica, principalmente no ensino do movimento
e lancamento de projéteis.

3. Modelagem matematica

Para que haja uma perseguicao, dita pura, o persegui-
dor P deve sempre estar “olhando diretamente” para o
perseguido M. As letras P e M fazem mengao ao tra-
dicional problema de perseguicao envolvendo o navio
pirata, o perseguidor, e um navio mercante, o perse-
guido. Em termos vetoriais, dizemos que esta condi¢ao
é satisfeita quando o vetor velocidade do perseguidor
aponta na mesma diregao que a diferenga entre o vetor
posigao do perseguido e o vetor posicao do perseguidor
(Fig. 2)

Se usarmos o vetor unitario % para representar esta
perseguicao (O]

i=1=m" (1)

v, = k. (2)

Usaremos o vetor unitario 4 para que possamos chegar
as equacoes da velocidade do perseguidor de uma forma
mais simples. Podemos simplesmente considerar

r=ry, —Ip,= Q(t)vp ) (3)
Y+
M
25 [
T
P
— IF’m
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Figura 2 - r, é o vetor posi¢ao de P, r;, é o vetor posigaode M
e o vetor r = ry,y, — rp. Para que a perseguigaoseja dita “pura”
o vetor velocidade de P deve estar na mesma diregdo e sentido
der.
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onde o coeficiente Q(t), dependente do tempo, garante
a proporcionalidade entre o vetor posicao relativa r e
o vetor velocidade do perseguidor v,. Em ¢ = 0 os
navios P e M estarao nas suas posic¢oes iniciais. E con-
siderando que P esteja na origem do plano cartesiano
zy e M esteja sob o eixo y a uma distdncia d de P,
teremos na Eq. (B) as condigoes

d

B ‘Vp"

Q(O) Q(tencontro) =0 5 (4)

onde tencontro € O instante de tempo em que P e M
se encontram ou seja, em t = tencontro temos r = 0.
Derivando a Eq. (B),

dr,, dr, dQ(t) dv,

L A Hoe 5

a @ @ e (5)
onde %= = v, Uma vez que |v,| é constante vemos

que este é perpendicular a aceleracao sendo assim

dvy

P _9 6
Vp dt ’ ( )
Multiplicando v,, aos dois membros da Eq. (B)
dr,, dr dQ(t)
Vp'(ﬁ—dftp)ZTVp'Vw (7)

rescrevemos a Eq. (@) na forma

dQ(t
|Vm‘va - |V;v|2 = J|V;v|2 ) (8)

dt
onde v, € a componente da velocidade de P na diregao
z. Como o navio mercante navega na dire¢ao z, o pro-
duto escalar entre o vetor v, e o vetor v,, serd a compo-
nente x da velocidade v,. Integrando a equacao acima
com relacao ao tempo t e tendo 0 e ¢ como limites su-
perior e inferior teremos

t t d t
[l =i = [ (%5, at.

e usando na equacao acima as condigoes dadas pela
Eq. (@),

Vinle = vyt = Q(t)[vy[* — dlv,]. (9)

Substituindo fazendo t = tencontro, T = |Vin|tencontro €
Q(tencontro) = 07 obtemos

dvy|

tencontro = m .

(10)

Para estudarmos a cinemaética do problema de perse-
guicdo proposto, voltamos & Eq. (0) e definimos uma
constante k tal que

_ ‘Vp‘

(11)

A equacdo que define k nos diz que o médulo da veloci-
dade de P é proporcional & velocidade de M. Uma vez

B [Vin|
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que o vetor unitario da velocidade v, é igual ao vetor
unitario «. Lembremos que esta é a condicao de per-
seguicao pura que é quando a velocidade de P aponta
sempre na dire¢ao de r. Assim, combinando a Eq. (D)
e a constante £ temos

Vp Ty —Tp
= , 12
Elvi| |t —1p (12)
onde teremos
ry —Tp
=k _ 13
Vp |Vm‘ |rm _ I_p| ( )

Considerando %) — z'(t) e dy(t) _

o 7= =y (t) como sendo
as equagdes paramétricas de v, e considerando ¢'(t) e

p'(t) como sendo as equagdes paramétricas de v,,, temos

k
VPP + ¢ ()] (15)

onde z(t) e y(t) sdo as posi¢oes nos eixos horizontal e
vertical do perseguidor P e p(¢) e ¢(t) s@o as posicoes
nos eixos horizontal e vertical do perseguido M. Consi-
derando conhecida a trajetéria do perseguido M e de-
sejaremos saber qual serda a trajetéria do perseguidor
P. Assim, consideraremos conhecidas as equagoes p(t)
e q(t) e a partir das Eqgs. (I@) e (3), com ajuda do Mo-
dellus calcularemos as equagoes z(t) e y(t). Em geral,
quando temos a equacao da velocidade de um movel
2'(t), podemos determinar a equagao da posicao z(t)
por uma simples integragao

logo, calcular z(t) e y(t) a partir das Egs. (I4) e (I3)
por simples integracao é uma tarefa trivial. Esta é uma
das grandes vantagens do Modellus. Por intermédio
de um método numérico, o software pode calcular as
equagoes da posigdo z(t) e y(t) com uma boa apro-
xXimacao.
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4. Apresentando a proposta para alu-
nos dos Ensinos Basico e Médio

Esta atividade sugere que os estudantes ja tenham fa-
miliaridade com os conceitos de velocidade instantanea,
vetor posigao relativa. Ao contrario do que acontece
no ensino basico univeritario, a velocidade instantanea
nao é muito explorada pelos livros didaticos de ensino
médio. Citamos [@] como exemplo de livro onde tal
conceito é bem abordado. Se assim desejar o profes-
sor podera usar esta atividade como introdugao a estes
conceitos.

O professor inicialmente pode sensibilizar a turma
quanto ao problema de perseguicao aqui proposto.
Basta que o professor enuncie o problema a ser tra-
tado, por exemplo, apresentando o problema da se-
guinte forma:

Considere um navio mercante que navega
com velocidade constante em médulo (v, ),
direcao e sentido, isto é: v,, = constante,
quando de repente é avistado por um navio
pirata. Os piratas, sem titubear, iniciam
a perseguicao ao navio mercante. O navio
pirata navega com velocidade constante so-
mente em médulo (v,). Suponhamos que
o navio pirata nao tire os olhos do navio
mercante, ou seja, a todo momento o ve-
tor velocidade do navio pirata aponte para
0 navio mercante.

A ideia é fazer uma animacgao cujos objetivos sao
responder as seguintes perguntas:

1. Como serd a trajetéria do navio pirata? Suponha
que conhecemos a trajetéria do navio mercante.
Note que este é um problema de perseguicao e nao
de interceptacao. No problema de interceptagao,
o vetor velocidade nao aponta necessariamente a
todo instante para o perseguido.

2. Em quais condigoes o navio pirata alcancard o na-
vio mercante?

3. Quais sdo as vantagens/desvantagens de “olhar
diretamente” para o navio perseguido? Ou seja,
seguir o navio mercante é melhor ou pior do que
intercepta-lo?

4. Em quanto tempo o navio pirata ird alcancar o
navio mercante?

Como a condigao “olhar diretamente para o navio
mercante” pode ser modelada matematicamente? Esta
condigao estd representada na Eq. (IZ). Basta que
escrevamos as equagoes p(t), q(t), 2'(t), e y'(t) no Mo-
dellus para que possamos obter as equagoes z(t) e y(t)
do navio pirata (que é o que buscamos para responder
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os objetivos propostos na questdo acima). Apresenta-
mos no Apéndice deste trabalho como podemos usar o
software Modellus.

Passado o desafio da animagao, o aluno e o professor
estao livres para a interagao com o modelo matemaético.
O professor deve incentivar os alunos para que estes al-
terem os valores dos parametros e até mesmo mudem
a animacao afim de responder as perguntas que foram
postas no inicio desta secao.

Na questao 1 o aluno logo perceberd que a trajetéria
da perseguicao é bem diferente da trajetdria estudada
e tao comum no estudo de cinemética do ensino médio.
Certamente esta curva nao é a famosa parabola.

Na questao 2 podemos nos orientar pelas seguintes
questoes:

¢ O que acontece quando k > 17
e O que acontece quando k < 17

¢ O que acontece quando k = 17

Note que k é a constante dada pela razao das ve-
locidades Eq. (). E por meio da constante k que
determinaremos as condicoes de encontro.

Na questao 3, discutiremos as vantagens e desvan-
tagens de perseguirmos o navio mercante ao invés de
intercepta-lo. Esta é uma questao aberta e livre a dis-
cussdo. A titulo de exemplo apresentamos uma vanta-
gem e uma desvantagem.

e Vantagem: Ao usarmos a condicdo de perse-
guicd oapresentada na Eq. (IA) o navio pirata
seguirao navio mercante para onde quer que o
navio mercante se mova. Se tornarmos a per-
seguicao um pouco mais realistica, onde o navio
mercante tenta fugir do navio pirata mudando sua
rota, imediatamente o navio pirata também mu-
dard sua rota.

e Desvantagem: O tempo que o navio pirata de-
mora para encontrar o navio mercante é maior
neste tipo de perseguicao do que se simplesmente
interceptdssemos o navio mercante (utilizando a
técnica do circulo de Apolénio [H]). Estudar o
tempo de encontro entre os navios é uma ativi-
dade interessante. Segue abaixo uma atividade
onde podemos explorar o tempo de encontro dos
navios. Encorajamos assim como sugestao que
o estudante e o professor explorarem diferentes
possibilidades de perseguicao, basta apenas que
alteremos as equagoes para p(t) e ¢(t).

5. Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho é sugerir a in-
trodugao nos ensinos universitario e médio de um in-
teressante problema de perseguicao e de estimular o
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professor na aplicacao dos contetidos de cinematica es-
tudados em sala de aula. Estes contetidos, em tese, de-
veriam ser abordados pelo professor antes da aplicacao
do trabalho aqui exposto. O professor poderia langar
mao destas atividades a fim de incentivar e motivar
o estudante quanto aos topicos de cinemética vistos
por ele em sala de aula. Certamente, as equacoes da
cinematica estudadas parecem um pouco distantes da
realidade vivida pelos estudantes. Na simulagao pro-
posta, o aluno poderd ver as equagoes do movimento
na pratica. Em geral, paradoxalmente, o movimento é
visto de maneira “estatica”, nao héd (ainda) como ani-
mar as tradicionais figuras de movimento que aparecem
nos livros didaticos. Nés professores, temos que contar
com a imaginagao dos alunos e na crenca de que os
estudantes estao imaginando aquilo que os professores
desejam. Numa animagao ambos véem o que acontece
no movimento. A modelagem e simulagdo por meio de
softwares educacionais simples e gratuitos pode ajudar
de forma decisiva a modificagao do panorama presente.
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Apéndice: Animando a proposta no Mo-
dellus

Para este trabalho foi utilizado o software gratuito Mo-
dellus X®. Faremos abaixo o passo a passo da animacio
de uma perseguicao, onde o perseguido segue uma tra-
jetoria retilinea. O problema proposto estéa ilustrado na
Fig. 3.

P‘O

Figura 3 - Se o perseguido M seguir uma trajetéria retilinea, como
serd a trajetoria de perseguicdo de P?

Segue abaixo (Fig. 4) a tela do modelo matematico
do problema acima. A Fig. 5 mostra a animagao deste
modelo.

2Para download e mais informagcdes acesse [EEp://modellus.cd.
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Modelo Matematico

k=15
)fp:'-}ll
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D:-‘I’IXt’
q =200
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Figura 4 - Modelo matemaético da animagao da curva de perse-
guicao onde o perseguido segue uma trajetoria retilinea.

o

Figura 5 - Animacao da perseguicao na qual o perseguido segue
uma trajetéria retilinea.

¢ Nalinha 1 escrevemos a varidvel k, Eq. (I), onde
atribuimos o valor de 1,5 por exemplo.

e Nas linhas 2 e 3 determinamos as componen-
tes horizontal e vertical da velocidade do objeto
perseguido. Observe que foi atribuido 40 para
a componente horizontal da velocidade de M e
atribuimos o valor 0 para a componente vertical
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da velocidade de M. Ou seja, o objeto M, seguird
uma trajetoria retilinea na horizontal.

Nas linhas 4 e 5 escrevemos as equagoes pa-
ramétricas p(t) e ¢(t) do objeto M. A equagéo
da posicao p(t) é dada por 40t e a equagao ¢(t)
é igual a 200. Ou seja, o objeto M seguird
uma trajetéria retilinea de acordo com a equagao
p(t) = 40t. O objeto M também seguird seu mo-
vimento a uma distancia de 200 unidades do eixo
horizontal.

Na linha 6 foi definida uma varidvel chamada raiz.
A tnica razao desta varidvel é tornar as linhas 7
e 8 mais limpas. Uma vez que esta varidvel apa-
recerd nas linhas 7 e 8.

Na linha 7 escrevemos a Eq. (IA) da velocidade
do mével P na diregao horizontal. Para que o Mo-
dellus calcule a equacao da posicao em funcao da
equacao da velocidade é necessario que a equagao
da velocidade esteja escrita na forma diferencial
' (t) = Cﬁ%.

Na linha 8 escrevemos a Eq. () da velocidade
do mével P na direcao vertical.
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Uma vez escrito o modelo matematico, basta que
coloquemos duas particulas sobre a mesma ori-
gem. Cada particula deve seguir as varidveis p e
q (como coordenadas x e y respectivamente), no
caso do objeto M, o perseguido, e as variaveis x e
y, calculados pelo Modellus, serao as coordenadas
do objeto P.
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