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O artigo revé a dedugado da lei de Ampere, como feita por ele e na mesma sequéncia de etapas. Indicam-se
principios que a fundamentam. A expressdo da lei resultou de uma interacdo entre experimento e a habilidade
de Ampere em “narrar” o fato na linguagem da matematica.
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This paper reviews the deduction of Ampere’s law as made by Ampere himself, and following the same se-
quence of steps. We indicate the principles on which the law is founded. The expression of the law is the result
of an interaction between experiment, and Ampere’s skills to account for facts in the language of mathematics.
Keywords: Ampere’s law, electric current, force between two circuits, history of physics.

1. Introducao

André-Marie Ampere comunicou & Académie Royale
des Sciences, em vérias sessoes, entre 1820 e 1825, uma
série de experimentos [@]. Uma coletdnea de seu tra-
balho foi publicada em 1827, sob o nome de “Mémoire
sur la Théorie Mathématique des Phénomenes Electro-
dynamiques Uniquement Déduite de I’Expérience”
(Ref. B, traduzida na Ref. [0]). Nessa Mémoire, é re-
produzida a demonstracido da forca entre correntes, a
chamada Lei de Ampere, a qual ele ja havia apresentado
em artigos [B]. A Fig. 1 ilustra a lei.

Em notacao moderna, a forga entre os circuitos da
figura (Lei de Ampere) é [@]®
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F:E%dst(r). (3)

Figura 1 - Lei de Ampere. A figura mostra dois circuitos. As cor-
rentes sio respectivamente i e i’; os elementos de circuito sdo res-
pectivamente ds e ds’; r liga os centros dos circuitos elementares,
isto é, r = s —s’, em que s e s’ sdo as posigoes dos centros, res-
pectivamente.

2Ela é complicada para um aluno iniciante da graduacdo, tanto em seu significado, quanto matematicamente, por envolver varios
produtos vetoriais, o que sempre ¢é dificil para esse aluno. Talvez por isso, livros de fisica basica largamente adotados nas universidades

(Ref. [@], [@]) omitem a expressdo (1) e apresentam somente (2) ou sua forma diferencial, VxB = 47”j, em que j é a corrente. Além

disso, limitam-se a apresentar somente um caso particular de (2), a chamada Lei de Biot-Savart (Refs. [@, p. 135]; [@, p. 197]), que
fornece a indugdo magnética gerada por uma corrente em um fio linear, infinito, a uma distancia R do fio. O resultado é obtida por

integracdo de (2), adaptada as condigdes do problema [@] |B (R)| =
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A expressao (1) é instigante dos pontos de vista
fisico e matematico. Matematicamente, pode-se per-
guntar como foi possivel chegar a uma expressao tao
complicada.? Fisicamente, um modo de justificar a lei,
sem entrar em discussao sobre a natureza da descoberta
cientifica [B], é um enfoque histérico, no qual se ana-
lisa a construcao da lei — como originalmente feita por
Ampere — na procura dos principios que a fundamen-
tam e que lhe conferem racionalidade.? Uma aborda-
gem histdrica foi apresentada por José Goldemberg [@];
apés discutir quatro experimentos auxiliares realizados
por Ampere, que mostram propriedades fundamentais
da forca, Goldemberg conclui (Ref. [@, p. 190]):

As informagoes das quatro experiéncias
acima bastam para que se descubra a ex-
pressao analitica da forca entre dois elemen-
tos de corrente |...].

Mas entre os quatro experimentos e (1) existe um
abismo, que foi transposto pela capacidade de Ampere
em matematizar. Este artigo segue o enfoque de Gol-
demberg, mas com énfase na “matematizagao”, isto é,
na construgao da complicada (1) a partir dos quatro
experimentos.

A expressao (1) resultou de uma interagdo entre os
quatro experimentos citados e a capacidade de Ampere
de “narrar” o fato empirico na linguagem da Ma-
temadtica, o que é expresso na metafora do titulo do
artigo. Autores conceituados de histéria, talvez por op-
tarem por uma apresentacao historiografica exaustiva
[[D], limitam-se a uma descri¢do sumdria da dedugao da
lei, deixando escapar o significado do fato matemético
e criando um “vazio”, como se “fazer conta” fosse, ape-
nas, um detalhe. Abner Shimony dizia a um de nés
(PMCD) que contas sao classificadas em “illuminating”
e “non-illuminating”; em nossa interpretacao, aquelas
explicam e s@ao parte do significado fisico, essas sao,
como o nome diz, sem brilho préprio e sdo s ma-
nipulagdes analiticas (embora, muitas vezes, brilhante
manipulagoes). No caso de Ampere, as contas “ilumi-
nam” os pressupostos da derivagao, isto é, o caminho
até (9), abaixo, e a derivacao de n = 2, na secéo 4.5.

A segao 2 é introdutoéria e contextualiza as pesqui-
sas de Ampere; ele observou o fenomeno da atracao
entre duas bobinas, no decurso de outros estudos
(Refs. [M3,[]). Na segao 3, discutimos os experimentos
auxiliares, ressaltando seus objetivos. Na secao 4, dis-
cutimos a deducao da forga; como o objetivo é a procura
do significado da lei contido nos elementos que levaram
Ampere a ela, sao reproduzidos os mesmos célculos fei-
tos na Mémoire [B] e na mesma seqiiéncia de etapas;
cdlculos auxiliares longos (mas que nem por isso dei-
xam de ser brilhantes), foram colocados em apéndices.
A notagao é muito pouco modernizada, por exemplo,
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com a introdugao da notacao vetorial, mas as compo-
nentes sao, também, apresentadas; o leitor é avisado,
quando uma notagdo nédo original de Ampere é intro-
duzida, de modo a nao lhe atribuir categorias que nao
poderia ter conhecido.

As contribuicoes de Ampere vao além de sua
equacdo (o que j4 teria sido suficiente em uma tdnica
vida), por exemplo, os conceitos de circuito e de ele-
mentos de corrente (Ref. [, p. 6]). Sua motivagéo
mais profunda (Ref. [[, p. 7]) “[...] era estabelecer
sua teoria em bases experimentais firmes e formulé-la
em uma forma matematica irrepreensivel”. Sobre a Lei
de Ampere expressou-se James Clerk Maxwell (apud
Ref. [, p. 88)):

O todo, teoria e experimento, parece ter
saltado, inteiramente pronto e com o ins-
trumental completo, do cérebro do “New-
ton da Eletricidade”. Ela é perfeita em
forma e inatingivel em acuracidade; e é su-
marizada em uma férmula da qual todos os
fendmenos podem ser deduzidos e que deve
sempre permanecer a férmula cardinal da
eletrodinamica.

2. A descoberta de Ampere

Em 1820, Hans Christian Qrsted observou que um longo
fio, proximo a uma bussola, alterava a orientagao da
agulha da bussola (que é naturalmente ao longo do me-
ridiano terrestre local), sempre que uma corrente atra-
vessava o fio. Quando a bussola era colocada acima
do fio, a agulha se desviava para leste; para oeste, se
colocada abaixo. A descoberta de Ampere, de que cor-
rentes se atraem ou repelem foi feita no decurso de sua
investigacao do efeito relatado por QOrsted.

Ampere verificou que o efeito observado por Qrs-
ted era, também, produzido por uma pilha, o que o
levou & idéia de circuito, fechando a corrente (Ref. I,
p. 6]).% As etapas importantes que levaram & ob-
servacao do fenémeno formam um silogismo; seguimos
a apresentacao na Ref. [

1. Ampere faz uma analogia entre correntes e o mag-
netismo terrestre (Ref. [[3, p. 202-203]):

Minha primeira reflexdo, quando de-
sejei procurar as causas dos novos
fenémenos descobertos pelo [Senhor]
[@rsted], foi que [—] a ordem na qual
dois fatos sao descobertos nao fazendo
nenhuma diferenga nas conseqiéncias
das analogias que eles apresentam [—
] nés podemos supor que, antes de sa-
ber que a agulha imantada assume uma
direcao constante do sul ao norte, ja

3Foi proposto [H] que a histéria da fisica tem propriedades que a tornam um bom “organizador prévio”, um conceito da teoria da
Aprendizagem Significativa, constituindo-se em um facilitador do aprendizado.
4Na época, ndo havia um consenso sobre o funcionamento de pilhas e nem se existia uma corrente dentro dela (Ref. I3, p. 6]).



Escrevendo o “Livro da Natureza” na linguagem da matemadtica: A lei de Ampeére

tivéssemos conhecido a propriedade que
ela tem de ser conduzida, por uma cor-
rente elétrica, a uma situagao perpen-
dicular a da corrente, de modo que o
polo austral da agulha fosse levado a
esquerda da corrente; e que, em Se-
guida, se descobrisse a propriedade que
ela tem de girar constantemente para o
norte a extremidade que se dirigia para
o lado esquerdo da corrente. A idéia
mais simples, aquela que se apresenta-
ria imediatamente aquele que desejasse
explicar a direcao constante do sul ao
norte, nao seria admitir na Terra uma
corrente elétrica [...]?

2. Se o magnetismo terrestre é devido a correntes
na Terra, assim o deve ser qualquer magnetismo,
incluindo fmas (Ref. [[3, p. 207]):

Entretanto, se as correntes elétricas
sao a causa da agao diretriz da Terra,
as correntes elétricas serao também a
causa [da agdo] de um fma sobre um
outro ima; donde se segue que um ima
deve ser considerado como um conjunto
de correntes elétricas que ocorrem no
plano perpendicular a seu eixo, |...].

3. O préximo experimento verifica o fenémeno entre
imas e circuitos fechados com correntes constan-
tes (Ref. [3, p. 207]):

Assim, em cada um dos polos de um
ima, as correntes elétricas em que se
compoem sao dirigidas ao longo de cur-
vas fechadas concéntricas. Imitei esta
disposicao tanto quanto possivel, com
uma corrente elétrica, dobrando o fio
condutor em espiral.

O experimento de Ampere é, assim, descrito
(Ref. [m, p. 607]):

Enrolou um fio na forma de uma espi-
ral plana; colocou o eixo da espiral ali-
nhado com o eixo norte-sul de um ima
em forma de barra; ao passar uma cor-
rente constante no fio, observou uma
atracao ou uma repulsao entre a espi-
ral e o ima. A atracdo tornava-se uma
repulsao, quando ele invertia o pélo do
ima que estava mais préximo da espi-
ral ou quando invertia a dire¢ao da cor-
rente elétrica que fluia através da espira

O resultado ¢ interpretado (Ref. [0, p. 607]):

A diferenca principal dessa experiéncia
em relacdo & experiéncia de [Drsted]
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é que Ampere observou atragoes e re-
pulsoes entre a espiral e o fma, en-
quanto que [Drsted] observou uma de-
flexdo lateral da agulha imantada, de-
vido a um torque exercido pelo fio com
corrente.

4. A seguir, Ampere substituiu o ima em forma de
barra por uma segunda espiral. Segundo Moa-
cir P. Souza Filho e cols. [M], embora Ampere
nao tenha justificado essa substituicao, ele esta-
ria (Ref. M0, p. 607-608]) “dando continuidade
a verificagdo experimental de sua hipdtese inicial
de que todos os efeitos magnéticos sao devidos
a correntes no interior dos imas. Logo, deveria,
pois, ser possivel reproduzir atragoes e repulsoes
entre fmas, trabalhando apenas com condutores
conduzindo correntes constantes”.

Apébs descrever seu experimento com as duas espi-
rais, Ampere declara (Ref. [3, p. 208]):

Substituindo o ima por uma outra espiral,
cuja corrente tinha o mesmo sentido que
0 seu, obteve-se as mesmas atracgoes e re-
pulsoes; foi assim que descobri que duas cor-
rentes elétricas se atraem, quando ocorrem
no mesmo sentido, e se repelem, no sentido
contrario.

Os autores formulam uma tese historiografica (Ref. [,
p. 608]): O texto acima “[...] indica o caminho seguido
por Ampere e o fato de sua descoberta da atragao e re-
pulsao entre condutores retilineos ter vindo depois da
observagao da atragao e repulsao entre espirais, inspi-
rada por este ultimo fato”.

3. Os quatro casos de equilibrio

Os casos de equilibrio sao constituidos por quatro expe-
rimentos (Ref. [B, p. 185-199]). Esses sdo experimentos
em que nada acontece. Por nada acontecer, as forcas en-
volvidas estao em equilibrio e é possivel fazer inferéncias
sobre as direcoes das forcas ou sobre a agao de correntes.
Antecipando resultados, nos dois primeiros experimen-
tos, o aparelho béasico é a chamada balanca de Ampére
(Fig. 2); a balanga permanece equilibrada, sem girar
em torno do eixo vertical; nesses experimentos (Ref. [@,
p. 190]):

[...] anogdo de elemento de corrente [idl e
i’dl’] é 1til porque a [primeira] e [segundal
experiéncias mostram que a dependéncia da
forga em i e [dl] é de cardter aditivo e veto-
rial.

No terceiro e quarto experimentos (Ref. [@, p. 190]):

A [quarta] experiéncia mostra que a forca
é proporcional a % e a [terceiral, que a de-
pendéncia com [rdl] e [dl'] deve envolver
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produtos vetoriais (que sdo sempre perpen-
diculares a [d]] e [dl']).

|

Figura 2 - A balanga esquematizada (Ref; [@, p. 187]). Dois
circuitos sdo pivotados em O e O, respectivamente, podendo gi-
rar em torno do eixo vertical OO’. A corrente neles circula em
sentidos opostos.

3.1. Primeiro caso de equilibrio

3.1.1. Objetivo

Mostrar que (Ref. [, p. 85]) “[o] efeito de uma cor-
rente é revertido, quando a direcao da corrente for re-
vertida”. Significa que correntes iguais e opostas pro-
duzem forgas iguais e opostas.

3.1.2. Descricao

O aparato é mostrado na Fig. 3 e um detalhe de AB, na
Fig. 4. No experimento, qualquer que seja o angulo for-
mado pelo plano da balanca com o condutor AB, a ba-
lanca fica estacionaria. Entao, as correntes em AB cau-
sam forgas nas correntes em bede e b'c’d’e’ (Fig. 5), que
exercem torques que se cancelam mutuamente (Fig. 6).

3.1.3. Diagramas de correntes e de campos e

forgas

As correntes na balanca (Fig. 3) estao indicadas na
Fig. 5 e os campos e forgas, na Fig. 6.
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o

Figura 3 - Experimento 1 (o aparato na Ref. [B, p. 186-188]).
Os circuitos bede e b'c’d’e’ formam uma balanga que pode girar
em torno do eixo vertical pivotado em bb’; AB é um condutor
dobrado vérias vézes.

r -
\?\

Figura 4 - O fio AB (Ref. [@, p. 188]). A figura mostra uma
dobra do fio AB e as correntes nos ramos dobrados.
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Figura 5 - Correntes. A figura mostra as correntes nos bragos da
balanca da Fig. 3 [m].

Fm Fm

Figura 6 - Campos e forgas. Aparelho da Fig. 5, visto por um ob-
servador no topo do aparelho, olhando verticalmente para baixo.
F é a forca; B, a indugdo; ¢ a corrente. A convengdo é a usual:
circulo com ponto, o campo é direcionado para fora da folha de
papel; circulo com cruz, o campo é direcionado para dentro da
folha.
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3.2. Segundo caso de equilibrio

3.2.1. Objetivo

Mostrar que (Ref. [[@, p. 85]) “o efeito de uma corrente
[...] torcida em pequenas sinuosidades é o mesmo, se
o circuito fosse retificado”.

3.2.2. Descricao

O aparato é mostrado na Fig. 7 e uma ilustragdo de
correntes em fios retilineo e sinuoso, na Fig. 8. No
experimento (Fig. 9), a corrente percorre os condu-
tores fixos, RS (sinuoso) e PQ (retilineo) , no mesmo
sentido (ascendente), contrério ao sentido em GH (des-
cendente). Como a agdo dos dois condutores é a mesma
a distancias iguais, o fio GH é igualmente repelido por
RS e por PQ, ficando estacionério no meio do intervalo
entre os fios fixos (Fig. 10).
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Figura 7 - Experimento 2 (aparato em (Ref. [B, p. 188-194))).
O circuito é formado por pabedefgMABCDEFGHIK Nhiklmng. A
parte CDEFGHIK do circuito forma uma balanga, pivotada em
MN; PQ (retilineo) e RS (sinuoso) sdo condutores fixos; GH é
moével e estd no meio do intervalo entre os dois condutores fixos.

. F
Y

Figura 8 - Correntes em fios retilineo e sinuoso (Ref. [@, p. 188]).
O efeito de uma corrente em um fio sinuoso é igual em intensidade
ao da mesma corrente em um fio retilineo.
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3.2.3. Diagramas de correntes e de campos e

forgas

As correntes na balancga estao indicadas na Fig. 9 e os
campos e forcas, na Fig. 10.
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Figura 9 - Corrente [M]. A figura é um esquema da Fig. 7; mostra
as correntes nos bragos da balanga e nos fios retilineo e sinuoso.
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Figura 10 - Campos e forcas [W]. Aparelho da Fig. 7, visto por
um observador no topo do aparelho, olhando verticalmente para
baixo. A convengao é a mesma da Fig. 6.

3.3. Terceiro caso de equilibrio

3.3.1. Objetivo

Mostrar que (Ref. [[2, p.85]) “[a] forga exercida por um
circuito fechado, em um elemento de outro circuito faz
um angulo reto com este [circuito]”.

3.3.2. Descricao

O aparato é mostrado na Fig. 11. No experimento
(Fig. 11 e Fig. 12), se o centro do arco BB’ é inicial-
mente alinhado com o eixo GH, ao ao ligar a corrente,
BB’ desliza sobre os recipientes de mercurio, M e M’,
de modo a alinhar O com GH, onde permanece imovel.
Significa que o torque é perpendicular ao arco, por onde
passa a corrente (Fig. 13).
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Figura 11 - Experimento 3 (o aparato na Ref. [B, p. 194-197]).
MA e M'B’ sao recipientes com merctrio sobre os quais o condu-
tor AA’ desliza. O circuito total é formado (Ref. [B, p. 196]): “1°
Do arco BB’ e dos condutores MN e M’'N’; 2° De um circuito
que se compoe das partes RIP, P'I' R’ do aparelho, do condutor
curvilineo indo de R’ a S e da prépria pilha”.

Figura 12 - Fig. 11 esquematizada (Ref. [@, p. 188]). O esquema
clarifica detalhes da Fig. 11.

3.3.3. Diagrama de correntes, campos e forgas

A Fig. 13 é um esquema do circuito. Nela estao indi-
cados a corrente no circuito, os campos e as forcas em
BB'.

—

Figura 13 - Correntes, campos e forcas. O diagrama [ll] mostra a
corrente, a direcdo de B e de F.
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3.4. Quarto caso de equilibrio

3.4.1. Objetivo

Mostrar que (Ref. [[2, p. 85]) “[a] forga entre dois ele-
mentos de circuitos nao é afetada, quando todos as di-
mensdes lineares crescem proporcionalmente, mantendo
inalterada a intensidade da corrente”. Significa que
o sistema de circulos (Fig. 14) estd em equilibrio, se
os circulos forem construidos na razao geométrica dos
raios 7 = 1,19 = Ar,r3 = A2r e as distancias estiverem
na razao OO’ = d,0’'0" = \d.

3.4.2. Descricao

O aparato é mostrado na Fig. 14 e na Fig. 15. As
trés espirais sao similares, isto é, distancias homodlogas
sao proporcionais, de modo que seus raios estao na pro-
porcao 1, A\, A2. A espiral central (LMNPQ) pode pivo-
tar em torno do eixo KR(@). No experimento, é mos-
trado que a espiral central fica estaciondria, quando as
distancias entre os centros 0”0’ e O'O estao na razao
de similaridade

O//O/
(040, raio do circulo do meio
raio do circulo do meio 1

raio do circulo da direita A~

raio do circulo da esquerda

Significa que as forcas de um lado e do outro da espiral
central se cancelam (Fig. 16).

Figura 14 - Experimento 4 (Ref. [B, p. 197-199]). A pri-
meira parte do circuito é ABCDEFGHI; a segunda parte,
IKLMNPQRS, é mével e pivota em torno de GHS; a terceira
parte ¢ STUVXY EA’; A e A’ sdo, respectivamente, ligados aos
pdlos da pilha. As setas indicam o sentido da corrente no circuito.
As espirais estdao no plano da bancada. A espiral do meio, MNP,
pode girar com o circuito mével, as outras espirais, CDE e VXY,
sao fixas.
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T

Figura 15 - Fig. 14 esquematizada (Ref. [@, p. 189]).

3.4.3. Diagrama de correntes, campos e forgas

A Fig. 16 mostra as diregoes das correntes, forcas e
campos em cada espiral.

13

1O

o

Figura 16 - Correntes, campos e forgas nas espirais [M] . A con-
vencao ¢ a mesma da Fig. 6.

4. A expressao matematica da nova lei

Ampere (Ref. [[2, p. 83]) “[proclama-se] um seguidor
da escola que explica todos os fendmenos fisicos em ter-
mos de forcas iguais e diretamente opostas, entre pares
de particulas”. Parece que o experimento 1 suporta
essa consideracao; o experimento 2 suporta a conside-
ragdo de elementos infinitesimais (portanto lineares) de
corrente. Posto isso, Ampere estabelece uma lei entre
elementos de corrente.

4.1. Determinagao das variaveis envolvidas na
lei

Ampere inicia os cédlculos, estabelecendo que a forga é
proporcional aos comprimentos dos elementos de cir-
cuito, ds e ds’ (Fig. 1); indicando a forga por d*F (o
que ele nao fez)

d*F o ds x ds’.
Ampere assim o justifica (Ref. [B, p. 199]):

Inicialmente, é evidente que a acao mutua
de dois elementos de correntes elétricas é
proporcional a seus comprimentos; pois, ao
supod-los divididos em partes infinitesimal-
mente pequenas, iguais a sua medida co-
mum, todas as atragoes ou repulsoes des-
sas partes, podendo ser consideradas como

4601-7

sendo dirigidas segundo uma mesma reta,
ajuntando-se necessariamente.

Segundo Edmund Whittaker, isso depende do expe-
rimento 2 (Ref. [, p. 85]):

[Do experimento 2], vemos que o efeito de
ds em ds’ é a soma vetorial dos efeitos de
dz, dy, dz em ds’, em que essas sao as trés
componentes de ds.

Depois, Ampere estabelece que a forga é proporcio-
nal as correntes, i e i’ (Fig. 1)

d*F i x i';
ele assim o justifica (Ref. [B, p.199]):

Esta mesma acao deve, ainda, ser propor-
cional as intensidades das duas correntes.
Para exprimir, em ntimeros, a intensidade
de uma corrente qualquer, concebe-se que
se tenha escolhido uma outra corrente ar-
bitraria como termo de comparacao, que se
tenha pego dois elementos iguais em cada
uma dessas correntes, que se tenha procu-
rado a razdo entre as agoes que elas exercem
a uma mesma distancia sobre um mesmo
elemento de qualquer outra corrente, na si-
tuacdo em que ela [a corrente teste] lhes
seja paralela [as outras duas| e na qual sua
direcao seja perpendicular as retas que li-
gam seu meio ao meio dos outros dois ele-
mentos. Essa razao serd a medida de uma
das intensidades, tomando a outra como
unidade.

Entao para elementos de corrente paralelos entre si
d*F i x i xds x ds',

ou, nas palavras de Ampere, tacitamente invocando o
experimento 3 (Ref. [B, p. 200]):

[...] suas agbes mutuas [i.e., dos elementos
de circuito], quando eles sdo perpendicula-
res a linha que liga seus meios, paralelos en-
tre si e situados a uma unidade de distancia,
um do outro, serd expressa por ii'dsds’;
que tomaremos com o sinal + quando as
duas correntes, indo no mesmo sentido, se
atraem, e com sinal -, no caso contrario.

Generalizando a situacao de interagao, em que os
elementos de corrente ndo mais sdo paralelos (Ref. [B,
p. 200]):

[...] [considerando] dois elementos colo-
cados de uma maneira qualquer, sua agao
mutua dependerd de seus comprimentos,
das intensidades das correntes das quais eles
fazem parte e de suas posicoes respectivas.
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A posicao respectiva dos elementos de circuito é deter-
minada por (Ref. [B, p. 200]):

Essa posigao pode-se determinar por meio
do comprimento r da reta que liga os seus
centros, dos angulos 6 e 8’ que fazem, com
um mesmo prolongamento desta reta, as
direcoes de dois elementos tomados no sen-
tido de suas correntes respectivas e, enfim,
do angulo w que fazem entre eles os pla-
nos tragados por cada uma destas diregoes
e pela reta que liga o centro dos elementos.

ou seja, as grandezas definindo a posicao dos elementos
de circuito sao mostradas na Fig. 17.

Figura 17 - Varidveis de direcao. O vetor r liga os centros dos
elementos de circuito e ¥ é o unitdrio em sua diregao; ds e I for-
mam um plano e ds’ e #, outro plano; o Angulo entre os planos é
w.

Entao, introduzindo uma funcao, até aqui desconhe-
cida, dos dngulos (Ref. [B, p. 201])

d’F o p (0,60’ ,w) x (i x i’ xds x ds').

Ampere introduz uma hipétese para a dependéncia
em r (Ref. [B, p. 200-201]):

A consideracao de diversas atracbes ou re-
pulsoes observadas na natureza me levou a
crer que a forca, cuja expressdo procuro,
agia na razao inversa da distancia; eu a su-
porei, para maior generalidade, na razao in-
versa da n-ésima poténcia dessa distancia,
n sendo uma constante a ser determinada.

Finalmente, a expressao mais geral da forga é

1 x 1 xdsxds

d*F =p(0,0',w) (4)

Ampere determina p (Eq. (9), abaixo) e mostra que
n = 2.

Tn

4.1.1. Valor de p em uma situacao simples

Se a’d’ for transportado paralelo a si mesmo, ao longo
de um circulo com centro no meio de ad, ocupando as
posicoes a”’d”, a’'d", como na Fig. 18, continuars a ser
w = 0; 6 e 6 sao ou iguais ou suplementares. Assim,
nessa situagao, serd p = ¢ (0,6’) e

sz—qﬁ(GG’)iXi/XdSXdSI

)
r n

Dias e Dias

sendo ds || ds’ e situados em um mesmo plano. Quando
a'd tiver girado de 90°, chegando finalmente a a”’d"”’,
estard no prolongamento de ad; 6 = 6 = 0 e nessa
situacio (p ja independe das outras varidveis) serd
p = k = constante e

i %1 x ds x ds'

d’F =k
Tnn
(ds e ds’ na mesma linha). (5)
a_'._d- .......... al d 77
a IT_d ”
a—__d’

Figura 18 - Elementos de circuito paralelos. (Fig. 5 na Ref. [B]) ad
e a’d’ sdo dois elementos de circuito perpendiculares a r; w = 0; 6
e 0’ sao fixos e iguais a +7%, dependendo do sentido das correntes.

4.2. Determinagcao das componente dos ele-
mentos de circuitos que interagem entre
si

Teorema: A influéncia mutua dos ele-
mentos de correntes é somente entre e-
lementos paralelos

4.2.1.

O teorema estabelece que componentes de correntes
perpendiculares entre si nao interagem, de modo que a
influéncia mutua é, apenas, entre as componentes pa-
ralelas (Ref. [B, p. 202]):

[...] [uma] por¢do infinitamente pequena
de corrente elétrica nao exerce nenhuma
agao sobre uma outra porgao infinitamente
pequena de uma corrente situada em um
plano que passa por seu meio e que é per-
pendicular a sua diregao.

Parafraseando a demonstracdo: As duas metades do
circuito perpendicular ao plano produzem, sobre o cir-
cuito no plano, agoes iguais que se cancelam, pois, em
uma metade do primeiro circuito, a corrente se apro-
xima do plano e, na outra, se afasta. Esta afirmativa
pressupoe os experimentos 1 e 2; quando o circuito per-
pendicular ao plano tende para zero, as forcas tendem a
ser iguais e opostas, paralelas ao plano, e se cancelam.

4.2.2. A varias componentes dos elementos de

circuitos

Vetores nos planos das correntes com f podem ser es-
critos em termos dos eixos, de modo que

ds

ds [cos9f+sin0q ,

ds’ = ds [cos 0'f +sind’ f'} .
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Inspecao da figura mostra que f .é’ = cosw. Portanto

ds.ds’ = dsds' [cosfcos@ + sinfsinf’ cosw]
= dsds’ cose,
em que
cos € = cos f cos §’ + sinfsin 0’ cosw. (6)

As véarias componentes dos elementos dos circuitos sao
(Fig. 19)

1. Componentes dos elementos dos circuitos na
direcao de ¥
ds, = ds.rt

ds. = ds'.¢

dscos,

ds' cos@’.

2. Componentes dos elementos dos circuitos na
diregao perpendicular a ¥

(a) Em seus respectivos planos com #

ds¢ = |dsx#| = dssinb,

dsgy = |ds'x#| = ds'sind'.

(b) Como os planos nao sdo perpendiculares,
essas componentes, quando respectivamente
projetadas no plano ao qual nao pertencem,
produzem componentes perpendiculares a ¥

no plano (ds’, r):

dse =ds.{’ = dssinfcosw.
no plano (ds, r):
ds; = ds'.{ = ds'siné cosw.
9]
/ ¢ plano (r,ds’)
o
' dscost’ % 0 dscoso A w
e .
|ds'x| AP \%\

4 G plano (r,ds)

Figura 19 - Componentes dos elementos de circuito. ¢ é o eixo
perpendicular a #, no plano (ds, #); ¢’ é o eixo perpendicular a
£ no plano (ds/,#); AB || B; AB 1 plano(ds,#); O’A L AB,
pois O’ A pertence ao plano (ds, #); entao AB =ds’.Be O'A =
’ds’ xB ’ Os elementos de circuito estdo em preto; as compo-

nentes que interagem entre si estdo com a mesma cor (vermelho
em um caso, verde em outro); outras projegoes estao em azul e
amarelo. Angulos de 90° sdo indicados pelo sinal convencional
(um quadrado dentro do qual hd um ponto).

4.2.3. As componentes dos elementos dos cir-

cuitos que interagem

Sao as componentes paralelas entre si (Ref. [B, p. 203])
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1. Na diregao || #

ds, = dscosf, e ds.=ds cost. (7)

2. Na direcao L

Sao as componentes no plano (ds’,r)
deos =ds.{’ = dssinfcosw, e ds'sing’. (8)

Ou alternativa e eqiiivalentemente, as componen-
tes no plano (ds,r)

des' = ds'.{ = ds'sin® cosw, e dssiné.

4.3. A Forcga entre os circuitos

A interacao é na direcdo perpendicular a ambos circui-
tos (experimento 3), que é ¥. Portanto a forga é dada
pelos dois conjuntos de Egs. (7) e (8):

1. Forca definida pelo conjunto (8) (Ref. [B, p. 203]):

Iy /
ii'dsds’ . .
————sinfsin 0’ cosw.

d’F,, =
2. Forca definida pelo conjunto (7) (Ref. [B, p. 204]):

4’ dsds’

rn

d’F,, =k cosfcosf'.

A forca total tem a direcdo T e o médulo é a soma
d*F,, + d*F,, (Ref. [@, p .204]):

11'dsds’

d*F, =
/r’ﬁ,

(sin@sin @’ cosw + kcosfcos ). (9)

4.4. As componentes cartesianas da forga

A expressdo (9) ja é a solugdo. Mas Ampere obtém as
componentes cartesianas. Inicialmente, a Eq. (9) tem
de ser posta em uma forma que permita escrever as
varidveis em termos de suas componentes cartesianas;
por exemplo, nao é facil obter cosw.

Inicialmente, fazendo h = k—1 na Eq. (9) e notando
que cose é definido na Eq. (6), Ampere re-escreve a
Eq. (9) (Ref. [, p. 204))

-] /
d*F, = % (cose+ hcosfcosd').  (10)

Apés um longo calculo (Ref. [B, p. 207-212]), apre-
sentado nos apéndices A e B, a Eq. (10) é re-escrita
(Ref. (@, p .212])

ok d
d*F, = ii'r*— (r¥ cos¢') dsds’. (11)
ds
A Eq. (11) envolve varidveis que podem ser escritas em
termos das varidveis cartesianas. Os vetores T e ds po-
dem ser escritos em termos de seus cossenos diretores
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com i, j, k
o= i+ Y542k (12)
rooort oo
ds’ = ds (cos Ni+cosp'j+cost/ R) , (13)
ds'.#
0 =
cos 7o
= TeosN + ycosu’ + Zcosv/, (14)
r r r

Substituindo as Egs. (12), (13) e (14) na Eq. (11), a
forca em ds’ é (Ref. [B, p. 213])
d*F, = ii'r*ds'd (r* cos ')
= di'r*ds’ r* x
d [r*=! (z cos Ny cos p + z cosv’)] . (15)

E demonstrado (apéndice C) que a for¢a (15) tem as
componentes cartesianas (Ref. [B, p. 214])

dxX = %z’i’ds’ (Ccosp' — Bceosv'), (16)

day = %ii'ds’ (Acosv' — Ccos N, (17)

dz = %ii'ds' (Bcos\ — Acosy'), (18)

em que

A - f{ ydjﬂ; “dy _ }{ [r x dsj;orlmem“’ (19)

B - %zda;r;:lrdz _ f [r x dsr]:_;[_ulponente ' (20)

o - j{xdgin:i/dx _ 7{ [rx de;flponcntcz. (21)
Como ds'cosN = ds'i, ds'cosy/ = ds'j e

ds’ cosv' = ds’ k, o leitor moderno reconhece que

1.
X = 51@’% [ds'yC’ — ds’ZB]
_ 1, [ds” x (r X d8)]_ouponente -
= 57/& 7’”+1 5
1.
Yy = 512’%[&9}4 —ds!,C]
_ 1, [ds” x (r X d8)]_ouponente
= 57/2 7‘”+1 5
1.
7z = iu’jl{ [ds), B — ds; A

1., [ds’ x (r X dS)]_uponente -
522 %% Tn+1 .

4.5. A dependéncia da distancia (n = 2)

Ampere demonstra que a forca entre dois circuitos fe-
chados, finitos, de dreas respectivamente A e A’, situ-
ados no mesmo plano, age ao longo da reta ligando os

Dias e Dias

centros e é igual a (p. 231)

n(n—1) i’ AN
2 rnt2

A dedugao é longa (da pagina 222 & pédgina 231), cheia
de resultados intermediarios, e nada acrescentaria ao
que j4 foi feito e basta citar sua interpretagao (p. 231):

... pode-se obter a agao mutua de dois cir-
cuitos finitos, situados em um mesmo plano,
considerando que suas areas estejam dividi-
das em elementos infinitamente pequenos,
em todas as diregoes, e supondo que es-
ses elementos ajam, um sobre o outro, se-
gundo a reta que os liga, em razao direta
das &dreas e inversa da poténcia n + 2 de
sua distancias.

A acdo miutua das correntes fechadas nao
sendo funcao senao da distancia, tira-se essa
conseqiiéncia importante, [a saber] que nao
pode resultar dessa acdo um movimento de
rotagao continuo.

A expressao acima (p. 231) “conduz & determinagao
do valor de n”, segundo Ampere. Suponha que os cir-
cuitos sejam similares, de tal modo que distancias line-
ares estejam na proporgao A. Entao, as pequenas dreas
similares estdo na proporcao A2, enquanto as distancias
entre elas, na propor¢ao m. Entao, as forgas nos circui-
tos infinitesimais homélogos sao

n(n—1)i' AN n(n—1)i' AN A\
9 iz © T g i e

Ora, pelo experimento 4, as forgas sao iguais, entao

/\4

5. A direcao da forga apés integracao

Em notacao vetorial, a forca é

i’ f x ds
.’F:?%ds'xj{ o

Com escolha apropriada de unidades, F se torna F (1).

Ampere nao escreveu a expressao vetorial. Mas ele
fez uma tentativa de achar a direcao de F. Ampere
define a reta “diretriz” (Ref. [B, p. 215])

ou B:%rxds’

r2

B=Ai+Bj+Ck,

a menos de sinais e escolha apropriada de unidades, isso
é a indugao magnética (2).

A diretriz é perpendicular a dF, o que se constata,
multiplicando as Egs. (16), (17) e (18) respectivamente
por A, B, C e somando (Ref. [B, p. 215])

B.dF =0.
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A forga dF, de componentes das Egs. (16), (17) e (18), A2. Re-escrevendo a Eq. (22)
é, também, perpendicular a ds’. De modo que dF esté
em um plano perpendicular a ambos, ds’ e B, o plano

O’'BA (Fig. 19); Ampere chama esse plano de plano Pela definigao de cosseno diretor, cosf = d e cosf =
diretor. —%; Ampere calcula essas derivadas para obter as
Finalmente, Egs. (23) e (24), abaixo.? Mas para o leitor moderno,

é melhor proceder como se segue

2
.’F:%?{ds’xl&

ds.t
Apéndices cosf =
. . _ oz —alde y—y'dy 2-2dz
A Calculos intermediarios para provar = T ds T ds T ds
a Eq. (11) _dr (23
Seja (Ref. [B, p. 206]) dS, "
cosf = =L
coordenadas do centro de ds x,Y, 2, ds’
roo x— ' dx’ —y'dy  z—2d
coordenadas do centro de ds’ 'y, 2. - @ Yy-yay il
r ds rds’ r ds
Logo, dr
R R R = ——. (24)
ds = doi+dy}+d=Kk, ds’
ds' = do/i+dyj+dk
A distancia entre os centros é (Ref. [B, p. 206]) u (Ref. B, p. 206])
= — _ )2
r= \/x o)+ (y—y) + (2 - )% G (x_x)dx+( )@+(2_Z)dz
O vetor unitério nas direcdo dos centros é° ds ds vy ds ds’
dr dx dy dz
o ol o “r o _on& o4 _ &
R RS FEAs "ds’ (o =2) g ~ =) gg ~ )59
T r r
Al. Re- d Eq. (6
c-escrevendo a Eq. (6) s Derivando r4- em relacdo s’ (Ref. [@, p. 207))
Os cossenos dos angulos de ds e ds’ com os eixos, 1, je k
d » d d
sao, respectivamente, dsi= —x, ds.j= —y ds.k it
C oA . dy d{ oy ds (L drdr (o dodo
eds'i= 75 ds'.j = R ds’. = Entao dsds’ ' dsds ds' ds' ) ds
A’z
dov dr' dydy dzdZ -
ds.ds' = dsds' | 2200 WA | dzaz ] + (o) o tete

ds ds' ' dsds' ' dsds

por outro lado (Eq. (6))
como as coordenadas cartesianas sem linha independem

@ ds’ _ = cose = (cos 0 cosd + sinfsin 6 cosw). de s’ e vice-versa, s6 sobra (Ref. [B, p. 207])

ds " ds’
Logo, a Eq. (6) pode ser escrita em termos dos cossenos
diretores . d*r L+ drdr_ dedy dydy’ dzdY
dedd  dydy  dzdz dsds' ' dsds ds ds'" dsds' dsds'
COSE= ———— + ——— + ———. (22) = —cose. (25)

ds ds’  dsds’ dsds

5Essa definigao difere da definigio na Eq. (12); Ampére mudou a notagio. Mas isso ndo altera o resultado, pois (11) envolve somente
a distancia escalar, 7.

6As Egs. (23) e (24) expressam o fato que r depende implicitamente das varidveis independentes s e s’ e explicitamente das
varidveis z, y, 2z, ¢/, ¥y’ e 2’; a dependéncia funcional de 7 é 7 (z (s),y(s),z(s);z' (s'),y' (s'),2' (s')). Portanto7 as derivadas parciais
de r em s e s’ sdao obtidas derivando parcialmente r, respectivamente, em relagéo as varidveis, z, y, z e ', y’, 2z’ e cada uma dessas
totalmente em relacdo a s ou s’. Para enfatizar que as derivadas em s e s’ sdo totais, alguns autores mtroduzem um simbolo dife-

renciado sobre a notagdo de derivada parcial, por exemplo, 8 assim, deveria ser cosf = % e cosf = g;, No tempo de Ampere, o
simbolo O para derivadas parciais ndo era usado. Além disso, o preciosismo na notagdo em nada altera a Eq. (11), que se tornaria

—ig/rl—n—k 8‘2, (r* cos 9) dsds’ = —ii'rt—n—k 8 ( k 8T> dsds’, na qual as derivadas sao totais em relagdo as varidveis s e s’.
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B Demonstracao da Eq. (11)

Substituindo a Eq. (25) na Eq. (10) e lembrando que
h=k—-1

11’ dsds’ d?r dr dr dr dr
d*F, = — ——— —h——
" rn ( "dsds' ~ ds ds' ds ds’>
i1’ dsds’ d*r n kdr dr
= — r— arar
T dsds’ ds ds’
-y ’ d (rkdr
_ _u dsds y 1 o (r ds)7
rn rk—1 ds’
ou L
d (rkdr
d’F, = fiilrlfnfki(r z) dsds’.
ds’
Lembrando que cosf = %, obtém-se a forca em ds
(Ref. B, p. 207])
2F, = s L0080 g
ds’'
= —ii'r' 7" 7Fd (r* cos 0) ds;
trocando s por s’ e lembrando que —cos = %, a
forca no circuito ds’ é (Ref. [B, p. 208])
d (r¥ cos ¢’
ii’rk”*ki(r dcos ) dsds’ = ii'r' =" d (r* cos 6') ds'.
s

Finalmente, a Eq. (11) é obtida, fazendo 1 —n = 2k
(Ref. [, p. 212]):

a forca em ds é

d
2 _ ik k
d°F, = —iir 75 (r* cos 0) dsds’

= —ii'r*d (rk cos 0) ds;
a forca em ds’ é

d
d’F, = ii’rkd— (rk cos ') dsds’'
s

= 4i'r*d (rk cos 9’) ds’.

B1l. Demonstracaode 1 —n — 2k =0

A forca em cada um dos circuitos elementares é na
direcao t ligando seus meios; como 6 é o angulo en-
tre ¢ e ds’, a componente da forca ao longo de ds’ é
(Ref. [, p. 208])

d (rk cos 0’)

d2F3/ _ iilrl_n_k
ds

cos0'dsds’.

k

Multiplicando e dividindo por ¥ e agrupando termos

d (rk cOS 9’)
ds

1d
ii’rk"*zkid— (rk cos 9’)2 dsds’.
s

d’Fy = iyt (rk coS 9') dsds’

Dias e Dias

Desenvolvendo as derivadas (ndo apresentado p or
Ampere)

1d 2
2 _ o l-n—2k k
d°Fy = 4i'rt" 37 (r* cos0')” dsds’

_ ii/ / d 1-n—2k k "2
= 2dsds><{ds [r (r COSG) ]

o k ’ 21 1-n—2k
(+ cost!)’ (v )}

i Td
= ?ds’ [ds (r'=" cos®¢')

dr

2k 2 n/ —n—2k

— 0'(1—n—2k .
r*®cos®0' (1 —n )r ds}

Integrando em ds, sobre um circuito fechado, a forca
em um elemento ds’ é (Ref. [B, p. 209])

oy
%ds’ X [ (r'="cos®0') [3=)

- /r% cos? @' (1 —n — 2k) 'r*"*%dr]

dFy, =

-
= %ds’ X [(7‘1_" cos® 9’) 150

- (1—-n-2k) /cos2 G'T*”dr].

Ampere invoca o experimento 3 (Ref. [B, p. 208]):

Examinemos, entretanto, o que resulta do
terceiro caso de equilibrio [...], o qual de-
monstra que a componente da agao de um
circuito fechado qualquer sobre um ele-
mento, segundo a diregao desse elemento é
sempre nula, qualquer que seja a forma do
circuito.

Entéo, dFy = 0. O primeiro termo é obviamente igual
a zero. Ampere produz um exemplo em que o segundo
nao é zero; logo, a unica possibilidade é 1 —n —2k =0
en=1-2k.

Para produzir um exemplo em que o primeiro termo
é diferente de zero, Ampere imagina esferas infinitesi-
malmente préximas, com centro no meio de ds’. Es-
sas esferas cortam o circuito em pontos simétricos em
relagéo ao centro de ds’, resultando em dr’s iguais mas
de sinal oposto; quanto aos valores de cos? 6’ (Ref. [B,
p. 209]):

[...] os valores de cos? ' podem ser diferen-
tes e haverd uma infinidade de maneiras de
fazé-lo [de escolher os raios das esferas] de
modo que os quadrados de todos os cossenos
relativos aos pontos situados de um mesmo
lado entre os pontos extremos do circuito
sejam menores que os relativos aos pontos
correspondentes do outro lado;
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C Demonstragao das Egs. (16) a (21)

As contas serao feitas, somente, para a componente X;
as outras sao uma generalizacao 6bvia. Para obter X, é
s6 multiplicar a for¢a na Eq. (15) (que é na direcao t)
por £, que é o cosseno diretor de r na diregao i; entao

)

X = dldsr*tx

x d[r* ! (zcos N +ycosp +zcosv)].

Desenvolvendo os calculos, lembrando que a derivada d
nao afeta as varidveis com linha

d’X = ii'ds’ x [m cos N rF=1q (rkilx)

+ zcosp v d (r*ly) + weosvrF Tl d (rkflz)}

ii'ds’ x [cos N (r*1a) d (1)

u gcos W () d ()

+ Zeost/ () d (1) |

= %ii’ds’ x [cos ) d (r*~%a?)

+ gcos pd (rF22) + gcos v d (r?h222) }
= %ii’ds’

X {d (12572 (2% cos ' + ay cos i’ + zz cos /) |

e {yQ cos ' d (x) +2%cosv' d (x)} }
y z

Como 2k — 2 = —n — 1, segue-se que

’X =

T"+1
y? cos pi/ J(F 2% cosv/ a(E
ol Ty ) ot (E)

_ %ii’ds’d {x (:vcos)\’—l—ycos,u’ +ZCOSV/>:|

%ii’ds/ [d <x2 cos N + zycos u’ + xz cos 1/’>

Tn+1
1.,
7”d/
+ 222 S
xdy — ydz ,  zdxr —xdz ,
X TCOS/,L WCOSI/

1 /
Zii'ds’ x [d (“059 >
2 rn

zdy — ydz ,  zdxr —xdz ,
Tcoau +TCOSV R
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em que a Eq. 14 foi usada para escrever cosf’. Inte-
grando

dX =

Tn

1 /
Sil'ds’ x { {x cos

} circuito fechado
, [ xdy — ydx , [ zdx —zdz
+ cospu /T—FCOSV /T .

O primeiro termo é zero, pois a integral é de s = 0 a
s = 0 (circuito fechado).
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