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Neste trabalho investigamos as solugées da equagdo de Schrédinger de osciladores com massa dependente
da posigao utilizando o método algébrico de operadores escada e uma transformagdo candnica de ponto. Os
resultados sdo ilustrados para um sistema onde m(z) oc 2. De posse das fun¢oes de onda, calculamos a
informacao de Fisher e a entropia de Shannon para a posi¢do e momentum de uma particula no estado

fundamental deste sistema.

Palavras-chave: Informacao de Fisher, entropia de Shannon, massa dependente da posigao, transformacéao

candnica de ponto.

In this work we investigate the solutions of the Schrédinger equation of position-dependent mass oscillators
by employing the algebraic method of ladder operators and a point canonical transformation. The results
are illustrated for a system where m(x) o< 2. From the wave functions, we calculate the Fisher information
and Shannon entropy in the position and momentum for a particle in the ground state of this system.
Keywords: Fisher information, Shannon entropy, position-dependent mass, point canonical transformation.

1. Introducao

Sistemas onde a massa depende da posicao sdo im-
portantes ndo apenas do ponto de vista tedrico, mas
também do ponto de vista pratico, pois podem ser
utilizados para descrever heteroestruturas abruptas
ou suaves [1], no estudo das propriedades eletronicas
de semicondutores [2], de cristais homogéneos [3], de
pontos [4] e liquidos quénticos [5]. Em 2015, Macedo
e Guedes [6] resolveram a equagao de Schrodinger e
calcularam a Informagcédo de Fisher e a e Entropia de
Shannon para trés diferentes osciladores com massa
dependente da posicao (OMDP). As distribuigoes
de massa consideradas na Ref. [6] foram: (i) m (z) =

[(’\95;3#2]2’ (ii) m (z) = mo [1 + tanh? ()\x)} e (iii)

m (x) = mg [1 + (>\$)2]. A primeira distribui¢ao de
massa é similar & distribuicdo m (z) = sech? (\z),
que ¢ utilizada na geragdo de uma sequéncia infinita
de estados ligados para o problema de uma particula
livre [7]. A segunda distribui¢do é analoga as que
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sao utilizadas no estudo de estados eletronicos con-
finados em estruturas do tipo Al,Ga;—,As [8]. J&
a terceira distribuicdo pode ser utilizada na andlise
das estruturas GaAs/Al,Ga;_,As [1]

Recentemente, na Ref. [9], estudamos classica-
mente um OMDP cuja distribuicdo de massa era
dada por m (x) = mg(2? + A\?) , que é muito pare-
cida com a distribui¢do de massa (iii) considerada
por Macedo e Guedes [6]. Por meio do método da
fatoragao, estabelecemos uma correspondéncia entre
as solugoes do OMDP e do oscilador com massa
constante (OMC). Analisamos ainda o espago de
fase do sistema para A =0, 0,25 e 1,0. Observamos
que para A = 0, as trajetérias no espago de fase sdo
deformadas proximo & origem devido ao fato que
m (z) — 0 quando x — 0. Para A # 0, a deformacao
diminui e praticamente desaparece para A = 1,0.
Mostramos assim que para sistemas tipo OMDP
para os quais as equagoes de Hamilton ficam muito
complicadas, a andlise das trajetorias no espaco
de fase fornece uma boa descricdo da dindmica do
sistema em consideracao.
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O objetivo deste trabalho, como uma extensao
natural daquele apresentado na Ref. [9], é obter as
solucdes da equagdo de Schrodinger para o sistema
com m (x) = mo(z2+)2), e de posse dessas solucdes
calcular a informacao de Fisher e a entropia de
Shannon para o estado fundamental.

Este trabalho encontra-se assim dividido. Na
secao 2, mostraremos como obter a forma do ope-
rador energia cinética, T'(x), e resolver a correspon-
dente equacao de Schrédinger para sistemas OMDP
usando o método algébrico de operadores escada e
uma transformacao canoénica de ponto. Na Secdo 3,
calculamos a informagao de Fisher e a entropia de
Shannon para o sistema considerado e apresentamos
uma analise dos resultados. Por fim, na Secao 4,
apresentamos alguns comentarios finais.

2. Solucao da equagdo de Schrodinger -
Algebra de Heisenberg e a TCP

Na Ref. [9], vimos que para uma dada distribuigao
de massa m(x), o hamiltoniano classico é dado por

H=T(z)+V(x), (1)

onde T (z) = Qm(x) eV (x

com Xy sendo uma constante de integracao.

Infelizmente, a extensdo do hamiltoniano cldssico
para o quintico em casos onde a massa depende da
posicdo, nao é trivial como em casos onde a massa é
constante ou varia com o tempo. O problema surge
do fato que para sistemas com massa dependente da
posicao, a massa nao comuta com o momentum. De
acordo com von Roos [10], para que o hamiltoniano
que descreve o sistema seja hermitiano, o operador
energia cinética deve ser escrito como

T= (mapmﬁpm“’ + mmeﬁpma) , (2)

1
4
onde m = m(x), p = —ihd/dx e a, B e v satisfazem
a relagao de vinculo

a+pf+vy=-L (3)

Dessa forma, a equagao de Schrodinger indepen-
dente do tempo (ES) para estados estacionarios é
dada por

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 2, €2315, 2016

(f\/iderXo) :
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Hy (z) = By (x), (4)

Com T'(z) sendo dado pela Eq. (2) no caso de
OMDP.

Existem diversos artigos que discutem sobre qual
é a forma correta do operador T'(x). Por exemplo, em
1966, BenDaniel e Duke [11] consideraram o« = v =
0,8 = —1. Em 1969, Gora e Williams [12] estudaram

o caso a = —1, =~ = 0. Zhu e Kroemer [13], em
1983, analisaram sistemas com a = vy = —%, 68=0
e,em 1993, 0 caso a =0,8=v = —% foi estudado

por Li e Kuhn [14].

Como mencionamos na Ref. [9], o procedimento
utilizado para obter as solugbes da equacgdo de
Schrodinger para sistemas tipo OMDP é baseado
em buscar transformagdes que permitam tratar o
problema de OMDP da mesma forma que fazemos
para sistemas tipo OMC. Assim, inicialmente consi-
deremos 0 OMC (com m = 1). O espectro de energia
e os autoestados do hamiltoniano h = % ddyg + 2y ,
onde consideramos A = 1, podem ser obtidos de
duas maneiras [15], a saber:

(a) Método algébrico, que consiste em fatorar o
hamiltoniano em termos de dois operadores, b~ e
b, definidos como

Neste caso o hamiltoniano é dado por

Pode-se mostrar facilmente que estes operadores
satisfazem as seguintes propriedades:

(a.1) Os operadores b~ e bt sdo conjugados her-
mitianos (auto-adjuntos)

(b5)" = b7; (7)

(a.2) Os operadores b~ e b™ obedecem & &lgebra
de Heisenberg

[b*,bﬂ —1,
[h, 7]

Como consequéncia dessas propriedades, e consi-
derando ¢y como o estado fundamental do sistema

(8a)

= +bE. (8b)
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descrito por h (veja Eq. (6)), temos as seguintes
relacoes

b~po (y) =0, (9)

b (y) = Vnen-1(y), (10)

b on (y) = Vn + Tonta (y) (11)
o) = = o). (1)
B =n+ % (13)

Resolvendo a Eq. (9), obtemos o estado funda-
mental e, aplicando sucessivamente o operador b™
sobre ¢(y), chegamos aos demais autoestados (Eq.
(12)).

(b) Método analitico, que consiste em resolver di-
retamente a equacdo diferencial associada a equagdo
de Schrodinger. Levando-se em consideracdo a nor-
malizacdo de estados ligados, as autofunc¢des nor-
malizadas (¢, (y)) sao identificadas em termos dos
polinémios de Hermite expressos por

1
Pn (y) = [ 2gmn]

Voltemos agora para o problema da solugao da
equagao de Schrodinger para o OMDP (veja Eq.
(4)). Considerando o = v = a e § = 2b, podemos
reescrever o operador energia cinética como

eV PH, (y).  (14)

T = m (@) pm® () pm (), (15)

com a nova relacdo de vinculo sendo dada por a + b

= -1/2. Uma vez que H, é dado por

d m® (z) + V, (),

Hy = —om® (z) m® (2)
(16)

2 dx

vamos supor que possamos fatord-lo na forma
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1

Ha = A;A; + 57 (17)

utilizando os seguintes operadores auto-adjuntos

1
=—m
CV2
1 d
A= e (o) 2
o \/im () Ll
onde W,(x) é denominado de superpotencial. Ob-

serve que podemos ainda reescrever as Egs. (18) na
forma

b () %ma (2)+ W, (z), (18a)

"(z) + Walx), (18b)

., = # i allnm (z)]
A = 2m () [daz +all ( )]}
+ Wa(l'), (19&)
1 d ,
T [dw+b[lnm(x)]]
+ Wal(z), (19b)

onde ’ significa derivada com respeito a x. A relacao
entre V,(z) e Wy (x) é obtida da seguinte maneira.
Considerando uma funcao arbitraria f(x), obtemos
a partir da Eq. (16) que

— 1 ai 2bi a ]
H,f = [ Mmoo m +Vi(z)| f(x)
1 —1 pn —2 1l -2
= —i{m ff=m>m'f —|—a[m m

- (a+2) (m/)2 m73] f} + Vo f. (20)

Por outro lado, utilizando a Eq. (17) combinada
com as Egs. (19.a) e (19.b) temos

ALA + 5] 1 @) = —gm7p

1
+ §m*2m/f/ +f {2a2m3 (m’)2

1 /da+1 _3
+ \/i( 2 )m“”Wa}

Haf =

—_
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Comparando as Egs. (20) e (21), obtemos a se-
guinte expressao

(4a +1)
2

Wa(x)

x Inm(@)]' — Wi(x)] + W2x) + 1 (2

Nao é dificil mostrar que a relacdo de comutagao
entre A, e A} é dada por

[4;,48] = mic)wg () + (4“: 1)

1 d 1 /
xmm{m[lnm(@]} (23)

Impondo que [A,, A]] =1, obtemos que Wy (x)
é expresso por

W, (2) = j§ {7 Jm (w)dy + Xo

_<4a: 1) ml(x) “nm(“ﬂ’}- (24)

Substituindo a Eq. (24) na Eq. (22) chegamos a
seguinte expressao para V()

Vate) = 3 (T ymay + x0)

1 /4a+1\ 1 d 1 ,
+2( 4 ) \/m(x)dx{\/m(x) [lnm(x)]}

1 (4a4+ 1> T;(w) lnm (:c)]ll 2 :

2
Na Ref. [9] mostramos que a expressao classica
de V,(z) é dada por

Vo (z) = % (f mdy—l—X0>2.

Assim, para que haja concordéncia entre as ex-
pressoes classica e quantica de V,(x), devemos es-
colher a = —1/4. Dessa forma, a hamiltoniana
quantica do sistema é dada simplesmente por

(25)

(26)

_ 1
H—1/4 (fL’,p) = Ai1/4A,1/4 + 5
11 d 1 d 1

C2Ym@) dr /m (@) de /m ()

4% (7 mdy+Xo)2,
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onde a constante Xy é usualmente tomada de ma-
neira a tornar V, (z =0) =0 .

De maneira analoga ao OMC quantico, as propri-
edades de AT, e AT, /4 garantem que

*
A7, 40 (@) =0, (28)

A7y (@) = Vit (@), (29)
A (8) = VAT Toun (2), (30)
U (@) = =A%) @), 6D

com a equacdo de autovalores de H_y /4 (, p) sendo
expressa por

H_y)4 (2, p) ¥n (¥) = Enthn (), (32)

onde E, =n+1/2.
A TCP consiste em considerarmos as seguintes
substitui¢bes na Eq. (32)

X =X (2) = [ \/m (y)dy, (33)
o (&) = {/m (@) [X (2)], (34)

obtendo assim a expressao

1d%,(X) 1 2 _
—ooxr Ty (X X0) 6 (X) = Bnba (X)

(35)

ou seja, a equacao de autovalores do OMC deslo-
cado de— Xy, cujas solucbes sdo bastante conhecidas.
Logo, as autofungdes de H_; /4 (z,p) serdo dadas
por

VYo (z) = NAvELT m (z)
. 2
(7 m(y)dy‘i'Xo)]

X
o
»
ko)
|
\

T

H, [ i (36)

X

m (y)dy + XO] :
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Estas solucoes satisfazem automaticamente a se-
guinte condicao de normalizagao

le'

[ i (@) d = [ /m (&) | (X)* ~dX

= ) e (X)X (37

=& (X)PdX = 1.

3. Resultados e discussao — Principio da
Incerteza de Heisenberg, Informacao
de Fisher e Entropia de Shannon

A partir das soluc¢bes da equagdo de Schrédinger
dadas pela Eq.(36) podemos obter os valores de
vérias grandezas fisicas, incluindo as incertezas na
posigdo (Az) e no momentum (Ap) que sao utili-
zadas no calculo do Principio de Incerteza de Hei-
senberg (PIH) [16], que impde & mecénica quantica
um carater intrinseco sobre incertezas nas medi-
das de observaveis fisicos. O PIH nos diz que para
um dado sistema fisico a seguinte relacdo deve ser
obedecida: AxzAp > h/2. Qualitativamente, o PTH
estabelece um limite inferior ao produto das incerte-
zas da posicdo e do momento, revelando um aspecto
da natureza, em nivel atomico, totalmente diverso
daquele a que estamos habituados, ou seja, quanto
mais sabemos acerca da posi¢ao da particula, menos
podemos dizer a respeito de seu momento, e vice-
versa. Devido ao fato de as incertezas (Ax) e (Ap)
serem obtidas a partir da densidade de probabili-

dade da funcao de onda (Wn (x)|2), dizemos que o

PIH ¢ associado a medidas globais de |1, (z)|°.

Recentemente, foram propostas diferentes relagoes
de incerteza, as chamadas relagbes de incerteza
entropicas, que podem fornecer novos limites in-
feriores ao produto das incertezas. Entre outras,
mencionamos a relagdo de incerteza obtida a partir
da informacao de Fisher e da entropia de Shannon.

A informacéo de Fisher foi estabelecida em 1925
[17] como uma maneira de medir a quantidade de
informacdo que um observavel X carrega em relagao
a um dado pardmetro 6 para o qual a densidade de
probabilidade de X varia, ou seja, para o qual a den-
sidade de probabilidade seja uma fung¢ao explicita
de X e 6,P(X,0)

A entropia de Shannon [18] estabelece o conceito
de informacao e define-o como tudo aquilo que reduz
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a incerteza. Essa incerteza é definida para cada con-
junto de elementos que se tenha. Por exemplo, como
varia a idade dos alunos de uma sala. A Entropia de
Shannon para um conjunto de elementos discretos
X = {x;}, onde a cada elemento esta associada uma
densidade de probabilidade {P(z;)}, é dada por

SX = —XR:P(.%) lnp(l‘i) .

=1

(38)

Observe que se temos certeza do resultado de
um dado experimento, ou seja, se o conjunto X for
constituido de um tnico elemento x1, entdo P (1) =
1 e P (x;) =0 para i # 1. Dessa maneira, a entropia
de Shannon estd relacionada com o grau de incerteza
e quantifica, portanto, a informac¢do. Quanto menor
for Sx menor é o grau de incerteza e maior sera a
informacao que se tem.

A informagao de Fisher de um observavel unidi-
mensional 6(€ R) com uma densidade de probabili-
dade P (0) ¢ dada por [19]

dinP (9)71?
- 7 > .
= ] >0 (39)

Assim, a informacado de Fisher da posi¢do de um
sistema quantico, cuja densidade de probabilidade
L 2 .
no espago das posigoes é P (x) = |1y, (z,t)|*, serd

= 1P0)|

272
dx

dln [y, (z,t) ¥ (z, t)]r dz,

F, :f|¢n (‘T’t)|2 [

= o )i ) [P

ou seja,

Fp =4[} (x,0) ¢, (x,1) dz
U (@, t) gy (2,)]

+ T (D)

2
Uy (,1) ¥ (2,1)]° da.

(40)

Da mesma maneira, a informacao de Fisher para
o momento serd dada por

Fpy=4[¢% (p,t) ¢y (p,t)dp

ol (0,1) ok (0:1)

2
2
n (p,t)|” dp,
on (pst) @5 (p,t) fon (b 2)

(41)

+/
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onde ¢ (p,t) é a transformada de Fourier de v (z,t),
ou seja

[e P2y (2,1) da (42)

(0.1) = —
PPl = "7
(27Th)1/ 2

Como mostram as Eqgs. (40) e (41), as informagoes
de Fisher sao associadas a medidas locais das densi-
dades de probabilidades. A informacao de Fisher e os
desvios padrao de posicdo e momento de osciladores
harmonicos estao relacionadas pelas inequagoes de
Stam [20] e Cramer-Rao [21], dadas respectivamente,
por

Osciladores quanticos com massa dependente da posi¢ao

Sp=—[P(6)InP (6)do. (45)

Assim, as entropias de Shannon no espaco da
posicao e do momento sao, respectivamente

Sp = — [ [¥n (z,0) In ¢y, (2,8)[*dz,  (46)

Sp == I len (p: )] In o (p, 1) dp, (47)

que também sao associadas a medidas globais das
densidades de probabilidades. A partir das ex-

2 2
Fo < 4(Ap)", Fp < 4(Ax)7, (43) pressoes para S, e Sp, podemos estabelecer a se-
e guinte relacao de incerteza entrépica [23, 24] para
problemas unidimensionais
1 1
ey W
(Az) (Ap) S=8,4+5,>1+Inn). (48)
Por sua vez, a entropia de Shannon de um ob-
servavel unidimensional # com uma densidade de
probabilidade P (6) é dada por [22]
J
Substituindo m () = mg(x? + A?) na Eq. (36), os estados estaciondrios para este sistema sdo
Uy, (x,t) = é{*/mo (22 4+ A\2) exp (—iE,t)
e Vl/29nn) "
1 2
X exp [_8 {xva + A2+ N2in |2 { (:c + Va2 + )\2” M ln (2 )\)} ]
1
H, [2 (eva? + 22 + X [2 (2 + Va2 1 22)] — X1n 2>\))] (49)

A21n(2X
onde consideramos mg =1 e Xg = — r;( ),

Como o principio de incerteza estabele(ndo para o OMC é minimo para o estado fundamental, vamos

considerar apenas a funcdo de onda para n =
Neste caso, temos que 9 (x,t) é dada por

0 no célculo das informagoes de Fisher e entropias de Shannon.

Yo (2,1) = {, W exp (—iEpt) exp [—; {:c\/ 22 4+ A2 + \2in |2 [ (:1: + Va2 + AQ)} A ln ( 2)\)} }

As Figs. 1(a) e 1(b) mostram as densidades de pro-
babilidade no espago da posicio Py (z) = |1 (z)|* e
do momento Py (p) = |0 (p)|* para A =0, A = 0,2
e A = 0,4, enquanto as Figs. 2(a) e 2(b) mos-
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(50)

tram as mesmas quantldades Po (x) = |t (x)]?
e Po (p) = |o (p)|?, para A =0,6,A = 0,8 e A = 1.

Nas Figs. 3(a) e 3(b) mostramos a variacao das
incertezas na posicdo (Azg) e no momentum (Apy)
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Figura 1: Densidades de probabilidade no espaco da posicio Py (z) = |1/)o(a?)|2 e do momento Py (p) = |¢o (p)|2 para
A =0 (linha grossa), A = 0,2 (linha pontilhada) e A = 0,4 (linha fina). Nos célculos consideramos mgy = 1.
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Figura 2: Densidades de probabilidade no espaco da posicio Py (2) = |tho(z)|> € do momento Py (p) = |0 (p)|° para
A =0,6 (linha grossa), A = 0,8 (linha pontilhada) e A =1 (linha fina). Nos célculos consideramos mgy = 1.
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Figura 3: Dependéncia das incertezas (a) Axg e (b) Apg com relagdo ao pardmetro A. Nos célculos consideramos mg = 1.

em fungdo do pardmetro A. Ao aumentarmos A, ob-
servamos que Azg diminui. Podemos entender este
resultado a partir da variacao de Py () mostrada
nas Figs. 1(a) e 2(a). Observamos que a largura de
Po (x) diminui, o que torna a particula mais loca-
lizada & medida em que A aumenta, diminuindo a
incerteza na posicao. Nesse cenario deviamos esperar
que tanto a incerteza para o momento, Apg, como
a informacao de Fisher na posi¢do, F,, também au-
mentassem, enquanto a entropia de Shannon, S,
diminufsse. Entretanto, observamos da Fig. 3(b) que
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a medida em que A aumenta, Apg diminui no in-
tervalo 0 < X < 0,6, ao invés de aumentar como
esperado. Para A > 0,6, Apg sempre aumenta.

Nas Figs. 4(a) e 4(b) mostramos o comportamento
de F, e F}, enquanto nas Figs. 5(a) e 5(b) os de S e
Sp, em fun¢do da variacao de A. Consideremos as va-
riacoes de I, e F},. Como ja mencionado, deveriamos
esperar um aumento de F, e uma diminuic¢ao de
Sg; o contréario ocorrendo para F), e S,. Entretanto,
observamos que no intervalo 0 < A < 0,6 tanto Fj
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Figura 4: Dependéncia das informacdes de Fisher (a) F; e (b) F), com relagdo ao pardmetro A. Nos célculos consideramos
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quanto F), diminuem enquanto A aumenta. A partir
de A = 0,6, F, aumenta e F), diminui.
Consideremos agora o comportamento de S, e .S},
mostrado nas Figs. 5(a) e 5(b), respectivamente. Ob-
servamos que no intervalo 0 < A < 0,4, S, tem um
pequeno aumento, enquanto S, diminui de forma
mais acentuada. J4 no intervalo 0,4 < A < 2, obser-
vamos que S, diminui, enquanto que S, aumenta.
Para entendermos esses resultados, consideremos,
mais uma vez, o comportamento de Py (z) com
relacdo ao parametro A mostrado nas Figs.1(a) e
2(a). Observamos que, no intervalo 0 < A < 1,0, a
dispersao nos valores de posicao da particula torna-
se menos deformada na origem e sua largura mais
estreita. Como Py (z) torna-se mais localizado com
o aumento de A, é razodvel supor que os comporta-
mentos de Fy, F},, S; e S, observados no intervalo
0 < A < 0,6, sejam por causa da deformacao que
ocorre em Py (x) para pontos préximos da origem.
Para A > 0,6, os comportamentos de F, F},, Sy e Sp
correspondem aqueles esperados quando ocorre uma
diminuicao na dispersao da posi¢ao. Em outras pa-
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lavras, a particula fica mais localizada, aumentando
F, e diminuindo S,.

As deformagdes observadas em Py (), por causa
da forma de m(x), ndo sdo percebidas pela incerteza
Az (veja Fig. 1(a)) porque o integrando z2Py(x)
é sempre nulo na origem. Para verificarmos a con-
sisténcia dessa explicacdo, vamos analisar o com-
portamento de Py (x) em funcao de A para a dis-
tribui¢do de massa considerada na Ref.[6], ou seja,
m (x) = mg [1 + ()\:1:)2} , POis nesse sistema as quan-
tidades Fy, Fj,, S; e S, sao bem comportadas, no
sentido que sempre crescem ou decrescem quando A
varia. Nas Figs. 6(a) e 6(b) mostramos o comporta-
mento de Py (z) para (a) A=0,A=0,2e A =0,4
e (b) A =0,6,A=0,8¢e A = 1. Observamos que
Po (x) ndo apresenta deformagdes, pois independen-
temente do valor de A, a massa deste sistema nunca
se anula, seja na origem ou em qualquer outro valor
de posicao.

Mas, ao contrario de Axg, a incerteza Apg percebe
as deformacoes. Da mesma maneira que Axg, o
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desvio padrao Apg depende do integrando p*>Pp (p).
A diferenga estd no fato que as deformagoes de Py (p)
nao se encontram em p = 0, mas sim nas regioes
—35 <p< —-15elb < p <35 (veja as Figs.
1(b) e 2(b)). Assim, como nas outras quantidades,
atribuimos o comportamento nao usual de Apg, no
intervalo 0 < A < 0,6, a essas deformagoes. A partir
de A > 0,6 as deformagoes em P (p) desaparecem
e o comportamento de Apg passa a concordar com
o que é esperado quando Azy diminui.

4. Conclusoes

Neste trabalho estudamos o oscilador harmonico
quantico com massa dependente da posicao
(OMDP). Utilizamos a algebra de operadores es-
cada juntamente com o método da TCP para obter
a funcado de onda exata de um OMDP. Este proce-
dimento consiste em decompor a hamiltoniana que
descreve o sistema quantico OMDP (Eq. (16)) em
termos de dois operadores auto-adjuntos, AT e A7 .
Utilizando as defini¢oes de A} e A (Egs. 19(a)
e 19(b)) e impondo a &lgebra de Heisenberg sobre
estes operadores, obtivemos uma expressao geral
para o potencial V,(z) (Eq. (25)) em termos da dis-
tribuicdo de massa m(z) e da constante de vinculo
a. Para que haja concordéncia entre as expressoes
quantica (Eq. (25)) e classica (Eq. (26)) de V,(z),
escolhemos a = —1/4. De posse das expressoes de
T(x) e V_y/4(z), obtivemos a equagdo diferencial
associada a equagdo de Schrodinger de um OMDP
(Eq. (32)), cuja solugdo pode ser obtida reduzindo-a
a equacao de autovalores do oscilador harmonico
com massa constante através das transformacoes
expressas pelas Eqgs. (33) e (34).
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Em particular, consideramos o sistema com dis-
tribuicdo de massa dada por m (z) = mq (2% + A\?).
Ap6s obtermos a funcio de onda, determinamos nu-
mericamente as informagoes de Fisher, as entropias
de Shannon além das incertezas para o estado funda-
mental deste sistema. Tanto a entropia de Shannon
quanto a informacao de Fisher estdo sendo investi-
gadas como possiveis substitutas das incertezas que
aparecem no principio de incerteza de Heisenberg.

Observamos que ao aumentarmos A, Axg diminui.
Entretanto o comportamento de Apg, Fy, Fy,, Sz ¢ Sp
¢ um pouco mais complexo. Se Axy sempre diminui,
F, e Apy deveriam sempre aumentar e S, diminuir.
Atribuimos o comportamento nao usual de Apg, F,
F,, S; e Sy no intervalo 0 < A < 0, 6, as deformacoes
que surgem nas densidades de probabilidade Py ()
e Py (p) em funcao da forma de m(x) considerada.
Para A > 0,6, quando as deformagoes tornam-se
menores e desaparecem, os comportamentos de Apg,
F,, F,, S; e S, correspondem aqueles esperados

quando Azxg diminui.

Confirmamos esta hipdtese, analisando o compor-
tamento de Py (z) em funcao de A, para o sistema
estudado na Ref. [6], onde m (z) = myg [1 + ()\a;)ﬂ.
Como mostrado nas Figs. 6(a) e 6(b), Py (x) nao
apresenta nenhuma distorcdo em qualquer valor de
posicao, e, como consequéncia os comportamentos
de Apg, Fy, Fp,, Sz € S, seguem os previstos para
quando Axg diminui. Observamos que a igualdade
na inequacao de Stam (Eq. (43)) é satisfeita para
qualquer valor de A, enquanto que a igualdade na
inequacao de Cramer-Rao (Eq. (44)) é satisfeita
apenas para A > 1, 1.
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