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Recentemente desenvolvemos um software com o objetivo de proporcionar uma visao do fenémeno
fisico, sem a necessidade de conhecer a equacdo que descreve o movimento. Desta forma, este simulador
visa ilustrar o comportamento das variaveis de interesse, tais como, posi¢ao, velocidade, aceleragao e
energia evoluindo no tempo. Neste artigo, apresentamos solucdes analiticas para cada caso de interesse,
bem como, solugbes numéricas usando o método de diferencgas finitas. Um oscilador harmonico representa
um sistema em movimento a ser repetido ao longo do tempo, isto é, move-se de uma posi¢ao inicial até
outra posi¢ao, em torno de uma posicao de equilibrio. Desta forma, apresentaremos uma visao geral
do problema a ser resolvido e os casos mais simples serao obtidos por simplificacdes deste problema.
Como um dos objetivos deste artigo é incentivar os leitores a utilizarem métodos numéricos de solugdes
aplicados a fisica, logo, abordamos de forma bastante simples a solugdo numérica do oscilador mecanico.
Avaliamos também o comportamento da energia e verificamos sob quais condigdes ela é conservada. Para
validar o método numérico implementado neste artigo, comparamos os resultados obtidos pela solucao
numérica com os resultados obtidos pela solugdo analitica usada neste artigo.

Palavras-chave: Oscilador harménico mecénico, energia mecanica, forgas externas, método de diferencas
finitas e forgas dissipativas.

We have recently developed a software to simulate a given physical phenomenon, without the need
of knowing its corresponding equation of motion. This procedure is actually intended to illustrate the
behavior of dynamical variables of interest, such as position, velocity, acceleration and energy. In our
work, we present analytical solutions for each case under consideration; numerical solutions carried out
by means of the finite difference method are presented as well. The harmonic oscillator is a moving
periodical system, with a well-defined equilibrium position. We shall here present an overview of the
general problem to be solved and a number of special cases shall be worked out in details. As one of the
purposes of this article is to encourage readers to use numerical approaches to inspect physical problems,
we shall discuss in a simple and direct way the numerical solutions of a mechanical oscillator. We also
contemplate the behavior of the energy function and point out under which particular situations it is
conserved. To validate the numerical method implemented in our paper, we compare the analytical
solutions we derive with the results obtained by numerical computations.

Keywords: mechanical harmonic oscillator, mechanical energy, external forces, finite difference method
and dissipative forces.

1. Introducao boratérios. Com isso, muitos pesquisadores buscam
solucbes analiticas para descrever esses fendmenos.
No entanto, ha problemas em aberto que nao pos-
suem solucbes analiticas. Para contornar isso, muitos
pesquisadores desenvolveram algoritmos que buscam

Um dos principais objetivos da fisica é buscar
modelos que visam descrever diferentes tipos de
fendmenos fisicos, bem como, experimentos em la-
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resultados numéricos para modelar diferentes tipos
de problemas, das mais diferentes areas do conhe-
cimento. Dai surgem diferentes tipos de métodos
numéricos, da qual destacaremos o método de dife-
rencas finitas . Este método consiste em aproxi-
mar a derivada de uma func¢éo a partir de dois pontos
consecutivos. Logo, quanto menor for o espagamento
entre esses pontos, mais preciso este método se torna,
fazendo a solucdo numeérica convergir para a solugdo
analitica. No entanto, isso exige grande esfor¢co com-
putacional. Para ilustrar, considere um intervalo de
tempo de At = 1073s. Para determinar a posicao
de uma particula no instante de tempo t = 1s, pre-
cisariamos realizar mil calculos usando este método.
Porém, usando uma solucao analitica realizariamos
apenas um unico calculo para determinar a posi¢cao
dessa particula neste mesmo instante de tempo.

O objetivo principal desse artigo é proporcionar
aos leitores uma visdo do problema fisico além de
permitir a implementacao de métodos numéricos
aplicados a fisica de forma bastante simples. Neste
simulador buscamos ilustrar o comportamento das
variaveis de interesse, tais como: posicao, veloci-
dade, aceleracdo, energia cinética, energia potencial
e energia mecéanica ao longo do tempo.

Apresentaremos uma visao geral do problema a
ser resolvido e as abordagens mais simples serao
obtidas por simplificagoes deste problema. Sendo
assim, utilizaremos uma equacao que descreva um
oscilador harmonico amortecido sob a acdo de uma
forca externa. Uma simplificacdo deste problema,
consiste em assumir que ndao ha forgas externas
atuando no sistema, logo, recaimos num sistema
conhecido como oscilador harmonico amortecido,
que pode ser classificado em: superamortecido, cri-
ticamente amortecido e subamortecido sob certas
condi¢oes. Uma outra simplificacdo é assumirmos
que nao ha forcas dissipativas atuando no sistema,
o que resulta em um oscilador harmonico simples,
onde a energia do sistema é conservada.

Apesar do estudo de oscilagoes harmonicas se-
rem para fins de resolucdo de sistemas de fisica-
matematica, suas aplicagoes se estender a varias
areas do conhecimento, tais como, movimentos que
apresentam uma certa periodicidade ao longo do
tempo, bem como, o estudo de fendémenos de res-
sonancia em oscilagées de pontes, materiais, circuitos
elétricos entre outros.

Considere um bloco preso a uma mola que seja ca-
paz de executar um movimento harmoénico acoplado
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a uma haste em um meio viscoso, conforme ilustra
a Fig. 1. Este sistema, por sua vez, estd sob a acdo
de uma forca externa que pode variar em funcdo do
tempo. Sendo assim, para determinar os parametros
que descrevem este movimento, podemos fazer uso
da 2% let de Newton, tal que,

F =ma, (1)

onde F representa todas as forcas que atuam so-
bre o sistema e a é aceleracao adquirida pelo bloco
devido a agao dessas forcas. Para simplificar, nao
usaremos a notagdo vetorial para forca, aceleragao,
velocidade e posicdo, uma vez que, o movimento
ocorrera ao longo de uma tUnica dire¢cdo. Devido o
sistema ser constituido por varios tipos de forcas,
iremos descrever brevemente cada uma delas. Logo,
temos:

i) For¢a eldstica [Fy(t) = —kz(t)]: E um tipo de
forga que surge quando uma mola desloca-se
da posicao de equilibrio, onde k é a constante
eléstica da mola.

ii) Forca de resisténcia [Fre(t) = —bv(t)]: E um
tipo de forca que surge devido a resisténcia im-
posta pelo fluido ao movimento do bloco preso
a haste, que por sua vez, amortece o sistema e
converte a energia perdida pelo amortecimento
em calor, onde b é a constante de amorteci-
mento.

iii) For¢a externa [F(t)]: E um tipo de forca que
atua externo ao sistema, com o objetivo de mu-
dar as caracteristicas do mesmo. Desta forma,
esse tipo de forca pode apresentar compor-
tamentos distintos, ou seja, podem atuar de
forma constante sobre o sistema ou simples-
mente variar ao longo do tempo.

Com isso, usando a Eq. , podemos obter uma
equacao que descreve o comportamento desse bloco
ao longo do tempo, tal que,

F(t) — bv(t) — kx(t) = ma(t). (2)

Figura 1: Oscilador harménico amortecido for¢ado.

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0042



Silva e Helayél Neto

Usando a notagao de derivadas, onde a veloci-

dade v(t) = dfl(tt e a aceleracao seja dada por,
a(t) = %, temos,
d*x(t) dz(t)
= F(t).
72 +b o + kx(t) (t) (3)

A Eq. representa a formulacdo mais completa
para descrever esse tipo de sistema. Para simplificar
a abordagem que sera feita, dividiremos este sistema
em dois casos, segundo as técnicas utilizadas para
resolucao de equagdes diferenciais, qual seja

i) Oscilador harménico amortecido: Neste caso, a
forca externa que atua sobre o sistema é nula.
Com isso, temos uma equag¢do homogénea
dada por,

o an(t) L pdan(®)
dt? dt

+ kxp(t) = 0.

ii) Oscilador harménico amortecido for¢ado: Neste
caso, ha uma forca externa atuando no sistema
cuja equacao é dada por,

d?z,(t) dx,(t)
b p
Mg T

A solugao geral serd dada pela combinacdo da
solucdo homogénea xp,(t) mais a particular z,(t), tal
que

z(t) = wn(t) + zp(t).

2. Oscilador harmonico amortecido

Apresentaremos a solucéo para o caso do oscilador
harmoénico amortecido. Neste caso, ndao ha forgas ex-
ternas atuando sobre o sistema. Com isso, a equacao
é expressa da seguinte forma,

d2xh(t) bdajh(t)
dt? + dt
A técnica a ser utilizada para resolver essa equacao
diferencial, consiste em buscar uma funcio cuja
as derivadas sejam expressas pela propria funcao,
salvo de uma constante. Com isso, podemos des-
cartar funcbes cujas derivadas alterem a forma ou
o grau da funcéo, tais como, fungées polinomiais,
logaritmica entre outras. No entanto, ha funcoes que
satisfazem esse tipo de condicdo, tais como, fung¢Ges
trigonométricas e exponenciais entre outras. Neste
caso, usaremos funcbes exponenciais, dada por

+ k:Uh(t) = 0. (4)

1Onde € = cosf + isinf, onde i* = —1.
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zp(t) = Ae', (5)

onde A é o coeficiente da solucao que é obtido em
funcao da condigdo inicial do sistema, 7 a notacao
complexa associada a Fquac¢do de Eulerﬂ w é o
argumento da funcdo exponencial e ¢ é o instante de
tempo. Substituindo esta equacao na Eq. , vem

(mi*w? + biw + k)zp(t) = 0,

como x(t) é a solugado do sistema, logo, ndo pode
ser nula, pois recairiamos na solucao trivial. Desta
forma, o termo em parénteses tem que ser nulo, ou
seja,

— mw? + ibw + k =0, (6)

logo, temos uma equacao do 2° grau para w, cuja
solugdo é dada por

—ib £ vV —b? + dmk

—2m

(7)

Na Eq. , podemos simplificar o termo dentro
da raiz, de tal forma que, ao extrair a constante b,
devido ao sinal menos, ela vem na forma de notagao
complexa, ou seja,

w =

D .
w0 =
2m  2m

dmk

logo, temos dois valores de w distintos. Substituindo
esse resultado na Eq. , vem

l’h(t) _ Ae%rbrf(l—’_\/ 1_41777172k) + Be ;ﬁ: (1_ \/ 1_4:172k) ]
9)
Note que a notacdo complexa desaparece pelo fato
de i? = —1. A Eq. @) possui dois coeficientes a se-
rem determinados, logo, precisa de duas condicgbes a
serem impostas ao problema. Como o sistema evolui
no tempo, podemos utilizar condicées iniciais, tal
que

dx(t) ‘
dt li=0

$(t)‘ =z,

o= (10)

= ’UO

Agora faremos uma abordagem para verificar sob
quais condicbes a solugdo dada pela Eq. @ se com-
porta em funcdo dos pardmetros do problema, ou
seja, em funcao de b, m e k.
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2.1. Oscilador harmoénico superamortecido

Para este caso, como b? > 4mk, logo, a expressao
dentro da raiz da Eq. @D é positiva. Desta forma, a
solugcao nao muda, o que implica que

I’h(t) — Ae Eﬁf (1+\/ 1_4:17216) + Be%(l_ \/ 1_41’:172]6) )
(11)
Os coeficientes A e B, podem ser determinados
impondo as condicbes iniciais, dada pela Eq. .
Para simplificar a notacdo, definiremos

—b dmk
= dmk
wp =g (1-y1-

com isso, a Eq. fica

zp(t) = Ae™ 4 Be™?t, (12)

A velocidade e aceleracao do bloco poderao ser
obtidas a partir da derivada da Eq. .

2.2. Oscilador harmonico criticamente
amortecido

Para este caso, como b?> = 4mk, logo, temos duas
raizes reais e iguais. Neste caso, a Eq. @D torna-se,

xpi(t) = Ae" 2.

Sabemos que hé diferentes fungbes que podem ser
solucoes de uma equacao diferencial. Desta forma,
uma combinacao linear dessas funcées também serd
solucao. Devido a equac¢ao do oscilador harmonico
amortecido ser expresso por uma derivada de se-
gunda ordem, logo, possui duas condig¢oes iniciais,
conforme mostra a Eq. . Se olharmos a equacao
acima, verificaremos que ela s6 satisfaz uma dessas
condicoes. Entdo, podemos buscar uma nova funcao
que também seja solucdo da Eq. , ou seja,

_ bt
th(t) = Bte 2m )
onde uma combinagao linear dessas solucées também

sera solugdo,

2n(t) = (A+ Bt)e 2. (13)

Semelhante ao que foi feito anteriormente, os coe-
ficientes A e B podem ser determinados impondo as
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condigoes iniciais, dada pela Eq. . Para simplifi-
car a notagao, definiremos o pardmetro que indica
a frequéncia de amortecimento do movimento da
seguinte forma,

com isso, a Eq. fica

zp(t) = (A + Bt)e'. (14)

2.3. Oscilador harmonico subamortecido

Neste caso, como b?> < 4mk torna-se necessario fazer
algumas manipulacées algébricas devido o termo da
raiz da Eq. @D assumir valores negativos. Para con-
torna este problema, podemos fazer uso da notagao
complexa 7. Para simplificar a notag¢ao, usaremos
a definicao da frequéncia de amortecimento v e de-
finiremos a frequéncia angular w? = k/m, da qual

resulta
4mk 4m2w?
\/1 T \/1 R
—4m? b2 i
\/ (08— gom) =~ wh =92

Substituindo este resultado na Eq. @ e fazendo
algumas simplificacbes usando a equag¢do de Euler,
temos

zp(t) = AeV cos (/w2 — 2t) +
Be'sin (/w2 — ~2t).

Os coeficientes A e B, podem ser determinados
impondo as condi¢bes iniciais no problema. Para
simplificar a notagdo, definiremos

w = /w2 —~?

com isso, a Eq. fica

(15)

zp(t) = Ae coswt + Be' sin wt. (16)

Conforme mencionado anteriormente, a veloci-
dade e aceleracao serao obtidas a partir da derivada

da Eq. .
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2.4. Oscilador Harmoénico Simples

Neste caso, ndo ha amortecimento e a energia do
sistema é conservada. Como essa condi¢cdo é uma
simplificacdo do caso com amortecimento, entao, po-
demos obter os resultados a partir dos casos citados
anteriormente. Primeiramente, avaliaremos como a
Eq. @) se comporta para este caso. E facil verificar
que teremos divisdo por zero no termo dentro da
raiz, pois, neste caso b = 0. Logo, esta equagao,
na forma como esta escrita ndo permite obter uma
expressao simplificada para o nosso caso.

Para o caso superamortecido, dado pela Eq. ,
podemos notar que ndo hé nenhuma diferenca em
relacao a Eq. @ Logo, devemos descartar esta
condicao também. Para o caso criticamente amorte-
cido, a solucao dada pela Eq. representa uma
simplificacdo para resolucdo de equacoes diferenciais
com raizes iguais |2, que ndao é o nosso caso. Para
o caso subamortecido, a tinica consideragao feita na
Eq. @ é que o termo dentro da raiz é negativo. A
solucdo para este caso é dada pela Eq. . Para
este caso, onde nao ha amortecimento, temos que

v = 0. Desta forma, a Eq. fica,

xp(t) = Acoswyt + Bsinw,t. (17)

Podemos verificar se a energia do sistema é con-
servada. Para isso, precisamos calcular a taxa de va-
riacado da energia mecanica E(t) no tempo. Usando
a defini¢do de energia cinética E.(t) e energia po-
tencial Ep(t), vem

BL(t) = %mv(t)2 (18)
E(t) = %kx(t)? (19)
B(1) = E.(1) + By(t). (20)

Derivando a energia total do sistema em relagao
ao tempo, temos

Fo,
F,cosw't,

o /
F(t) = F,cos(w't + ¢) F, sinw't,

F,(cosw't £sinw't), se

Assim, podemos assumir que a solug¢do para o
caso particular seja
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dE(t) dEc(t) dEp(t)
. dt dt
v(t)(ma(t) + kx(t)), (21)

usando a Eq. , sem o termo de forga externa, vem
dE(t)
dt

integrando esta equacdo, temos que

= —bU(t)Q,

t
Et)=E,—b /O v(t)2dt, (22)
onde a integral quadratica da velocidade, representa
a taxa de dissipacao da energia em funcdo da veloci-
dade do bloco no tempo. Devido o termo quadratico
da velocidade, a integral serd sempre positiva, in-
dependente do valor da velocidade. Desta forma, a
energia mecanica E(t) sempre ird decrescer ao longo
do tempo. Como assumimos que nao ha amorteci-
mento, ou seja, b = 0. Logo, a energia em qualquer
instante de tempo serd igual a energia inicial do
sistema, tal que, E(t) = FE,.

3. Oscilador harmonico amortecido
forcado

Conforme foi mencionado anteriormente, este é o
caso mais geral para oscilagoes mecénicas, pois leva
em conta a agdo de forcas dissipativas, bem como,
forcas externas atuando no sistema, que é represen-
tado pela Eq. . Devido as solugoes para o caso
homogéneo terem sido obtidas previamente, focare-
mos nossa atengao na obtengao da solugao particular,
cuja solucao geral é dada pela combinacao das duas
solucoes.

Definiremos a forga externa F'(t) de modo a con-
templar os seguintes casos:

se w=0 e ¢=0
se w#0 e ¢=0
se w#0 e ¢=22
w#0 e ¢#ng,n=0,1,2,

(

z,(t) = Acosw't + Bsinuw't, (23)

onde temos,
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dx,(t _ _
xgt( ) = —w'Asinw't + w' B cosw't,
© 2
d?x,(t — _
dfz( ) = —w?Acosw't — w?Bsinuw't,

Substituindo a solu¢do para o caso particular e
suas derivadas na Eq. , resulta

—w?Acosw't — w?Bsinw't +
b — _
—(—w'Asinw't + w'Bcosw't) +
m
k — —
—(Acosw't + Bsinw't) =
m

F,
—Z(cosw't cos ¢ — sinw't sin ¢).
m

Usando as defini¢des de w?2 e v e comparando os
termos para cosw’t e sinw't, respectivamente, vem

_ — F
A(w? —w?) — 2yw'B = =2 cos ¢, (24)
m
¢ F
B(w? —w'?) + 2yw'A = ——Zsin ¢. (25)
m
Resolvendo esse sistema, temos
T_ Fy (wg—;z/2)co2$¢—2'yw/sin¢>7 (26)
m (w2 —w'?)? + 42w’
e
5 _F, 2yw'cosé + (w2 — w?)sin ¢ (27)

m (w2 —w?)2 + 47202

com isso, temos os coeficientes da solucdo particular,
dada pela Eq. . Agora, podemos combinar a
solucdo da equacao homogénea com a solucao da
equacao particular e obter assim a solugao geral do
oscilador mecéanico.

3.1. Oscilador harmoénico superamortecido
forcado

Para este caso, temos que b> > 4mk e F(t) # 0.
Combinando a solu¢do da homogénea mais a parti-
cular, temos

z(t) = Ae" + Be"?! + Acosw't + Bsinw't. (28)

Os coeficientes A e B serao obtidos impondo as
condic¢oes iniciais do problema, dada pela Eq. .
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Note que estamos mantendo a mesma notacao feita
anteriormente e os coeficientes A e B j4 foram ob-
tidos na solucao do caso particular. Impondo as
condigoes iniciais, temos

to=A+B+A
Vo = w1 A+ waB +w'B

Resolvendo este sistema e substituindo na equagao
acima, temos

(vo — W' B) — (1, — A)ws Junt

t) =
(t) pa— +
(.7}0 - A)wl - (Uo - ’LU/B) ewthr
w1 — w2
Acosw't + Bsinw't, (29)

onde esta equacao descreve o deslocamento do bloco
em funcado da forca de resisténcia do fluido e da
forga externa em funcdo do tempo. Analogamente,
podemos obter a velocidade v(t), derivando a Eq.

, da qual resulta,

(Vo — w'B) — (2, — A)wo

u(t) = wye”tt 4
w1 — w2

(zo — A)wi — (v, — w'B) woel'?t —
Wy — Wa

I A o / ) /
w'Asinw't + w'Bcosw't, (30)
com isso, temos uma expressa para a velocidade do
bloco no sistema. Desta forma, a aceleragao pela
qual esse sistema estd sujeito é dado por,

(vo — w'?) — (2o — A)wa o wit

t pr—
a(t) p— wiet’ +
(xo - A)wl — (Uo — w/B) w%€w2t _
w1 — w2

w?Acosw't —w?Bsinw't, (31)

As energias do sistema, tal como, a energia po-
tencial Ey(t) e cinética E.(t) podem ser obtidas em
funcao das Egs. e , respectivamente. Com-
binando ambas, temos a energia total do sistema. O
sistema retornaria para o estado de equilibrio sem
oscilar caso nao houvesse forcas externas atuando
no sistema. Logo, a acdo dessa forca ird mudar o
movimento do bloco.
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3.2. Oscilador harmonico criticamente
amortecido forcado

Neste caso, temos que b> = 4dmk e F(t) # 0. A
solugdo geral para este caso é

x(t) = (A+ Bt)e”t + Acosw't + Bsinw't. (32)

Impondo as condig¢bes iniciais, temos

To=A+A
vo=B+~yA+wB

Resolvendo este sistema e substituindo na Eq.

, temos

2(t) = (w0 = A)(1 = 7t) + (o — wB)t) "

+Acosw't + Bsinw't. (33)

A velocidade v(t) do bloco é dada por,

v(t) = ((vo — wB)(1 +7t) = (wo — A)7?1))

xet — w Asinw't + w'B cosw't, (34)

com isso, temos uma expressa para a velocidade do
bloco em func¢ao do tempo. Derivando a Eq. (34)),
temos que a aceleragdo é dada por,

a(t) = ((vo = wB)Y(2 +7t) — (20 — A7
x(1+ 7t)>67t —w?Acosw't

—w?Bsinw't. (35)
Vale ressaltar que apesar de simplificarmos o sis-
tema pelo fato de b?> = 4mk, isso nao que dizer que
o sistema nao esteja sujeito a acao de forgas dissi-
pativas, pelo contrario, esta condi¢ao faz com que
o sistema retorne mais rapidamente a condi¢ao de
equilibrio estavel. E possivel observar esse tipo de
sistema em portas de escritérios de empresas que
utilizam sistema de fechamento automatico.

e3310-7

3.3. Oscilador harmonico subamortecido
forcado

A solucdo geral para b? < 4mk e F(t) # 0 é dada
pela soma da solucdo homogénea e particular, qual
seja,

z(t) = AeM coswt + Be sinwt +

Acosw't + Bsinw't, (36)

onde as notacdes e defini¢oes sdo as mesmas feitas
anteriormente. Sendo assim, impondo as condi¢oes
iniciais, temos

o =A+A
Vo =vA+wB +uw'B

Resolvendo este sistema, e substituindo na
equagdo acima, temos

z(t) = (zo — A)e coswt +
(vo — W' B) — (1, — A)y
w
e sinwt + Acosw't + Bsinw't,

X

(37)

onde esta equagao descreve o deslocamento do bloco
que serda amortecido de forma mais lenta. Depen-
dendo da intensidade da forca externa, este sistema
pode ter amortecimento desprezado devido a agao
dessa forga. A velocidade v(t) pode ser obtida deri-

vando a Eq. , ou seja,

v(t) = (vo — w'B)e coswt +

(Uo — w/§)7 — (.%'0 - Z) (w2 + '72) %
w

eV sin wt — w'Asin w't + w'B cos w't,

(38)

com isso, é possivel expressar a velocidade do bloco
em funcao do tempo. Sendo assim, a aceleracao a(t)
¢é dada por,

a(t) = (29(vo = w'B) — (z, — A)(w? + 7)) x

e cos wt +

(v0 = B = w?) = 1o - W +77)

eV sinwt — w? A cosw't — w?Bsinw't,

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0042
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Apesar do sistema ser fracamente amortecido,
ele oscilard com frequéncia menor que o caso sem
amortecimento w < w, e sua amplitude decresce
exponencialmente no tempo, devido a frequéncia
de amortecimento . O movimento desse bloco serd
influenciada pela acdo da forca externa atuando no
sistema.

3.4. Oscilador Harménico Simples Forgado

Neste caso, temos que b = 0 e F(t) # 0. Espera-
se que por nao haver forcas de amortecimento, a
energia do sistema se conserve. A posi¢do do bloco
¢é dada pela combinag¢do da solu¢cdo homogénea e
particular, qual seja,

x(t) = Acoswyt + Bsinw,t +

Acosw't + Bsinw't. (40)

Os coeficientes A e B, podem ser determinados
impondo as condigbes iniciais no problema, tal que
o =A+A
Vo = wWoB +w'B

Resolvendo e substituindo na equacao acima, te-
mos

— —w'B
x(t) = (x, — A) coswyt + T2
Wo

Acosw't + Bsinw't, (41)

sinw,t +

onde esta equagao descreve o deslocamento do bloco
para o caso sem amortecimento. Devido a agdo da
forca externa, a amplitude do sistema pode ser alte-
rada em funcdo da intensidade dessa for¢a. Como
feito anteriormente, a velocidade v(t) pode ser ob-
tida derivando a equagao acima, da qual resulta,

v(t) = (vo — W' B) coswot — (zo — A)w, sin wyt —

w'Asinw't + w'B cosw't, (42)

com isso, é possivel expressar a velocidade do bloco
em fungao do tempo. Logo, a aceleracao a(t) é dada
por,

a(t) = —(zo — A)w? coswot — (vy —

w' B)w, sin wyt — w?A cosw't — w?Bsinw't. (43)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, €3310, 2016

Simulador de Oscilagbes Mecanicas

Os estudos sobre oscilagoes forcadas ganharam
grande interesse devido aos fendmenos de res-
sonancia, dos quais as amplitudes assumem valores
significativos resultando na destruicao de prédios e
pontes apds entrarem em ressondncia devido a agao
de forgas externas, tais como, ventos ou terremotos.
Esses fendmenos sao provenientes dos denominado-
res das Eqgs. e quando a frequéncia imposta
pela forca externa se aproxima consideravelmente
da frequéncia natural w’ ~ w,. Se analisarmos es-
sas equagoes, podemos notar que devido aos termos
quadraticos do denominador, mesmo para valores
de w' > w, e ¥ > 0, ndo teremos divisdo por
zero. No entanto, é possivel encontrar valores de
w' = w, + f(v,w,), que fagam com que esses deno-
minadores assumam valores préximos de zero. Para
isso, temos que

dA dB 0

dw' dw'
com isso, encontramos os valores de w’ para os quais,
as amplitudes do sistema sejam maximas resultando
em fendmenos de ressonancia.

Agora, verificaremos se a energia é conservada
para o caso de forcas externas atuando no sistema.
Combinando as Egs. e , temos que a taxa
de variacdo da energia total do sistema é,

dE(t)
dt

integrando esta equacao, vem

= F(t)u(t) — bu(t)?, (44)

B(t) :Eo+/0tF(t)v(t)dtb/otv(t)2dt, (45)

onde temos o termo que representa a taxa de
dissipacdo da energia em funcdo da velocidade
quadratica do bloco e o termo de fonte externa
que contribui para o aumento da energia no sistema.
Se assumirmos que nao ha forgas dissipativas no
sistema, podemos observar que a energia nao é con-
servada devido a forca externa. Com isso, energia
mecanica E(t) mudard ao longo do tempo. Logo,
mesmo que nao haja nenhuma forca dissipativa atu-
ando no sistema, isso nao quer dizer que a energia
do sistema se conserve. No entanto, pela Eq.
podemos obter uma relacdo que permita que a ener-
gia se conserve mesmo sob a agdo de forgas externas
e dissipativas, tal que,

F(t) = bu(t). (46)
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4. Solucao numérica do oscilador
harmoénico amortecido forcado

O método proposto para discretizar essa equacao
¢é conhecido como método de diferencas finitas, no
qual o intervalo de tempo proposto para a solucao
numérica implica em um At na ordem (107% a
1071s). A precisio do método estd diretamente rela-
cionado com o intervalo de tempo.

Para isso, usaremos o operador de diferencas
avancadas de primeira ordem, que visa aproximar
a derivada da velocidade em funcdo do tempo, a
partir de dois pontos consecutivos. Sendo assim, po-
demos reduzir a ordem da derivada da Eq. , de
2% ordem da posi¢do no tempo, para uma equacao
de 1* ordem para velocidade. Usando a defini¢cao
dos pardmetros w, e v, temos

do(t)
dt
Como podemos notar, a derivada da velocidade
pode ser representado por uma funcao que depende
da posicao, velocidade, forca e do tempo, isto é,

= Frg) + 290(t) — wx(t).

(47)

do(t)

dt
Através do método de diferencas finitas, podemos
calcular aproximadamente a derivada da velocidade
v(t) [3] no intervalo [¢, t + At] da seguinte maneira,

= f(x,v, F\t). (48)

do(t)  v(t+ At) —v(t)
dt At ’
onde aproxima a funcdo v(t) que passa pelos ins-
tantes ¢t e t + At, com um erro de truncamento na
ordem do intervalo de tempo, isto é, O(At). Por
isso, quando menor for o intervalo de tempo, con-
sequentemente, o erro sera menor possivel, fazendo
com que a solugdo numérica tenda a se aproximar
consideravelmente da solucao analitica. Porém, isso
requer um esforco computacional bastante significa-
tivo, dependendo da precisao desejada.
Simplificando a notacgéo, podemos definir v; =
v(t) e ver1 = v(t + At). Semelhantemente, temos
xy = z(t) e F; = F(t). Usando essas defini¢oes e
substituindo na Eq. , temos

(49)

Vi1 — v Iy 2
= 4 2y — wiay,
At m Yot o™t

resultando em
_ Ft 2
V41 = ’Ut(l + Q’YAt) + — At — wotht, (50)
m
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e3310-9

onde esta equacao permite calcular a velocidade a
cada intervalo de tempo em fun¢do dos parametros
do problema no instante anterior. Analogamente,
podemos determinar a posi¢cdo do bloco em funcao
da velocidade, tal que,

dz(t)  z(t+ At) — z(t)
t = =
olt) = =g At ’
logo, fazendo uso das notacoes definidas anterior-
mente, vem

(51)

onde a posicao do bloco sera calculada em funcao
de sua velocidade, dada pela Eq. (50)). Da mesma
forma, temos que a aceleracdo é dada por

Tiy1 = o + VAL,

_du(t)  v(t+ At) — (1)
o) =g = At ’

resultando em,

a; = Vi1 — Ut'
At

E facil notar que a Eq. representa a solucao
do oscilador harménico amortecido forcado para a
velocidade do bloco em funcéo do tempo. Através da
velocidade, podemos determinar a posicao usando a
Eq. e determinar a aceleracao em funcao da de-
rivada da velocidade usando apenas a aproximagao
por diferencas. Com isso, podemos determinar a
posicao, velocidade, aceleracao e energia usando o
método numérico de diferengas finitas. Conforme
definido anteriormente, as energias do sistema serao
obtidas pelas Eqs. , e . As simplificagbes
na solugdo numérica serdo expressas em funcao dos
dados do problema. Para ilustrar, para o caso em
que nao ha forcas dissipativas atuando no sistema,
temos que v = 0 na Eq. . Semelhantemente,
para o caso de nao haver forcas externas atuando
no sistema, implica que F; = 0. Como a posicao e
aceleracao sdo obtidas a partir da Eq. , logo,
serao influenciados por essas simplificagoes.

Para ilustrar, no instante t¢,, o bloco nao se des-
locou e esta localizada na posicao inicial z,. Como
o intervalo de tempo é nulo, logo, a velocidade tem
que ser a velocidade inicial v, do sistema. Visto isso,
cabe a pergunta: Qual é a aceleracao do sistema?
Segundo as solugoes analiticas para os diferentes
casos, assumindo que t, = 0, a aceleracdo nao é
nula. Isso pode ser observado pelas Egs. , ,
e . Este é o ponto em que a interpretacao
da solucdo analitica difere da solugdo numérica. Pela

(52)
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Eq. , a aceleracao é obtida pela taxa de variagao
da velocidade no tempo. Em ¢, essa variacao é nula,
logo, resultando numa aceleragao nula. Com isso,
podemos observar que a condigao inicial para ace-
leracdo do caso analitico difere do caso numérico.
No entanto, as energias do sistema por nao depen-
derem da aceleracdo permanecem iguais. Para 1, a
particula evoluiu no tempo em um intervalo At, tal
que, t1 = t, + At. Desta forma, sua velocidade v; é
obtido pela Eq. , a posicao x1 é calculada pela
Eq. e a aceleracao ag pela diferenca da veloci-
dade, dada pela Eq. . As energias do sistema
serdo calculadas em fun¢do da posicao e velocidade
do bloco. O intervalo de tempo pode ser computado
como t; = t, + i1At, com i=0,...,n.

5. Resultados

Apresentaremos os resultados obtidos pela solugio
analitica e compararemos com os resultados obtidos
pelo método numérico para validar a metodologia
implementada neste artigo.

O simulador de oscilacoes mecinicas foi desen-
volvido usando a plataforma microsoft visual studio
ultimate 2012 através da linguagem de programacao
visual basic.net [4]. O grande diferencial deste simu-
lador é que ele permite acompanhar as mudancas
nas variaveis de interesse ao longo do tempo através
da exibicao de dados na tela, bem como, através
da visualizacao grafica. A Fig. 2 mostra a tela do
simulador.

Como podemos observar, ha duas opgoes de
calculo usando solugdes analiticas e numéricas e
os dados do problema séo tais que, m (kg) é a massa
do bloco, k (N/m) é a constante elastica da mola,
b (kg/s) é a constante de amortecimento devido a
forca de resisténcia do fluido, ¢ (s) é o tempo de
simulagdo, At (s) o intervalo de tempo aplicado a
solucao numéricaﬂ zo (m) é a posigao inicial do
bloco, vy (m/s) é a velocidade inicial do bloco, Fy
(N) é a forga externa inicial que atua no sistema,
w' (rad/s) é a frequéncia angular e ¢ (rad/s) é o
angulo de fase inicial que é expresso por um angulo
multiplo de 7.

Dependendo das variaveis do problema, ou seja,
m, k,be F,, o tipo de sistema analisado serd exibido
no canto esquerdo inferior da tela do simulador. O
simulador permite escolher as varidveis de interesse

Simulador de Oscilagbes Mecanicas

a ser exibida graficamente, bem como, a op¢éo de in-
terromper e pausar a simulagdo. Dividas e sugestoes
podem ser encaminhadas para o email de contato
que é exibido no canto direito inferior do simulador,
passando o mouse sobre projeto fisica para todos.
As equagOes obtidas neste artigo estdo presen-
tes em varias literaturas que abordam oscilacoes
mecéanicas [5,/6]. Para ilustrar, considere um osci-
lador harmonico simple forcado e que o dngulo de
fase ¢ = 0. Isto implica que, pela Eq. , temos
que B = 0. Impondo as condicdes iniciais, tais que,
o bloco esteja na origem e em repouso em t = 0, a

Eq. fica,

F, cosw't — cosw,t
l‘(t) = D) 9 )
m w2 —w

(53)

onde estd equagdo estd de acordo com a literatura [5].
Podemos observar que para w’ ~ w,, teremos uma
indeterminacdo na Eq. . Para contornar isso,
podemos usar a regra de ’Hoépital 7], isto é, deri-
vando o numerador e denominador em relagdao w’.
Aplicando o limite quando w’ — w,, temos,

£(t) = 20

= 54
2mw, (54)

tsin w,t.

A Fig. 3 mostra os resultados obtidos pela Eq.
para w’ ~ w,. Como podemos observar, o des-
locamento do bloco cresce em funcao do tempo
contribuindo para o aumento da energia total do
sistema. Graficamente ¢é facil verificar quando um
sistema evolui para um fenémeno de ressonancia,
basta apenas monitorar sua amplitude de oscilagao.
Se essa amplitude cresce em funcao do tempo, esse
sistema entrarda em colapso.

Os fenémenos de ressonédncia estdo diretamente re-
lacionados a agao da forca externa, ou seja, relaciona-
dos a solucgao particular do oscilador harmoénico. Na
literatura [6], encontramos apenas uma frequéncia de
ressonancia, dada por w, = /w2 — 272 que permite
o coeficiente da solucao particular assumir valores
maximos. Neste caso, a solucdo é dada por,

_F, cos(w't — 9)
xp(t) - E ' \/(/wg — ’U)/2)2 T 4’)/211),27

(55)

onde o angulo de fase § = arctan %ﬁ”fg
A solugdo particular apresentagla neste artigo,
dada pela Eq. , pode ser escrita na mesma forma

2Apesar da solucio analitica ndo depender desta varidvel, recomenda-se que utilize um passo At = 10" para visualizagdo
grafica do oscilador. O intervalo de tempo para solucdo numérica é da ordem de At = 107* 4 107 1.
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Oscilador Harménico Mecanico ﬂ
Oscilador Harmonico Simples - Amortecido - For¢ado A
Tipo de Solugdo
—x(t) Condiggo Inicial:
- : Eg | Analitico I | Numérico | o I: n
Dados de simulagdo: vo: m/s
m: [7‘ Ko Forca Bxtema:
k: N/m Fo: [ | N
be | | Kass we Rad/s
t: l ‘ s $: [ F
st | . i
Resultados
x(t)= Ep(t)=
v(t)= Ec(t)=
a(t)= Em(t)=
Tempo de execugdo :
Tipo de sistema analisado : Projeto Fisica para Todos
Figura 2: Simulador de oscilagdes mecanicas.
Oscilador Harménico Mecanico = |
Oscilador Harmonico Simples - Amortecido - Forcado
Tipo de Solugdo
60 —_—x 1) Condiggo Inicial:
/ v Analitico Numérico
A ;‘\ —a(l) | | | | xo: (0.0 m
40 Dados de simulacdo: vo: |00 m/s
m: ‘05 ‘ Kg Forga BExema:
® k: 20 | Nm Fo:[to N
br 00 | Kess w:[198 | Radss
0 e s b *
At: |01 s
20 I
250 — Ecl)
-40 Ep(t)
— Em()
60
14 19 24 29
Resultados
x(t)=-0.1463 m Ep(t)=00216 j
v(t)=-295554 m/s Ec(t)=218.3804 j
a(t)=-1.3286 m/s2 Em (t)=218.4020 j
Tempo de execugdo = 30.0001 s
Tipo de sistema analisado : Oscilador haménico simples forgado Projeto Fisica para Todos

Figura 3: Ressonancia para oscilacdes simples e forcada.
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da Eq. (b5]). Para isso, basta assumir que ¢ =0 e
definir as relag¢oes trigonométricas,

w2 — w'
cosd = °
VWZ = w?)? + 4722
sind = — 2yw’

\/(wg _ w/2)2 + 47210/2'

A raz@o de nao usarmos essas definigdes [5,|6] é
que ela nos limita a encontra apenas uma condi¢ao
para frequéncia de ressonancia w,. Agora, usando a
solucao particular dada pela Eq. , cujos coefi-
cientes sao dados pelas Eqgs. e , 0s pontos
de méximos, por exemplo para A, resulta num po-
linémio de grau 5, dado por,

Aw'® + Buw™ + Cw”™ + Dw? + Ew' + F =0, (56)

onde A = cos¢, B = 3ysing, C = —2w?cos ¢,
D = 2ysin ¢(2v% — w?), E = w? cos p(w? — 4+?) e
F = —yw?sin¢. As raizes desse polinémio resul-
taram em cinco condi¢bes das quais o coeficiente
A assume valores méximoﬂ Analogamente, pode-
mos proceder da mesma forma para B. Os valo-
res maximos desses coeficientes podem resultar em
fenébmenos de ressonancia desde que ultrapassem os
limites estabelecidos pelo sistema analisado. Outro
ponto importante a destacar é que as raizes da Eq.
estao diretamente relacionados com o angulo de
fase ¢ da forca externa. Para ilustrar consideremos
0s seguintes casos:

i) F(t) = F, cos(w't): Neste caso, temos que ¢ = 0.
Logo, a Eq. fica,

w’ — 2w 4+ w2(w? — 44*)w’ =0,
cujas raizes sao: [0, £v/w2 + 2yw,,
/w2 — 2yw,).

ii) F(t) = F,sin(w't): Neste caso, temos que
¢ = 37“ Com isso, a Eq. fica,
—3yw't — 2v(29% — w?)w'? + ywt =0,
cujas raizes sdo:
[£11/302 — 692+ 6y/w] — 72w + 11,
+ %\/3103 — 672 — 6/wi — w2 + 1]

Simulador de Oscilagbes Mecanicas

E fcil verificar que as raizes de w’' que permitem
o coeficiente A assumir valores maximos para ¢ = 0,
correspondem as mesmas raizes que permitem o co-
eficiente B assumir valores maximos para ¢ = 37“ e
vice-versa.

A Fig. 4 mostra os resultados para o oscilador
harmoénico subamortecido for¢cado para diferentes
frequéncias de ressonancia obtidas acima em funcao
do dngulo de fase ¢. Os dados usados nesse teste fo-
ram: m = 2kg, k = 10N/m, b = 1.5kg/s, F, = 10N
e , = v, = 0. Como podemos observar, as amplitu-
des de oscilagbes sao diferentes para cada frequéncia
de ressonancia associada as raizes da Eq. . Note
que nao ha a possibilidade de generalizar esses re-
sultados, uma vez que, o grau do polinémio da Eq.
muda em funcao do angulo de fase ¢ associado
a forca externa. As raizes w, obtidas pela Eq. ,
mesmo para ¢ = 0, diferem da frequéncia de res-
sonancia w, da literatura. Isso ocorre porque parte
do coeficiente da Eq. estd oculto no angulo de
fase § da solugao particular.

| ——w'=0 ¢=0 —— w'=2.5840 ¢=0

T——w=1.8229 ¢=0
T

—— W'=2.2046 ¢=372

0 5 10 15 20

Figura 4: Posic3o do bloco para diferentes frequéncias de
ressonancia.

Outro ponto importante a destacar é que esse sis-
tema oscilaria com amplitude decrescente no tempo
até atingir o repouso devido as forcas dissipativas. A
Fig. 4 mostra que a amplitude de oscilagao crescer
até atingir seu valor maximo. Isso ocorre porque a
forga externa supera a forga dissipativa e o sistema
passa a oscilar com amplitude méxima para t > 10s.
Retomemos a nossa atengao na validagao do método
numérico implementado neste artigo. Para isso,
apresentaremos os resultados obtidos pela solucao

3Vale ressaltar que a condicdo para obtencio de pontos de maximos é a mesma para pontos de minimos, isto é, que sua derivada

seja nula.
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analitica e compararemos com os resultados obtidos
numericamente para diferentes intervalos de tempo,
visando mostrar sob quais condi¢des o método de
diferencas finitas deve ser aplicado. As Tabelas[I]e
mostram as comparacoes dos resultados obtidos
pela solucdo analitica e numérica para dois casos
distintos e diferentes intervalos de tempo, bem como,
o erro relativo percentual que é dado por,

Erro(%) =

\L“ — i (57)

R,

onde R, e R, representam, respectivamente, os re-

‘ x 100%,

sultados analiticos e numéricos.

Como podemos observar nos resultados mostrados
nas Tabelas 1 e 2, 0 método de diferencas finitas se
torna preciso quanto menor for o intervalo de tempo
At. Isso pode ser verificado, a partir dos erros rela-
tivos percentuais apresentados nessas tabelas.

6. Conclusoes

Usando o método de diferencas finitas obtivemos trés
equagoes que contemplam todos os casos citados an-
teriormente, tais como: oscilador harmoénico simples
for¢ado, oscilador harmonico amortecido (subamor-
tecido, criticamente amortecido e superamortecido)
forcado, dos quais, geraram varias equacoes para
cada caso resolvido analiticamente. Um outro ponto
a destacar em relagdo ao método de diferencas finitas
é que nem sempre é possivel obter solugoes analiticas
e quando isso é possivel, geralmente é feito algu-

e3310-13

mas aproximagcoes para simplificar o problema em
questao. Logo, devemos destacar que o mesmo nao
ocorre para solugdes numéricas. Neste artigo, busca-
mos mostrar uma implementacao bastante simples
de um método numérico visando resolver problemas
aplicados a fisica. Usando o método de diferencas fi-
nitas podemos obter resultados mais precisos usando
intervalo de tempo menores, tal como, At < 107 °s,
ou podemos usar outros métodos de solugao, tal
como, Crank-Nicholson, Runge-Kutta [8] entre ou-
tros.

O objetivo desse artigo foi mostrar uma fisica bas-
tante simples e as possiveis abordagens ao resol-
ver esse tipo de problema. O simulador de os-
cilagOes mecanicas visa mostrar o comportamento
das varidveis de interesse sem a necessidade de resol-
ver nenhuma equacao. Pela andlise de dados gerados
na tela do simulador, bem como, pela visualizacao
grafica é possivel verificar, por exemplo, sob quais
condicoes a energia do sistema é conservada. Um
mito, leva muitos leitores a acharem que a energia
do sistema s6 é conservada quando nao hé forcgas
dissipativas atuando sobre ele. Pela simulacao para
o caso de forcas dissipativas nulas e forcas externas
diferente de zero, é possivel observar que a ener-
gia do sistema nao é conservada. Isso despertard o
interesse em descobrir o porqué que isso acontece.
Sendo assim, o interesse em buscar uma formulagao
que justifique tal fato, despertara seu interesse em
fisica. Esse é um dos objetivos desse artigo.

Tabela 1: Resultados para oscilador harménico subamortecido - At = 1073

Tempo (s)  za(t)'m) x.(tf(m) Erro(%) wa(t)(m/s) wva(t)(m/s) Erro(%)
1 -2.3393 -2.3559 0.7 35.5593 35.9231 1.0
3 3.8593 3.9659 2.76 -18.2389 -18.8362 3.27
5 -3.5154 -3.6839 4.79 5.6029 6.0310 7.64
8 -0.8458 -0.8930 5.58 8.3696 9.1038 8.77
10 1.0788 1.1840 9.75 -3.8766 -4.3270 11.62

m = 5kg,k = 100N/m,b = 2kg/s,xo = 10m,v, =0
4 Analitico ®Numérico

Tabela 2: Resultados para oscilador harménico simples forcado - At = 10™%

Tempo (s)  xzq(t)(m) zn(t)(m) Erro(%) wve(t)(m/s) wvn(t)(m/s) Erro(%)
1 0.4590 0.4590 0 0.0520 0.0522 0.38
5 -1.2593 -1.2596 0.024 -4.5759 -4.5788 0.063
10 4.3528 4.3280 0.57 5.3974 5.4872 1.66
20 8.6129 8.4154 2.29 -9.6215 -10.3918 8.0

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0042

m = 0.5kg,k = 2N/m,zo = vo = 0, F5 = IN,w’ = 1.98rad/s,¢ =0
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