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Este trabalho tem como objetivo introduzir a interpretagao variacional de Schwinger ao fenémeno
de Casimir, associada & construcao de uma dindmica quantica que descreva efetivamente a interagao
entre objetos macroscépicos (2 fontes) do ponto de vista de uma teoria de espalhamento (Matriz-S),
utilizando como guia fenomenoldgico a interacdo entre meios materiais. Com este intuito estudaremos a
imposi¢ao de condigdes de contorno no campo escalar real de Klein-Gordon-Fock ndo massivo em (1+1)
dimensdes no formalismo de operadores e no formalismo funcional. Tendo elucidado o método funcional,
abordaremos o problema utilizando a leitura de Schwinger.
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The aim of this work is to introduce the Schwinger interpretation to the Casimir phenomenon,
associated with the construction of a quantum dynamics which effectively describes the interaction
between macroscopic objects (sources) from the point of view of a scattering theory (S-Matrix) using as
guide the phenomenological interaction in material means. With this intention let’s study the imposition
of bondary conditions to the real non-massive Klein-Gordon-Fock field in (1+1) dimensions in the
operatorial formalism and in the funcional formalism. Once elucidated the functional method, we
approach the problem using the Schwinger reading.
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1. Introducao ao fené6meno

Em meados de 1948, apds ter investigado os efeitos
associados a forga de London-van der Waals [1] na
explicacao da estabilidade de grande agregados de
atomos ou suspensoes, o fisico Holandés Hendrik Ca-
simir do Laboratério de Pesquisa Phillips previu que
duas placas metalicas paralelas descarregadas estao
sujeitas a uma forca tendente a aproximaé-las [2,3].
O interessante é que essa previsao foi consequéncia
de discussdes com o fisico Niels Bohr que havia
feito uma observacgao de que os trabalhos de Casi-
mir associados a modificacdo dos modos do campo
eletromagnético devido as condi¢bes de contorno,
pareciam estar ligados a energia de ponto zero ou
melhor a energia de vacuo. Essa era a pista que Ca-
simir tanto procurava para encontrar um argumento
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fisico simples que complementasse a estrutura ma-
temadtica ja obtida. Essa forca somente é mensurdvel
quando a distdncia entre as duas placas é extrema-
mente pequena, da ordem de 1pym. O efeito poderia
ser interpretado pelo fato do espago vazio ter flu-
tuacodes do vacuo devido ao principio da incerteza
de Heisenberg.

A fenomenologia associada a algebra dos opera-
dores de criacdo e destruicao nos levaria a concluir
que a forca de Casimir estaria associada a criagao
e destruicao de particulas virtuais nao satisfazendo
o principio da conservacgao de energia e momento.
Histéricamente, esse fato levou a uma discussdo em
termos de uma pressao virtual, pois o espaco entre
as duas placas restringe o alcance dos comprimen-
tos de onda possiveis para as particulas virtuais de
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tal forma que poucas delas estdo presentes entre as
placas. Como resultado, hd uma menor densidade
de energia entre as duas placas do que no espago
fora dessa regidao. Em esséncia, ha mais particulas
virtuais fora do que dentro da regido entre as placas,
criando uma diferenca de presséo e, consequente-
mente, uma for¢a. Um efeito analogo foi observado
por marinheiros franceses no século XVIII. No caso,
dois navios balancam de um lado a outro com for-
tes marés e ventos fracos. Os navios se aproximam
devido a interferéncia destrutiva entre os navios eli-
minar a maré nessa regiao. O mar calmo entre os
navios tem uma densidade de energia menor que a
maré de cada lado dos navios criando uma pressao
que pode empurrar os navios para mais perto [4].
Porém, sabemos hoje em dia que a dicussdo em ter-
mos de uma pressdo é equivocada devido ao fato de
existirem condigbes de contornos como, por exemplo,
o de placas mistas (uma placa condutora e outra
infinitamente permeével), que nos dao uma forga
repulsiva com modos do campo discretizados entre
as placas. Novamente, ao se estudar o efeito Casimir
em uma linguagem funcional e aplicarmos a feno-
menologia de particulas de Stueckelberg-Feynmann
perceberiamos que a forga de Casimir estaria associ-
ada as fungoes de Green avaliadas no mesmo ponto,
diagrama bolha. Na representacdo de coordenadas
teriamos a criacdo e destruicdo de uma particula
no mesmo ponto do espaco e na representacao de
momentos essa criagdo e destruicao de particula te-
ria momento e energia arbitrarios, sendo, portanto,
virtual. Pois bem, em Teoria Quéntica de Campos a
interacdo é dada por uma hamiltoniana de interagao
com ordenamento normal, : H;,; :, onde o vacuo nao
possui uma dindmica virtual. Sendo assim uma per-
gunta natural seria como implementar uma leitura
da interacdo entre as placas, anteriormente dadas
em termos das condigbes de contorno, em termos de
uma dindmica quéantica de campos real.

O efeito Casimir foi observado experimentalmente
em 1997 por Lamoreaux [5] do Laboratério Nacio-
nal de Los Alamos e colaboradores, apesar de Spar-
naay [6] ter demonstrado experimentalmente apenas
a existéncia do efeito atrativo. Na pratica, em vez
de usar duas placas paralelas que requeriria um
alinhamento perfeitamente acurado, o experimento
de Lamoreaux usa uma placa plana e outra placa
que é parte de uma esfera com um grande raio de
curvatura. Vemos também que no procedimento ex-
perimental a balanca de tor¢ao é reformulada com
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dispositivos eletronicos a fim de abarcar a precisao
necessaria nas medidas experimentais. Porém, du-
rante os tltimos 15 anos o efeito Casimir foi medido
com grande precisdo por Mohideen e Decca |[7].

O experimento de Mohideen e Decca demonstra o
contra-intuitivo fendmeno quantico de que o vacuo
de fato tem uma energia associada a ele, a energia
de ponto zero, apesar de o vacuo ndo possuir uma
dindmica real, mas sim virtual. O estudo de cam-
pos eletromagnéticos em meios materiais atribuido
a Lifshitz [8] abriu as portas para uma nova in-
terpretacdo ao fenémeno. Nessa interpretacao do
fenémeno, a forca de Casimir estd associada a uma
interacdo efetiva entre correntes no contexto de Ele-
trodindmica Quéntica, pois as placas tém como es-
trutura microscépica distribuicées probabilisticas de
cargas que em média sdo nulas, sdo meios materiais.
A formulagdo microscépica do problema de interagao
basea-se no estudo e solugao das equagoes de Heisen-
berg em meios materiais. Macroscopicamente, essas
correntes randomicas dao origem a forcas retarda-
das de van der Waals [9-12]. Schwinger inspirou-se,
fenomenologicamente, na interacdo entre meios ma-
teriais para construir uma interpretacao funcional
para o efeito Casimir (Teoria das Fontes) [13], cons-
truindo uma dindmica de correntes (2 fontes) que
representa efetivamente a interacao entre as placas
condutoras do ponto de vista de um método variaci-
onal em teoria de espalhamento (Matriz-S). A busca
por uma dindmica quantica de campos que descreva
efetivamente a forca de Casimir também pode ser
vista em [14-16], em que vemos a condicao de con-
torno (Dirichlet) sendo moldada em termos de uma
lagrangiana de intera¢do com campos externos. Em
suma, procuramos uma dinadmica para a teoria mi-
croscopica fenomenoldgicamente estudando a fisica
da interacdo em meios materiais e, posteriormente,
descrevemos a teoria macroscopica efetivamente.

Considerando a extensa literatura e suas
aplicacoes [17H23|, explicitaremos e comentaremos
alguns tépicos. Podemos implementar outros tipos
de condigbes de contorno menos idealizadas no pro-
blema para possivelmente descrever uma situacgao
real como superficies permedveis, dielétricas e com
rugosidade. Também podemos estudar o problema
em varias configuragoes de borda como superficies
cilindricas e esféricas, encontrando assim a influéncia
de efeitos de tamanho, topologia e geometria da
borda sobre a forca de Casimir. Outro exemplo ¢ a
influéncia do movimento da condi¢ao de contorno
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sobre a energia de Casimir e a criacdo de fétons
do vacuo andlogo ao efeito que acontece quando
aplicamos um campo externo [25]. E possivel en-
contrar correcoes no espectro de um atomo quando
este esta entre duas placas condutoras perfeitas. En-
contramos também efeitos associados a variacdo da
velocidade da luz quando esta se propaga entre as
duas placas condutoras perfeitas conhecida como
efeito Scharnhorst [26]. Na eletrodinamica genera-
lizada de Podolsky [27] também vemos o célculo
de corregoes ao efeito Casimir e, assim, se sucede a
vasta possibilidade de se explorar o fenémeno.

2. O Efeito Casimir no formalismo de
operadores

Com o objetivo de simplificar o problema, conside-
remos um campo relativistico livre de massa nula
em (1+1) dimensées. O movimento deste campo é
governado pela equacao de Einsteirﬂ

E? = p?. (1)

Tendo em vista o principio da correspondéncia

.0
E%Za
.0
p—>—za—x. (2)

a equagdo que descreve esse campo € a seguinte

2 2
= o Jo(t) = 0 Q@

onde o campo em questdo é conhecido como campo
escalar de Klein-Gordon-Fock (KGF).

Supondo que exista um objeto fisico que anule o
campo em determinados pontos do espago-tempo
passaremos a impor as condi¢bes de contorno, ou
melhor, escolheremos a topologia

¢(t,0) = 0= ¢(t,a). (4)

Essas condic¢bes de contorno sdo uma idealizacdo do
plano condutor perfeito.

Observando que a equagdo que descreve as propri-
edades do campo é uma equacgdo de onda, podemos
utilizar o método de separacao de varidveis para
resolver a equagao diferencial parcial

o(t,x) =T(t) X (x) (5)
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e conseqlientemente temos a seguinte solucao

o(t, ) = e“tsen(kz) (6)

onde w = *k.
Utilizando as condigbes de contorno encontramos
que
nmw

kp=—, =1,2,3,.. 7
T 7

Portanto, concluimos que o espectro de energia
(frequéncia) do campo entre as placas é discreto
Ep =k =wy = = (8)
a
Como a equagao de onda é linear, a solucao ge-
ral do nosso problema é dada por uma combinagao
linear

o(x,t) = i le=“ntsen(kpz)a
n=1
te“rtsen(kyz)a™ ). 9)

onde a~ é o coeficiente associado a frequéncia po-
sitiva e at é o coeficiete associado & frequéncia
negativa. Por simplicidade, impomos que o campo
escalar seja real

(@ ) =a". (10)

Agora, para quantizarmos o campo, elevamos os
coeficientes da expansdo anterior em nivel de opera-
dores

a g, — an

at, — d;

(11)

oo
b(x,t) = Z e ntsen(knx)an, + et sen(knx)al)
n=1

(12)
e interpretamos a,, como operador de destruicao e
al como operador de criacdo, satisfazendo as pro-
priedades

[dna &L/] = i(sn,n’a [&na &n’] =0, [aiw diﬁ] =0

i |0) = 0. (13)

Para encontrar a energia desse sistema fisico basta
escrevermos a Hamiltoniana

oL

H=1rp—L, WZ%’

!Estamos trabalhando no sistema natural de unidades em que ¢ = 1 = A.
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£ = §[0u00"6] = 5[(00)° — ()]

H = 5[0 + (0.0 (14)

e quantizar

Mo H =S[00 + (0.9)7)
— 1 = s —iwnt A
=3 [nzzjl iwn (e sen(kpx)an,

—e“ntsen(kyx)al))?

1 & :
+5 [nZ:l kn(e” "t cos(ky)ay,

+entcos(kpa)al)]?. (15)

Dando continuidade, podemos definir a energia
de ponto zero, E'r, ou energia de vacuo entre as
duas placas como Send(ﬂ

[ 017w [0) do
0
1 17—
n=1 n=1

que é, nada mais nada menos, que uma soma So-
bre todas as possibilidades do espectro da particula
entre as placas a menos de um fator % Esse fator
advém do fato do campo escalar representar um con-
junto infinito de osciladores harménicos, em cada
ponto do espago temos vibragoes de um oscilador
harmonico. Ao interpretarmos o problema, obser-
vando o espectro discreto, vemos uma analogia com
Planck e seu estudo sobre cavidades e radiacao de
corpo negro. Os processos que contribuem para a
energia de vacuo sao aqueles os quais a particula é
criada e destruida instantaneamente com uma dada
energia e momento, o que nao satisfaz o principio
da conservacao de energia-momento, logo, sdo ditos
processos virtuais.

Como podemos ver a equagao anterior é diver-
gente. Com a finalidade de separar a divergéncia
da equagao anterior utilizaremos um procedimento
chamado regularizacao

E'r =

(16)

i

juntamente com o fato de apenas os termos a,a/, contribuirem para o mesmo, devido as propriedades em (
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(o]
™ . _5
—lzm(;_mg ne "
2a o

T . d = —on
= —%lzmgﬁg%ngle . (17)

Este procedimento revela que a altas energias o
plano condutor perfeito passa a ser transparent
ou seja, o procedimento tem um significado fisico e
nao depende da funcdo reguladora. Estamos lidando
com uma série geométrica de razio ¢ = e 9 e desse
modo

d -0
E'r = — “limsovr {e} =

2a dé [(1—e9)
T d 1

Como ¢ é uma quantidade pequena,

d[ 1 } B e -1

doL(ed=1)] (2 =1)2  4fsenh($)]2

Nt S

ARl P+ P

~r L 1 2

= 21 + O(6%)] (19)
Portanto,

1~ T _i i 2
Ep= Qa[ 52 + 5 + O(67)]. (20)

Por outro lado, quando afastamos infinitamente
as placas, podemos tomar o limite do espectro de
energia para o continuo e definir a energia entre as
placas nessa configuracdo, E%7, como send(ﬁ

E*r = /w(n)dn - ndn. (21)
2a Jo
Sendo assim,
E%p = —llimg 4 /OO e ndn = (22)
2a ~045 Jo 2a62"

Como um sistema fisico sempre vai para sua con-
figuracdo de menor energia, a diferenca de energia

2Para simplificar o valor médio no vicuo da densidade de energia, (0| H(z) |0), utilizamos a relacio de derséo wn = kn
13)

30bserva-se que para um dado § infinitesimal, frequéncias muito altas, wy, > w1, contribuem muito pouco em ((17)) devido &

exponencial negativa.

4A justificativa rigorosa do limite adequado para o continuo baseia-se na quantizacio do campo escalar livre de KGF em uma

caixa suficientemente grande [24].
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entre as duas configuracoes das placas é interpretada
como o trabalho necessario para separa-las,
T

_ 1 2 _ply_ T
AFE = llmgﬁo(E T E T) 24CL. (23)
Neste caso a forca entre as duas placas é dada por
d s
Fo=—AFE=——. 24
“~ da 2402 (24)

Trabalhamos no sistema natural de unidades onde
h =1ec=1.Paraescrevermos a for¢a no sistema in-
ternacional de unidades, devemos utilizar um pouco
de algebra

[A]*.[e]?.[Fe]” = [F] (25)
onde
[A] = [FI[L][T]
_
[C] - [ ]
[Fo] = (26)
[L]*

De imediato concluimos que a forga de Casimir é

dada por
poe Lap_ e
da 2402
Observa-se que a dependéncia em & é uma evidéncia
de que o fendmeno ao qual estamos explorando é
inteiramente quantico e nido existe analogo cléassico.
E, também, a dependéncia em c evidencia o cardter

relativistico.

(27)

3. O efeito Casimir no formalismo
funcional

Agora construiremos a linguagem funcional ne-
cessaria para abordar o efeito Casimir [28]. Esta
construgdo serd importante para implementar poste-
riormente a Leitura de Schwinger, pois ganharemos
familiaridade com as fontes e as fun¢oes de Green
(propagadores).

3.1. O Propagador livre

O modelo de Klein-Gordon-Fock nao massivo em
(141) dimensdes é descrito pela seguinte lagrange-
ana

L= % 1,001+ J . (28)

No intuito de implementar uma linguagem
quéntica, escrevemos o funcional gerador da teo-
ria

Z = /D¢exp[i5]
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= /D¢exp[i/d2xﬁ].

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss junta-
mente com o fato do campo ¢ se anular nas bordas
do espaco-tempo, concluimos que

[ d00,60%0 = [ dal-600 +0,(60"9)), (30)

(29)

Z = /D¢>exp {—i/d%[;qﬂtb - J¢]},
0 = 8,0". (31)

Como estamos integrando sobre todas as confi-
guracoes de campo possiveis, podemos fazer uma
translagdo no campo ¢ (variavel de integragao). Por
conveniéncia fazemos

6o+ [ EyD@y) ). (32)

em que a fungdo D(z,z") ou propagador denota a
inversa do operador diferencial [J no seguinte sen-
tido:

OD(e,y) = (@ — y). (33)
Neste caso, temos que
[ @i+ [ @uD.)Iw)
O+ [ dyD(a.y)J(v))
I+ [ @Dy i@ (3

Portanto, apds algumas integrais por partes jun-
tamente com o fato do jacobiano da transformacao
ser unitario, concluimos que o funcional gerador é
dado por

ZlJ] = Nexp{;/d2xd2yJ(x)D(:z,y)J(y)}

/ Déexp {—; / d%gﬁDqﬁ} .

Por fim, para encontrar o propagador proporemos
o seguinte ansatz

N = (35)

dQ
D(z,y) = / (277];2 D(p) exp [—ip(x - y)} (36)
A equagdo anterior e nos conduz a identidade

p’D(p) = -1 (37)

e, sendo assim, o propagador do campo escalar é

Da) =~ [ 22, L[ -inta |- 9
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3.2. O Propagador na presencga de condi¢oes de contorno

Agora precisamos implementar as condi¢oes de contorno no contexto estudado. Para isso, diremos que o
campo se anule em 2 pontos distintos do espago—tempﬂ xH = (:n”,x 1)

<b(x||,xj_ = ak) = 0, k= 1,2. (39)

Neste caso, essas condi¢des de contorno podem ser implementadas no funcional gerador por meio de
deltas funcionais

1
Ze= | DO dd(xy,x1)| Jexpd —i [ d*x[z¢0¢ — J)] ;. (40)
[ poTTtetan o] o {~s [ atyo0s - i}

As deltas funcionais acima tém a representacao funcional de Fourier dada por

5[¢($||,:BJ_) ak] = /DBk exp[—i/dQ:U(S(xJ_ — ak)Bk(Jc”)qﬁ(:r”,xL)] (41)
e, sendo assim
7z, = /D¢/H DBy exp {—i / dzx[%qﬂ(ﬁ +3 " 8(2s — ag) Bilz () — J¢]} . (42)
k k

Com o intuito de desacoplar B e ¢, faremos a seguinte translagdo de campos na equacao anterior
6= 0= [ dydly. — a)Buly)Dly.x). (43)
k

Neste caso

1 1
/d2x§¢D¢ — /d2m§¢D¢ - Xk: / d*26(x 1 — ag)Br(z))d(x)+

4% Z/d2$d2y5(9& — ay) Bi(z)) D(z,y) Bi(y))d(yL — ar), (44)
k,l
/d2x25(xj_ — ak)Bk(w”)gb(a:) — Z/dQZ’(S(J}J_ — ak)Bk($||)¢($)+
k k
=5 [ Py — ) Bl D, ) Bily)(ys — ), (15)
k,l

/ PrJp — / P> / d*xd®yo(y. — ar)By(y))D(y, x)J (x), (46)
k

e desse modo concluimos que o funcional gerador com condi¢es de contorno é dado por

Z.= /chHDBk exp {; Z/dedeé(xl — ak) By (z))D(z, y) Bi(y 1 )0(yL — ar) +
2 kol

4 Y [ Pad iy — o) Buly) Dy 0) @) — 1 [ el 5606 - J¢n} . (47
k

5Na notacédo adotada x) representa o tempo e 1 o espago em (1+1) dimensdes.
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Podemos escrever a expressao anterior de uma maneira conveniente

Ze = /E[DBI@ eXp{;kZJ/dftdy||Bk($|)sz($||7y|)Bl(y||)+

+id / dleBk(yll)Ik(yll)} / D¢exp{—z' [ al5006 - J¢]} (48)
onde

Ry (), y)) = /dazLdyL(s(xL —ag)D(z,y)d(yL — a;)
L) = [ dyr sy, — @) Dly.a)J (@), (19)
Em notacdo matricial
Ze = DB;j ex i dxydy B(x))R(x),y)B +1 dxyB(x))I(x
/1;[ ; P{Ql/ jdy) Bl Rz, 4))Bly)) Zk:/ 1B )}X
x/D¢exp{—i/d2x[2¢D¢—J¢]}. (50)

Agora, para desacoplar os campos das respectivas correntes na equacao anterior aplicaremos as seguintes
translacoes

¢ — o+ /deD(w,y)J(y)

Blay) = Blay) — [ dyyVap.y)I) (51)
com a propriedade
/dynR(fEHvyu)V(yH’%D = 0z — 21 (52)
Somos entao conduzidos ao resultado
) )
Z. = N1Nyexp {2 /d2$d2yJ($)D($,y)J(y) - 2/d$||dy||f($|)v(fv|7y)I(y)} (53)

onde definimos os determinantes funcionaidt]

Ny = det[8%(z — y)O] = / Déexp {—; / d2x¢m¢]
i
NQ = det[R] = /HDBk exp {2 /dx”dy”B(x”)R(:U”,y”)B(y”)} . (54)
k
Reescrevendo a equacao de uma maneira conveniente

Z.= 20 exp {5 [ oy @)IDw,y) - Dia. )T ) (55)

percebemos a correcao ao propagador do campo escalar devido a condi¢ao de contorno imposta anteriormente.
Esta é dada por

D(x,y) = /dzdeUJD({L‘, 2)0(z1 — ag)Via (2, w))o(wr — a;) D(w, y). (56)

SPara maiores detalhes sobre os determinantes funcionais [24].
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Apesar de formalmente termos obtido a correcido ao propagador devido a condi¢do de contorno, temos
que explicitar as equagoes para finalizar a andlise. Neste caso, primeiramente

Ry, y)) = /dmdyﬂs(h —a)D(z,y)0(yL — a1) = D(x),y); an) =

dp . dpi 1 7.
= [ Do —ipy(zy —y)| [ 7o =5 | Lam|- (57)
(2m) (2m) p
Resolvendo uma das integrais, concluimos queﬂ
dp| ) ] .
Ry, y) = /(%) exp | —ipy(z —y)) %GXP —ipjaxt|, ap = lax —ayl. (58)

Em notagao matricial,

d 7 e*ip a
(B y)] =~ / (%”) eXP[ ip) (@) _y”)}m ( iﬂ-pua | ” ) (59)

Para encontrar a inversa de R, utilizaremos o seguinte ansatz

dk s v
V(s 2] Z/(QWH)GXP{ ik (y) —Z)} ( v s )

[ B ypIIV (2] = =3 - )T (60
Portanto,
dk k cikja
V), 2))] = —/(QWIBGXP [—i’f(yn - Z)Lem'){”a) ( _1” eu}Ha ) : (61)
Deste modo,
D(z,v) /dZZdeD(x 2)0(zL — ap) Vi (2, wy)d(w — a) D(w, y) /dk”dpLdQL)
k.l
Vi (k) ) exp {—ik(fvn - y)} exp |ipy (z1 — ak)] exp |iqL (YL — )} ®=p )l(kﬁ 2 (62)

Escrevemos o resultado anterior em notagdo matricial da seguinte forma

3 dk : kI mlei—anl iyl
D - _ —ik _ 2 pikyley—an] ik lyL —az|

ik _i_ ikl —a1]
o -l ¢ (63)
-1 ctkia _i ik lyL—az| )

Com o resultado anterior em maos, podemos extrair resultados fisicos do problema em questao.

A integral pode ser resolvida por meio do Teorema dos Residuos (Cauchy) [32],

/ dp. 1 ip ‘ exp | —ipja a lar — a
Lagl| = —exp|— k|, akl = |akr — aif.
(27T) 2p|| I
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3.3. A forga de Casimir

Neste momento estamos aptos a encontrar a energia do campo escalar real ndo massivo no estado de vicuo
na presenca das condicoes de contorno impostas anteriormente. Com este intuito, iniciamos com a equagédﬂ

jo /0 (0| 74(x) |0) dz . (64)

Com a ajuda da expressao da Hamiltoniana

R %[(aﬂﬁ(x))? +(28(2)?]10) doy

a

— — [ lim - [ama? 101 () (y) [0) dar . (65)

0 y—m

onde reescrevemos a energia a menos de derivadas totais. Utilizando a equagao de movimento do campo
que no caso ¢ uma equacao de onda, somos conduzidos & expressao

E=— / da 1 lim 9% (0] §(x)d(y) [0) (66)

O valor esperado do vacuo da fun¢do de dois pontos acima pode ser calculado com o funcional gerador
encontrado previamente em
1 8%Z.(J)

Neste caso u
E = Z/ d . lim O*[D(z,y) — D(z,y)]. (68)
0 X

Uma vez que D(x,y) ndo depende da distancia entre as placas, sua contribui¢do para a energia nao ira
produzir nenhuma forga. A energia associada a D(x,y) estd associada a energia de vécuo livre, sem a
presenca das condi¢oes de contorno. Consequentemente, a energia associada a uma forca é aquela que
depende da distancia entre as condigoes de contorno

E = —i/o dx | z}l—% 0% D(z,y). (69)

A energia de vacuo esta associada a fungao de Green (propagador) avaliada no mesmo ponto. Na fenomeno-
logia de particulas de Stueckelberg-Feynman a particula, descrita pelo propagador, é criada e destruida no
mesmo ponto do espaco na representacao de coordenadas. Escrevendo na representacao de momentos via
trasformada de Fourier, temos a criacdo e destruicdo de uma particula com momento e energia arbitrarios.
Desse modo, os processos que contribuem para energia do vacuo sdo ditos virtuais, ou seja, na linguagem
de Feynmann, temos um diagrama bolha contribuindo para energia de ponto zero.

Sendo assim a energia do campo no estado de vacuo entre as condigoes de contorno é dada por

E=— dm dk” k” (eiklﬂl‘ﬂ eik\||~’vl—a|) e’k1e -1 el:k\\‘xﬂ
+ 271' 4sen kHa) -1 ezkHa e’kH‘mJ-*C”

d’fn R ka2 ik (a—
d klafe2ikjzL _ 9 ik (a—zL) ] 70
/ :UJ‘/ 27) 4sen( k:Ha) le T ] (70)

Logo apéds algumas simplificagoes e integragoes

1 kyae’™ 1
E=— [ idky——— 1
477/1 Hsen(k‘”a) (71)

8Escolhemos o sistema de referéncia em que a;1 =0eaz=a
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Para simplificar definimos s = ak

1 8
F=— / ids 5¢
4ma sen(s)
Agora, fazendo uma rotagdo de Wick s — is, obser-
vando que ndo temos pélos

1 ©  sef
E = - d
dma [OO senh(s) °

1 o -
_ / se ds

2ra Jo  senh(s)
Calculando a integral acima somos levados ao

seguinte resultadoﬂ

(72)

(73)

T
E=— 4
24a (74)
Portanto, pela definicdo de forga
dE 7r
F = ——— = ——
da 2402 (75)

que condiz com o resultado obtido pelo formalismo
dos operadores.

A primeira vista, a condi¢ao de Dirichlet discutida
anteriormente em (39) ndo parece estar associada a

O Efeito Casimir em Teoria das Fontes

uma dindmica de interagdo, mas sim a uma forga re-
lacionada & energia de vacuo, como podemos ver em
. Mas, a principio, o vacuo ndo possui dinamica,
sendo necessario a construcdo de uma dindmica
de campos que represente efetivamente a interacao.
Para o problema que estamos analizando é possivel
encontrar uma dindmica quéantica de campos (mi-
croscépica) que represente a interacao efetiva de
Dirichlet (macroscépica) como um caso limite, po-
dendo entdo descrever o problema de interagdo entre
os 2 objetos como sendo um problema de espalha-
mento [14H16]. Essa dindmica ¢ dada pela seguinte
interacao

L= 0,00 p — m>¢* + Lint

Line = 39926 (2)

o(z) = 6(z — =) + 8(z + 2).

5 5 (76)

onde foi colocado o termo de massa m para regura-
lizar as divergéncias no infravermelho e o(x) seria
um campo externo.

Como consequéncia dessa interagdo de campos moldada em termos de um campo externo, encontramos

uma forga
T

t2dt

ef2at

F(a,g,m) =

T Jm VB —mZ 42+ 4gt + g2(1 — e~ 2at)’

(77)

No limite de m — 0 e ¢ — oo recuperamos o caso de Dirichlet.

4. Leitura de Schwinger

Apesar de utilizarmos anteriormente no formalismo funcional uma interpretagao fenomenolégica de particulas
advinda da &lgebra de operadores de criacdo e destruigdo, Schwinger constréi em contrapartida uma leitura
que seja independente dessa dlgebra [13}29]. Para isso, ele utiliza o processo de duas fontes para descrever
uma interagdo efetiva. A fenomenologia de Schwinger se baseia no estudo da eletrodindmica em meios
materiais [30,31] e a constru¢ao de uma dindmica efetiva entre os objetos macroscépicos do ponto de vista
de uma teoria de espalhamento via método variacional [34,35].

A conexao da fenomenologia da interacdo entre meios materiais na eletrodindmica com o nosso problema
¢é dada pela seguinte analogia

P (polarizagdo) —» J (fonte)

—

E (campo elétrico) — ¢ (campo)

9A integral é dada por

* s 7’
———ds = —.
o e“senh(s) 12

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 3, 3317, 2016 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0033



Barone et al. e3317-11

- 5 1
Hinteragso = —3 /d3 P (Hamiltoniana) — Sinteragao = §/d2xJ¢ (agdo). (78)

A principio, considera-se uma amplitude de transicdo vacuo-vdcuo dada em termos de uma fonte externa
J em uma regido caracterizada por uma interacio, por exemplo, associada as condi¢oes de contorno definidas

em (@9

Z[J) = (04] 0-) = Z[0]e’S!] (79)

onde

S1) = 5 [ Padyr @60
1
Z[0] = m (80)

sendo S[J] a acdo efetiva e G a fun¢do de Green do problema em questdo. A fun¢do de Green G apesar de
ser apresentada de maneira geral (abstrata) vai depender da teoria microscépica (dindmica, condiges de

contorno) escolhida.
A relacao entre campos e fontes é dada por

162[J]  6(Z)

V@)= i@ ~ i) 6J

/E@Gmyw@> (81)

Neste caso, podemos escrever uma expansao na amplitude de transicao

ZUY _ i feer@o — oy [ g "
70 J 143 /dQJ [/dQJ ] + ...
(x) = &jé = Sl = / & (2)d(x). (82)

Observa-se que a expansao é dada em termos da acdo de interagdo, ou seja, todos os processos de
espalhamento associados a amplitude de transicao anterior foram moldados pela dindmica de interacao
entre fontes dipolares e seus respectivos campos.

Agora suponha que quando perturbamos a geometria do sistema, movendo uma das condicées de contorno
infinitesimalmente, S é modificado, pelo menos, da seguinte forma [13,30]

S = % / d?xd®yJ (2)0G (z,y)J (y), (83)

ou seja, a funcdo de Green varia com a distancia quebrando a simetria de translagdo espacial.
Considerando que a variagdo em S possa ser descrita efetivamente como um processo de interagado entre
duas fontes dipolares induzidas e seus respectivos campos

1 2
i65 = [z / deJ(x)gZ)(x)} , (84)
ao compararmos a equacao anterior com , somos levados ao resultado
i (@) O(Y)le fetivo = 0G (2, 1) (85)
O processo de duas fontes pode ser visto como uma interagdo efetiva do tipo dipdlo-dipdlo induzido

(JJ — PP).
Sendo a energia do sistema fisico escrita por uma expressao do tipo

E = /O " da L lim O*1p(2) o (y) (86)
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podemos afirmar que pequenas variagoes na distancia entre as placas implicam efetivamente em um
deslocamento na energia

SE = /0 dr ;ig}):yt (@) (V)| e fetivo
o /0 dz . lim 6%0G (. y), (87)

devido ao aparecimento ou desaparecimento de dipdlos induzidos, idealizados pelas condi¢ées de contorno,
que gerariam campos efetivos. Logo as condigdes de contorno (Dirichlet), representariam de maneira idelia-
lizada o surgimento de dipdlos induzidos e a interagdo entre os mesmos, contribuindo para o deslocamento
da energia. Portanto, como um exemplo, ao calcularmos a variacdo de devido a pequenas variagoes na
distancia

OFE = —i/ dz, lim 0*,6D(x,y) (88)
0 Yy—x
€ a0 compararmos com a equagcao somos conduzidos ao resultado
3G(z,y) = dD(z,y). (89)

Logo, o deslocamento da energia estd associado a correcdo ao propagador devido as condicoes de contornﬂ
Alternativamente é de nosso conhecimento que

/szGfl(a:, 2)G(z,y) = 0(x —y) (90)

Deste modo
J@) = [ G @ y)ol). o)

Variando

/dQZéG_l(w,z)G(z,y) = —/dQZG_l(m,z)éG(z,y) (92)

concluimos

6G Nz, w) = —/d2zd2wG*1(:c,z)5G(z,y)Gil(y,fw)
IG(w,y) = —/dzxd2zG(w,x)éGil(x,z)G(z,y). (93)
Consequentemente,

55 = % / Py ] ()G (w, y) T (y) = f% / Paed2¢(2)5G (z, 2)é(2) (94)

Novamente, comparando a variacdo de S escrita em termos de G~! com o processo de duas fontes temos

i J(@)T(W)efetivo = —0G™" (1) (95)
Tendo em vista o conhecimento de Teorias Efetivas [33]

Z[J] = z[0]eV]

0Fisicamente quando as placas condutoras perfeitas estdo muito distantes nao hé dipolos induzidos. A medida que as placas
vao se aproximando ha o aparecimento de momento de dipdlos induzidos nas placas, representado pelas fontes efetivas. Essas
fontes efetivas geram campos efetivos, e a interacdo entre campos efetivos e fontes efetivas promovem um deslocamento da
energia e a eventual interpretacdo de forga.
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Z|[J] = exp{—iE[J]|T}. (96)

Na equacgao anterior T é o tempo macroscopico associado a existéncia da configuracdo e E é a energia neste
regime estacionario.
Para complementar

(04]02), = (OU(T, to)U(to,0)|0),,
= (0170}, (97)

onde U é o operador de evolucao e A
H|0); = E[J]|0),. (98)

Sendo assim,

Ey[J] = —=S[J]. (99)
Portanto,
0Es[J] = —iéS
° T

1
_ _i/d2xd2yG(x,y) J(@) T (V)¢ fetivo

L ~1 _ b ~1
= 2T/d xd“yG(x,y)0G " (x,y) 2Ttr5lnG (100)

onde tr é a operacdo de traco funcional'l]
Como vemos, da equacao anterior é possivel extrair a forca de Casimir de uma dindmica de fontes

COB[J] . §InG~t

F= = — 101
da 27" ba (101)
Usualmente encontramos a forga de Casimir por meio da configuracdo de minima energia
SE[0] = %5111{2[0]}
i
2T6 n{det[G ]}
_ -1
= 2Ttr5lnG (102)
pois
In{det[G™']} = TrIn{G~'}. (103)

"Dado um operador matricial O;;(z,y), a operagio de traco é definida como sendo:

trO = Z/dgac Oii(z, x).
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A justificativa da passagem anterior se baseia no fato de estarmos lidando com um problema de auto-valores
e auto-funcdes, satisfazendo as condi¢des de contorno propostas (Dirichlet). Sendo assim, a matriz G~1
deve possuir as seguintes propriedades

G =Nk, det[G1 =N =0, X, =We; = (WIG'W)e; = Ney,
(104)
det[W1G=IW] = det[G~ Y = T1\;,  tr[WLGW] = tr[G~ Y]

em que XZ representa as auto-funcdes, \; os auto-valores e e; a base de auto-funcdes que diagonalizam G 1.
Entao
In[det G™1] = In[TI\;] = S In[\] = trin G~ L. (105)
7 (2

Neste caso a configuragdo de minima energia J=0 (vacuo) juntamente com os processos virtuais estaria
associada a uma dindmica real (forga). Por outro lado, na leitura de Schwinger, em que nao anulamos a
fonte, por tras da forga de Casimir estaria uma dindmica quantica de campos que seria descrita efetivamente
como uma dindmica de fontes macroscépicas. Como vemos as equagoes e garantem que o método
para encontrar a energia minima no formalismo canénico/funcional é equivalente ao método variacional de
Schwinger.

Por fim, discutiremos sobre alguns objetos funcionais de grande importancia na discussdo dos fendmenos
quéanticos. Como vimos anteriormente Z é conhecido como o funcional gerador e gera toda a estrurura
quantica (fungbes de Green) da teoria. De Z podemos definir o gerador das func¢oes de Green conexas W

Z = expliW] (106)

e de W, podemos definir o gerador das fun¢oes de green irredutiveis (1PI) I' por meio de uma transformacao
de Legendre

=W - / d?z¢J. (107)
Observe que
5T 52w
d? =i (x — =z
| P s5am smere = )
T iy (108)
60 (x)09(y) .
Portanto, a equagdo anterior nos leva a escrever a for¢a de Casimir em termos de T’
Fo 0, 0T (109)
~ o750 " 5400

condizendo com o fato de estarmos lidando com um problema de espalhamento, pois a sec¢cdo de choque,
que possui implicitamente o conceito de forga, sempre é escrita em termos das funcées de Green irredutiveis.

Partindo da equacao e utilizando as propriedades em , podemos encontrar a forca de Casimir
no caso da condicao de contorno de Dirichlet para o campo de KGF nao massivo em (141) dimensoes da
seguinte forma

i 0
F = ﬁ@[zln(Az)]
1 0 s
= ﬁ@[z()‘ﬂ In(A;)]ls=o
1 0 d s
= grsal 2 M) ls=o (110)
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em que vemos o surgimento da fungdo zeta generalizada [23]
d —5 . —1
(B (M) °ls=0=C(G"", s = 0). (111)
ids
Logo com a ajuda dos conceitos e célculos abordados em [22] podemos concluir que,
i 6¢(G71 5=0) m
- = — ) 112
2T 24a2 (112)

5. Conclusoes e perspectivas futuras

Como vimos, apresentamos duas interpretaces ao
efeito Casimir, a primeira advinda da fenomenolo-
gia de particulas associada a dlgebra dos operadores
de criacao e destruicdo e, a segunda advinda da
fenomenologia associada a for¢a entre dielétricos e
a necessidade de uma dinamica.

Na interpretacao de criagdo e destruicdo de
particulas, a for¢a de Casimir, uma quantidade fisica
real, estd sendo interpretada como advinda de pro-
cessos virtuais nao fisicos. Sendo assim, o vacuo
possui essa dindmica de processos virtuais escondida
no principio da incerteza. Porém com a operacao de
ordenamento normal, sabemos que o vacuo nao par-
ticipa da dindmica, pois ele ndo tem dindmica. Dessa
forma, ao apresentarmos a linguagem funcional para
descrever o fendmeno de Casimir percebemos que ao
visualizarmos o processos que contribuem para ener-
gia via fenomenologia de Stueckelberg-Feynmann,
temos diagramas bolha, particulas criadas e des-
truidas no mesmo ponto do espago-tempo (na repre-
sentacao de coordenadas) e com energia e momento
arbitrarios (na representacdo de momentos).

Em contrapartida, na leitura de Schwinger, a forga
de Casimir esta associada a interacao efetiva entre
duas fontes advinda da fenomenologia de campos ele-
tromagnéticos em meios materiais e vemos a relagao
entre a forga e as fungdes de Green irredutiveis, per-
cebendo que estamos lidando com um espalhamento
(Matriz-S) de dois objetos macroscépicos. Sendo as-
sim, temos uma dindmica quantica de campos entre
os 2 objetos. Por fim, sem a necessidade de visua-
lizar os processos quanticos (Schwinger), também
foi possivel moldar uma dindmica quantica de cam-
pos que descrevesse efetivamente a forca de Casimir,
encontrando uma lagrangiana de interacdo com cam-
pos externos. Portanto, na abordagem conceitual
de Schwinger ao se estudar a for¢a de Casimir esco-
lhemos uma dindmica microscépica (interacgao via
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campos externos, fontes) que descreve efetivamente
uma dindmica macroscopica (Dirichilet), sem a ne-
cessidade de interpretar o fenémeno em termos da
energia de vacuo (modos normais) com sua dindmica
de processos virtuais nao fisicos, mas sim em termos
de uma interacao quantica do tipo van der Waals
(dipdlo-dipdlo).

E valido ressaltar que apesar de descrevermos o
efeito Casimir distante da realidade fisica, impondo
condi¢bes de contorno no campo escalar de Klein-
Gordon-Fock nao massivo em (141) dimensoes, te-
mos toda a metodologia e os aspectos principais para
abordar o problema na Eletrodindmica Quantica em
(14-3) dimensoes. Também podemos estender o es-
tudo, implementando os ingredientes estatisticos
necessarios para descrever o fend6meno, estudando o
problema & temperatura finita (7" # 0) com os cam-
pos em equilibrio termodinamico [36]. A abordagem
de uma dindmica estatistica microscopica efetiva
enriqueceria a descrigdo do efeito Casimir, discutido
ao longo do texto a temperatura (T' = 0).
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