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Vários sistemas de interesse f́ısico e biológico podem ser descritos como osciladores auto-sustentados,
que mantém seu comportamento oscilatório por meio de um aporte de energia. Do ponto de vista
dinâmico, o comportamento de tais sistemas pode ser descrito por meio de um ciclo limite estável no
espaço de fase, e o movimento sobre ele é parametrizado por uma fase com uma dada frequência natural.
Neste trabalho investigamos o forçamento externo periódico no tempo deste tipo de sistema, destacando
os fenômenos de sincronização de frequências, travamento de fase e sincronização generalizada. Um mapa
unidimensional é obtido para estender o tratamento matemático geral, que supõe forçamento débil, para
o caso de forçamento intenso.
Palavras-chave: osciladores, sincronização, fase, forçamento

Several systems of physical and biological interest can be described as self-sustained oscillators, which
keep their oscillatory behavior using an external energy supply. From the dynamical point of view, the
behavior of such systems can be described by means of a stable limit cycle in phase space, on which the
motion can be parameterized by a phase with a given natural frequency. In this work we investigate the
time-periodic external forcing acting on this kind of system, emphasizing frequency synchronization,
phase locking and generalized synchronization. A one-dimensional mapping is obtained in order to extend
the general mathematical treatment - which supposes weak forcing - for the case of strong forcing.
Keywords: oscillators, synchronization, phase, forcing

1. Introdução

É comum entre estudantes a ideia de que um sistema
mecânico só pode manter oscilações estacionárias
se houver um forçamento externo periódico. Esta
noção é reforçada pelos tipos de osciladores mais
estudados nos cursos básicos, como o sistema massa-
mola e o circuito LC [1,2]. No entanto, há um grande
número de sistemas de interesse f́ısico e biológico
que sustentam oscilações com um aporte externo
constante de energia.

Em um trabalho anterior foram mostrados alguns
exemplos simples desta categoria de sistemas, como
o monjolo e o vaso de tântalo (sifonado), que são
chamados osciladores de relaxação [3]. Estes, por
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sua vez, fazem parte de uma categoria mais geral
que chamaremos de osciladores auto-sustentados [4].

Devido à existência de uma oscilação estável e
periódica, a dinâmica de osciladores auto-sustentados
pode ser frequentemente reduzida a uma fase geomé-
trica, cuja taxa de variação com o tempo é uma
frequência caracteŕıstica. Estes osciladores de fase
são sistemas que, embora muito simples matematica-
mente, exibem comportamentos dinâmicos ricos, es-
pecialmente quando são acoplados a um forçamento
externo ou a outros osciladores similares [5].

O objetivo deste trabalho é investigar matemati-
camente o comportamento de um oscilador de fase,
quando sujeito a um forçamento externo periódico
no tempo. Como veremos, a riqueza dinâmica está
ligada à não-linearidade do acoplamento entre o os-
cilador e o forçamento. Iremos descrever uma gama
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de fenômenos, como a ressonância simples e genera-
lizada, bem como o comportamento quase-periódico.
Serão usados dois enfoques: para forçamento débil,
podemos fazer uma aproximação que destaca o com-
portamento nas vizinhanças de uma ressonância
qualquer, estabelecendo de forma bastante geral as
caracteŕısticas da resposta do oscilador ao forçamento.
Já para forçamento mais intenso, é necessário inte-
grar as equações dos osciladores acoplados, o que
é posśıvel no caso particular de um forçamento
periódico impulsivo, que reduz o sistema a uma
equação a diferenças.

Este artigo está estruturado da seguinte forma:
na Seção II nós discutimos alguns exemplos f́ısicos e
biológicos de osciladores auto-sustentandos, dando
na Seção III uma descrição matemática para os mes-
mos, onde introduzimos o conceito de oscilador de
fase, em especial o oscilador uniforme. Na Seção IV
abordamos a sincronização de um oscilador uniforme
sujeito a um forçamento externo periódico de pe-
quena intensidade. A Seção V é dedicada à discussão
do fenômeno de sincronização generalizada. O caso
de forçamento de grande intensidade é discutido na
Seção VI. A última Seção é destinada às Conclusões.

2. Osciladores auto-sustentados

Osciladores auto-sustentados podem manter suas
oscilações a partir de um aporte constante de energia
externa, que compensa a energia perdida por vários
processos dissipativos que ocorrem no sistema. Há
vários exemplos f́ısicos e biológicos de osciladores
auto-sustentados, cada qual com suas peculiaridades.
Nesta seção vamos mostrar alguns destes exemplos,
deixando uma discussão matemática mais elaborada
para a próxima seção.
1. Sistemas do tipo adere-desliza (“stick-slip”): são
sistemas onde, sob influência de uma força externa
constante, há uma alternância entre deslizamento
e aderência [6]. Um exemplo t́ıpico é a vibração de
uma corda de violino causada pelo movimento do
arco. A corda adere ao arco na medida em que há
um certo atrito estático entre as duas superf́ıcies em
contacto. No entanto a própria elasticidade da corda
causa o aparecimento de uma força restauradora
que rapidamente ultrapassa a força de atrito com
o arco e provoca o deslizamento da corda. Após
a liberação de energia a corda volta a aderir ao
arco, e o processo continua, gerando uma oscilação
periódica e auto-sustentada, pois o aporte de energia

pelo movimento do arco é capaz de se contrapor aos
efeitos dos atritos.
2. Relógio de pêndulo: A propriedade de isocronismo
das pequenas oscilações de um pêndulo (isto é, o fato
da frequência do mesmo ser independente da ampli-
tude) já era conhecida por Galileo Galilei por volta
de 1602 que, cerca de três décadas mais tarde, ten-
tou construir com seu filho um relógio baseado nesta
propriedade. Entretanto foi somente em 1656 que
o holandês Christian Huyghens inventou o relógio
de pêndulo, tendo patenteado o mesmo no ano se-
guinte [7]. A invenção posterior do mecanismo de
escape por âncora permitiu restringir as amplitudes
das oscilações do pêndulo e aumentar ainda mais
a precisão do relógio [8]. Como o movimento do
pêndulo sofre a ação de vários fatores que dissipam
energia, para que o relógio possa funcionar é ne-
cessário um aporte de energia, como a queda lenta
de um objeto pesado ou a liberação de energia por
uma mola helicoidal. De fato, é o mecanismo de es-
cape por âncora que fornece ao pêndulo os impulsos
necessários ao seu movimento em cada oscilação,
sendo identificável pelo seu caracteŕıstico som de
“tic-tac”. Desta forma, as oscilações do pêndulo são
auto-sustentadas, pois o aporte de energia é cons-
tante e capaz de contrabalançar as diversas fontes
de dissipação de energia.
3. Metrônomos: Muito usados na educação mu-
sical, são dispositivos que produzem ritmos com
uma frequência bem-definida e regulável [9]. O tipo
mais tradicional de metrônomo, inventado no ińıcio
do século XIX, baseia-se num mecanismo similar
ao relógio de pêndulo, mas neste caso utiliza um
pêndulo invertido, com uma massa cuja posição é
ajustável ao longo de uma haste metálica. Alterando-
se a posição da massa é posśıvel variar a frequência
com que o metrônomo indica o ritmo. Há ainda
uma segunda massa fixa no outro lado do ponto de
suspensão do pêndulo, usualmente oculta. A fonte
de energia é um mecanismo de corda, baseado na
liberação de energia por uma mola.
4. Circuito com lâmpada de Neônio: Num circuito
elétrico com uma lâmpada de Neônio, esta só se
acende se a diferença de potencial for superior a
um certo limiar [10]. Ligando uma fonte de tensão
DC a este circuito (aporte constante de energia),
inicialmente o capacitor é carregado. Enquanto a
tensão não for igual ao limiar, a lâmpada estará
apagada. Quando a diferença de potencial atingir o
limiar, a lâmpada acende e descarrega rapidamente
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o capacitor. Como resultado, a tensão diminui apa-
gando a lâmpada e reiniciando o processo. Assim a
lâmpada pisca a intervalos de tempo regulares [3].
5. Disparos de um neurônio Os neurônios são células
nervosas que disparam pulsos elétricos quando exci-
tados externamente por uma corrente elétrica cons-
tante [11]. Os detalhes da biof́ısica que está por trás
deste processo são complexos e não podem ser ex-
plicados detalhadamente em poucas palavras, mas
a ideia básica é que existe uma diferença de poten-
cial entre os lados externo e interno da membrana
neuronal [12]. A evolução temporal desta diferença
de potencial é afetada pelas concentrações de ı́ons
(principalmente sódio e potássio) dentro e fora do
neurônio [13]. Devido à existência de canais na mem-
brana que permitem a passagem seletiva de ı́ons,
quando a diferença de potencial na membrana é
superior a um certo limiar, então há o disparo de
um pulso elétrico, e a consequente despolarização
da membrana [14]. A emissão destes disparos pode
ou não ser periódica e depende da existência de um
aporte de energia representado pela corrente elétrica
injetada. Na Figura 1 mostramos um exemplo de dis-
paros para um neurônio descrito matematicamente
pelas equações de Hindmarsh-Rose [15].

Algumas das caracteŕısticas comuns a estes exem-
plos, e que podem ser tomados como representativos
dos osciladores auto-sustentados são [5]

Figura 1: Evolução temporal do potencial de membrana
x(t) de um neurônio descrito pelas equações de Hindmarsh-
Rose: ẋ = y − x3 + 3x2 − z + I, ẏ = 1 − 5x2 − y, ż =
0, 008[4(x+ 1, 6)]− z, com a corrente externa constante
I = 3, 25 [15].

• os sistemas são ativos, contendo uma fonte
interna de energia que é transformada em mo-
vimento oscilatório;

• os sistemas são isolados, pois o oscilador con-
tinua a gerar o mesmo ritmo até que a fonte
de energia se esgote;

• o tipo de oscilação é determinado pelos parâmetros
do sistema, e não pelas suas condições iniciais;

• as oscilações são estáveis contra pequenas per-
turbações, ou seja, após perturbadas elas re-
tornam à sua forma inicial.

3. Descrição por meio de osciladores de
fase

Em todos os exemplos acima, é posśıvel (embora
com graus de complexidade diferentes) fazer um
modelamento matemático do oscilador. Supondo,
por simplicidade, que haja apenas duas variáveis
dinâmicas de interesse, que vamos chamar de x e
y, o estado do sistema num tempo t poderá ser
representado no plano de fase por um ponto de
coordenadas (x(t), y(t)), e a evolução temporal do
sistema por uma trajetória neste plano de fase. No
caso do pêndulo, por exemplo, x pode significar o
ângulo entre o fio (ou uma haste muito leve) e a
vertical, e y a respectiva velocidade angular. Já no
exemplo do circuito com lâmpada de neônio, x seria
a carga nas placas do capacitor e y a corrente que
passa pelo circuito.

Sob condições bastante gerais, existirá uma tra-
jetória fechada e atrativa chamada ciclo limite neste
plano de fase, representando o comportamento esta-
cionário das oscilações auto-sustentadas. Mais pre-
cisamente, o ciclo limite é uma trajetória periódica
pois, após um certo peŕıodo T , os valores das variáveis
retornam aos seus valores iniciais, ou seja: (x(t +
T ), y(t + T )) = (x(t), y(t)) [16]. Um ciclo limite
atrativo significa que as trajetórias cujas condições
iniciais estejam em sua proximidade (dentro ou fora)
convergem para o ciclo com o passar do tempo [Fig.
2].

Quando o sistema dinâmico atinge assintotica-
mente o estado estacionário, a sua trajetória coincide
com o ciclo-limite. Sendo o ciclo-limite uma curva
fechada no plano de fase, podemos usar coordena-
das polares (em relação a um centro de rotação)
para descrever a posição de um ponto (r, θ), tal
que x = r cos θ e y = r sin θ [cf. Fig. 2]. O ângulo
θ = arctan(y/x) é denominado fase geométrica, tal
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Figura 2: Um ciclo limite atrativo no plano de fase, e o
significado geométrico da fase associada ao movimento.

que após um peŕıodo completo de oscilação a fase
ganha um acréscimo de 2π radianos.

Em geral, como mostrado na Fig. 2, a fase varia
com o tempo a uma taxa variável, dependendo da
forma do ciclo-limite. Se este, no entanto, for um
ćırculo, temos o chamado oscilador de fase uniforme,
tal que a fase varia com o tempo com uma frequência
constante ω0 = 2π/T (T é chamado peŕıodo da
oscilação)

dθ

dt
= ω0, (1)

e que pode ser imediatamente integrada fornecendo

θ(t) = θ(0) + ω0t, (2)

onde θ(0) é a fase inicial (em t = 0). Se ω0 > 0
a rotação da fase é convencionalmente no sentido
anti-horário, enquanto se ω0 < 0 a rotação se dá
no sentido horário. Ao longo de um ciclo completo
de oscilação a fase cresce de 2π em relação ao seu
valor anterior. Podemos, assim, considerar o valor
“cheio” da fase, que é ilimitado, ou então o valor
“reduzido” da fase, que varia apenas de zero a 2π. A
relação entre estes dois valores é dada pela operação
“módulo 2π”, que fornece o resto da divisão de θ por
2π: θreduzido = θcheio, ( mod 2π).

4. Oscilador de fase com forçamento
externo periódico

Em vários problemas de interesse f́ısico e biológico
desejamos conhecer a resposta de um oscilador a
um forçamento externo periódico com uma dada
frequência ω. Podemos encarar o forçamento ex-
terno como um oscilador caracterizado pela fase
ψ(t) e uma frequência ω, que age sobre o oscilador

uniforme com fase θ(t) e frequência ω0 descrito na
seção anterior

dθ

dt
= ω0 + εG(θ, ψ), (3)

dψ

dt
= ω, (4)

onde ε é uma constante, denominada intensidade do
forçamento, e G é uma função com peŕıodo 2π tanto
em θ como em ψ. Inicialmente vamos presumir que
ε seja uma quantidade muito pequena, de modo que
o forçamento é débil.

Subtraindo a equação (4) da equação (3) obtemos

dϕ

dt
= ∆ω + εG(θ, ψ), (5)

onde definimos a diferença de fase entre o oscilador
e seu forçamento,

ϕ = θ − ψ, (6)

e o descasamento entre as respectivas frequências

∆ω = ω − ω0. (7)

4.1. Sincronização de frequências e
travamento de fases

Inicialmente voltamos nossa atenção ao caso em que
estamos próximos à condição de ressonância, ou seja,
ω ≈ ω0, para a qual o descasamento de frequências
é pequeno. Neste pode-se mostrar (vide Apêndice)
que, fazendo uma média sobre termos que oscilam
rapidamente no tempo, o termo de acoplamento
na equação (5) entre o oscilador e seu forçamento
depende apenas da diferença de fase, e pode ser
escrito como g(θ, ψ) = g(θ−ψ) = g(ϕ). Uma função
simples com peŕıodo 2π é g(ϕ) = sinϕ, com a qual
a equação (5) torna-se

dϕ

dt
= −∆ω + ε sinϕ, (8)

conhecida na literatura sobre circuitos eletrônicos
como equação de Adler [17].

Muito embora possamos resolver analiticamente
a equação acima, o resultado não nos ajuda muito
a visualizar a dinâmica do problema. É melhor (e
frequentemente mais fácil) investigar alguns de seus
aspectos qualitativos mais importantes, a partir da
análise no plano de fase ϕ̇ versus ϕ [Fig. 3(a)]. Por
exemplo, o ponto de equiĺıbrio ϕ∗ é definido pela
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condição dϕ∗/dt = 0 que, uma vez resolvida, leva à
solução

sinϕ∗ = ∆ω
ε
. (9)

Como | sinϕ∗| ≤ 1 resulta que, para que existam
um ou mais pontos de equiĺıbrio, é necessário que,
sendo ε > 0, tenhamos

|∆ω| ≤ ε. (10)

Supondo, sem perda de generalidade, que ω0 >
ω (descasamento de frequências negativo) então a
equação de Adler (21) torna-se

dϕ

dt
= |∆ω|+ ε sinϕ. (11)

Aparecem aqui três situações posśıveis: a primeira é
quando ε > |∆ω|, de sorte que a equação (9) terá
duas soluções no intervalo [π, 2π):

ϕ∗1 = arcsin
(
−|∆ω|

ε

)
, (12)

ϕ∗2 = arcsin
(
−|∆ω|

ε

)
+ π

2 , (13)

sendo que a primeira solução é estável, e a segunda,
instável, como podemos inferir da Fig. 3(a). Consi-
derando apenas a solução de equiĺıbrio estável, isso
significa que θ = ψ+ϕ∗1, ou seja, a diferença de fase
é constante, o que é chamado travamento de fases
(“phase-locking”). Resolvendo a equação (4) temos
ψ(t) = ωt, de modo que θ(t) = ωt+const. Portanto,
a frequência do oscilador forçado será

Ω = dθ

dt
= ω, (14)

de modo que o oscilador responde à mesma frequência
do forçamento. Esta sincronização de frequências

também recebe o nome de “entrainment” (um termo
sem uma tradução adequada em português) [16].

Há vários exemplos interessantes de sincronização
de frequências entre um oscilador de fase (auto-
sustentado) e um forçamento externo periódico. É
posśıvel sincronizar relógios analógicos por meio
de sinais de rádio: um pulso eletromagnético ge-
rado por um relógio central extremamente preciso
(usualmente um relógio atômico) é usado para fa-
zer pequenos ajustes em outros relógios de modo a
sincronizá-los com esta central [18].

Outra aplicação consiste no ajuste dos chamados
ritmos circadianos, que é o nome genérico dado a
vários fenômenos em seres vivos com periodicidade
aproximada de 24 horas [19]. O forçamento, nestes
casos, é proveniente do ciclo dia-noite, regulado
pela rotação da Terra e pela posição do Sol. Assim,
mesmo que o ritmo circadiano tenha um peŕıodo um
pouco diferente, ele será sincronizado com o ciclo dia-
noite. Para dessincronizar estes ritmos circadianos
é necessário viajar à regiões em altas latitudes ou
então explorar cavernas, por exemplo [20].

Os ritmos circadianos permitem, ainda, exemplifi-
car o efeito do travamento de fase. Há uma diferença
de fase entre o ritmo circadiano e o ritmo inerente
ao ciclo dia-noite, e que varia de pessoa para pessoa:
há os madrugadores e os dorminhocos, para os quais
o dia “começa mais cedo” ou “mais tarde”, respecti-
vamente. Viagens aéreas onde a longitude geográfica
varia bastante (como cruzar o Oceano Atlântico ou
Paćıfico) levam a perturbações desta diferença de
fase, ocasionando o chamado “jet-lag”, que é o des-
conforto caracteŕıstico enquanto o relógio biológico
(o ritmo circadiano) não ajusta a sua fase ao ciclo
dia-noite [5]. Este ajuste também varia conforme o

Figura 3: Plano de fase para os casos em que o descasamento de frequências é menor (a), igual (b) e maior (c) do que a
intensidade do forçamento.
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indiv́ıduo, e pode durar até vários dias em alguns
casos.

4.2. Batimentos e quase-periodicidade

O caso ε = |∆ω| é tal que há apenas um ponto de
equiĺıbrio ϕ∗1 = ϕ∗2 = 3π/2, e que é semi-estável, ou
seja, é estável pela esquerda e instável pela direita
[Fig. 3(b)]. O comportamento é diferente, porém, no
caso ε < |∆ω|, que viola a condição (10), de modo
que não há ponto de equiĺıbrio. Portanto não haverá
sincronização do oscilador com o forçamento nem
travamento de fases. De fato, derivando a equação
(6) em relação ao tempo e usando as equações (4) e
(14) temos

dϕ

dt
= Ω− ω = −δΩ (15)

onde δΩ ≡ ω−Ω é chamada frequência de batimento.
No caso anterior, onde havia sincronização de

frequências, t́ınhamos δΩ = 0. Já no presente caso a
equação de Adler (11) indica que o sistema torna-se
um oscilador não-uniforme, pois sua frequência não
é mais constante, dependendo agora da diferença de
fase. O peŕıodo do batimento Tϕ = 2π/|δΩ| pode
ser achado integrando a equação (15) ao longo de
um ciclo completo, onde há um aumento de fase de
2π:

Tϕ =
∣∣∣∣∫ 2π

0

dϕ

∆ω − ε sinϕ

∣∣∣∣ = 2π√
(∆ω)2 − ε2

. (16)

Na ausência de forçamento (ε = 0), o peŕıodo
do batimento reduz-se a 2π/∆ω, que é o peŕıodo

associado ao descasamento de frequência. O valor
de Tϕ aumenta lentamente com ε para pequenas
intensidades do forçamento, e depois rapidamente
à medida em que ε aproxima-se do seu valor limite
∆ω (para valores ainda maiores há sincronização,
como vimos) [Fig. 4(a)]. O motivo é que, no caso em
que |∆ω| é apenas ligeiramente maior que ε, forma-
se um “gargalo” no plano de fase próximo ao valor
3π/2 (que é o “fantasma” do ponto de equiĺıbrio
para ε = |∆ω|). A diferença de fase aproxima-se
lentamente deste gargalo e lá permanece durante
um certo peŕıodo, que tende a infinito na medida
em que tendemos para ε = |∆ω|. Na linguagem
da teoria dos sistemas dinâmicos, dizemos que já
ocorreu uma bifurcação tangente neste ponto, tal
que os pontos de equiĺıbrio (um estável e outro
instável) aproximam-se mutuamente e desaparecem
após ultrapassado o ponto de bifurcação [21].

O comportamento para ε na vizinhança do ponto
de bifurcação pode ser obtido aproximando-se a raiz
quadrada na equação (16) como√

(∆ω)2 − ε2 =
√

∆ω − ε
√

∆ω + ε

≈
√

2∆ω
√

∆ω − ε, (ε . |∆ω|),

que, substitúıdo na equação (16), leva à seguinte ex-
pressão aproximada para a frequência de batimento
nas vizinhanças do gargalo [21]

|δΩ| =
√

2∆ω (∆ω − ε)1/2, (ε . |∆ω|). (17)

Na Fig. 4(b) mostramos o gráfico da frequência de
batimento em função do descasamento das frequências.

Figura 4: (a) Peŕıodo do batimento em função da intensidade do forçamento; (b) Frequência de batimento em função do
descasamento de frequências.

Revista Brasileira de Ensino de F́ısica, vol. 39, nº 3, e3306, 2017 DOI: 10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0234



Viana e Carvalho e3306-7

Na região onde −ε ≤ ∆ω ≤ ε há sincronização,
portanto não há batimento. Fora deste intervalo,
como vimos, a frequência de batimento aumenta
ou diminui com a raiz quadrada da diferença entre
∆ω e ε. Apesar disto ε é suposto sempre pequeno
(forçamento débil) neste tratamento.

Outra forma de apreciar esta diferença de com-
portamento é fazendo o gráfico da intensidade do
forçamento versus o descasamento de frequência.
Nele representamos a condição de sincronização
(10) pela região limitada internamente pela função
ε = |∆ω| [Fig. 5(a)]. Para pontos fora desta região
não há sincronização, e sim o batimento descrito por
(16). Nas variáveis ε em função de ω este gráfico é
chamado de plano de parâmetros do forçamento, e
nele a região de sincronização (também conhecida
como “ĺıngua de Arnold” [22]) é deslocada para o
ponto de ressonância exata ω = ω0 [Fig. 5(b)].

A existência desta ĺıngua de Arnold ajuda-nos a
entender melhor o próprio conceito de ressonância,
entendida como a igualdade exata entre as frequên-
cias do oscilador ω0 e do forçamento ω. Se não há for-
çamento, ou se este é infinitamente pequeno, então
a sincronização entre estas frequências só ocorre no
ponto de ressonância. Entretanto, na medida em que
a intensidade do forçamento cresce, a sincronização
ocorre para valores ligeiramente diferentes de ω e ω0,
desde que o módulo desta diferença não exceda ε.
Se pensarmos que a frequência do forçamento pode
flutuar ligeiramente em relação ao seu valor médio
ω, então a sincronização é um fenômeno “robusto”,
no sentido em que persiste mesmo ligeiramente fora
da condição de ressonância exata.

5. Sincronização generalizada

A ressonância pode ocorrer também entre a frequência
da força externa e um múltiplo ou sub-múltiplo da
frequência natural do oscilador. De maneira geral, a
condição de ressonância pode ser colocada na forma

ω = m

n
ω0, (18)

onde m e n são dois números inteiros, primos entre
si. O caso abordado na seção anterior corresponde
à escolha m = n = 1. Para analisar esta situação
usando o mesmo procedimento, redefinimos a dife-
rença de fase como

ϕ = mθ − nψ, (19)

e o descasamento entre as respectivas frequências
como

∆ω = nω −mω0. (20)

Se estamos próximos à ressonância para a qual
nω ≈ mω0, nós também podemos considerar ape-
nas o termo ressonante, fazendo uma média sobre
o tempo, e que também dependerá apenas da dife-
rença de fase: ĝ(mθ − nψ) = ĝ(ϕ) (vide Apêndice).
Multiplicando a equação (3) por m, a equação (4)
por n, e subtraindo membro-a-membro os resultados,
obtemos

dϕ

dt
= −∆ω + εmĝ(ϕ), (21)

a qual, pela escolha ĝ(ϕ) = sinϕ, também recai na
equação de Adler. Vemos, assim, que para as sincro-
nizações generalizadas repete-se o mesmo padrão que
vimos na seção anterior: para cada ressonância onde

Figura 5: Região de sincronização nos planos (a) ε versus ∆ω; (b) ε versus ω.
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ω/ω0 = m/n haverá, para intensidade de forçamento
diferente de zero, um ponto de equiĺıbrio estável ϕ∗
para a equação (21), tal que a equação (19) fornece

θ(t) = ϕ∗ + n

m
ωt (22)

correspondente a uma frequência do oscilador per-
turbado igual a

Ω = dθ

dt
= n

m
ω, (23)

assim como a uma região de sincronização no plano ε
versus ω na forma de uma ĺıngua de Arnold ancorada
em ω = mω0/n.

Por exemplo, sejam m = 1 e n = 2, tais que
ω = ω0/2. Para ε 6= 0 haverá um platô de sincro-
nização para Ω/ω = 2, correspondendo a uma ĺıngua
de Arnold 2 : 1 ancorada em ω = ω0/2 [Fig. 6]. É
importante observar que, para uma mesma inten-
sidade de forçamento, as larguras das ĺınguas de
Arnold n : m serão, em geral, diferentes. Além disso
tipicamente a ressonância mais larga é a principal,
onde m = n = 1, ao passo que quanto maiores forem

os inteiros m e n menor será, comparativamente, a
largura dos intervalos de sincronização.

Para entender o que ocorre fora das regiões de sin-
cronização generalizada [representadas pelas ĺınguas
de Arnold na figura 6(a)] podemos recorrer ao exem-
plo dado na seção anterior, correspondente à esco-
lha g(ϕ) = sinϕ (equação de Adler). Vimos que,
fora da região de sincronização, o oscilador tem um
comportamento não-uniforme. Do ponto de vista
dinâmico, chamamos o movimento, neste caso, de
quase-periódico, uma vez que é caracterizado por
um número infinitamente grande de frequências [22].
Na prática, a fase do oscilador aproxima-se e afasta-
se de forma irregular da fase do forçamento externo.
Este comportamento também ocorre entre as ĺınguas
de Arnold no caso de ressonância generalizada.

6. Forçamentos moderado e intenso

A teoria desenvolvida anteriormente é baseada na
hipótese que o forçamento é débil o suficiente para
que, na vizinhança de uma ressonância, a diferença
de fase correspondente varie de forma lenta com o

Figura 6: (a) Regiões de sincronização generalizada no plano ε versus ω. (b) Platôs de sincronização generalizada no
diagrama Ω/ω versus ω.
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tempo. Se o forçamento for moderado, no entanto,
esta hipótese já deixa de ser válida, de modo geral.
Para entender o que ocorre neste caso, é necessário
de alguma forma resolver as equações do movimento
(3)-(4). Isto pode ser feito de maneira numérica para
uma função não-linear arbitrária G(θ, ψ). Uma outra
alternativa é supor uma forma conveniente para
a função de forçamento que nos permita resolver
parcialmente este conjunto de equações. Vamos, pois,
supor a seguinte separação de variáveis

G(θ, ψ) = g(θ)h(ψ) = g(θ)h(ωt), (24)

onde g e h são funções a serem especificadas. O tipo
mais simples de forçamento é aquele que só depende
do tempo, não exibindo dependência na fase, de
modo que g(θ) = 1. Num tipo mais complicado de
forçamento, a dependência na fase pode ser conside-
rada uma modulação da dependência temporal, na
forma dada pela equação (24).

Um caso particularmente interessante é o de uma
sequência periódica de pulsos do tipo funções delta,
na forma (o famoso “pente de Dirac”)

h(ωt) =
∞∑

m=−∞
δ(t− nT ), (25)

onde T = 2π/ω é o peŕıodo do forçamento externo
[Fig. 7], de modo que a equação do oscilador forçado
(3) é escrita como

dθ

dt
= ω0 + εg(θ)

∞∑
m=−∞

δ(t− nT ). (26)

O caráter impulsivo da perturbação permite-nos
definir variáveis a tempo discreto. Definiremos θn
como o valor da fase imediatamente antes da per-
turbação aplicada no tempo t = nT , ou seja

θn = lim
ε→0

θ(t = nT − ε), (27)

e de maneira análoga para os instantes t = (n− 1)T
e t = (n + 1)T [Fig. 7]. É útil, ainda, definir a
variável discreta auxiliar θ∗n como o valor da fase
imediatamente depois da perturbação aplicada no
tempo t = (n− 1)T :

θ∗n = lim
ε→0

θ(t = (n− 1)T + ε). (28)

Integrando a equação (26) no entorno da função
delta em t = (n − 1)T e fazendo ε → 0 obtemos a
seguinte relação entre as variáveis discretas:

θ∗n − θn−1 = εg(θn−1). (29)

No intervalo entre duas funções delta a equação (26)
é imediatamente integrada, fornecendo

θn = θ∗n + ω0T. (30)

Substituindo a equação (29) na equação (30) e tro-
cando n por n+ 1, obtemos

θn+1 = θn + 2π ω0
ω

+ εg(θn) ≡ F (θn). (31)

Na dinâmica não-linear uma relação deste tipo é
chamada uma equação a diferenças, mapeamento,

Figura 7: Definição das variáveis discretas para a obtenção do mapa do ćırculo.
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ou simplesmente mapa. Partindo de uma condição
inicial θ0 nós obtemos os valores em tempos posteri-
ores iterando a relação acima:

θ1 = F (θ0), θ2 = F (θ1) = F (F (θ0)), etc.

o que numericamente é muito mais rápido do que a
integração de um sistema de equações diferenciais
como (3)-(4). Não é nosso objetivo, neste traba-
lho, entrar em detalhes sobre a dinâmica de mapas,
porém o leitor interessado poderá encontrar mais
informações a respeito nos livros-texto, como [16]
e [23].

Como θ ∈ [0, 2π) a relação (31) é denominada
um mapa do ćırculo. Podemos redefinir as variáveis
como

φ ≡ θ

2π , ν ≡ ω0
ω
, (32)

de forma que o mapa (31) é definido no intervalo
[0, 1):

φn+1 = φn + ν + ε

2π g(2πφn), ( mod 1) (33)

onde a prescrição mod 1 indica que devemos redu-
zir o valor de φ, sempre que necessário, ao domı́nio
[0, 1). A escolha g(x) = − sin(x) leva-nos ao cha-
mado mapa do seno-ćırculo, bastante estudado na
literatura da dinâmica não-linear [22,24]:

φn+1 = φn + ν − ε

2π sin(2πφn). (34)

Para um mapa, no qual o tempo é uma variável
discreta, o papel da frequência é desempenhado pelo
chamado número de rotação [24]

Ω = lim
n→∞

φn − φ0
n

(35)

Na figura 8 mostramos o número de rotação em
função da intensidade do forçamento ε e da razão
entre as frequências ν para o mapa (34). Podemos
observar a existência de uma grande região de sin-
cronização ancorada em ν = 0 com Ω = 0. Devido à
periodicidade do intervalo [0, 1) esta região corres-
ponde à metade da ĺıngua de Arnold correspondente
à ressonância 1 : 1. A outra metade, com Ω = 1,

Figura 8: Número de rotação do mapa do seno-ćırculo como função dos parâmetros ε e ν.
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está ancorada em ν = 1. Uma ĺıngua de Arnold
bem menor está ancorada em ν = 1/2, e corres-
ponde à região de sincronização generalizada 1 : 2
ou ω = 2ω0. Podemos, ainda, divisar outras ĺınguas
de Arnold mais estreitas, ancoradas em pontos in-
termediários.

Na verdade, para ε muito pequeno, é até dif́ıcil
divisar os pontos onde estas ĺınguas são ancoradas
no eixo dos ν, mas sabemos pela nossa discussão
anterior (baseada na hipótese de forçamento débil)
que haverá ĺınguas (ainda que muito estreitas) an-
coradas em todos os valores racionais m/n (m e n
primos entre si) dentro do intervalo ν ∈ [0, 1]. O
conjunto de números racionais é denso no intervalo
[0, 1], ou seja, entre dois racionais sempre haverá
um terceiro racional [25]. Em particular, é posśıvel
mostrar que (propriedade de Farey) [26]:

m

n
<
m+m′

n+ n′
<
m′

n′
.

Por exemplo, entre as ĺınguas 0/1 e 1/1 existe a
ĺıngua 1/2. Entre esta e as primeiras há ĺınguas 1/3
e 2/3, e assim por diante.

Na aproximação de forçamento débil nós mostra-
mos que as regiões de estabilidade são retangulares
mas, à medida em que ε cresce, a figura 8 sugere que
as fronteiras das ĺınguas de Arnold correspondentes
tornam-se curviĺıneas. Para forçamento ainda mais
intenso vemos que as ĺınguas tornam-se ainda mais
complicadas, podendo bifurcar-se, e vários compor-
tamentos dinâmicos aparecem, como caos e multies-
tabilidade [22,24].

Na seção anterior vimos que o comportamento do
oscilador fora das ĺınguas de Arnold é irregular, ou
quase-periódico. Usando o mapa do seno-ćırculo (34)
é fácil mostrar que, enquanto dentro de uma região

de sincronização o valor do número de rotação é
racional, fora desta região, o número de rotação é
irracional.

No diagrama da figura 8 cada região de sincro-
nização está associada a um platô do número de
rotação, de forma análoga ao que vimos no caso
cont́ınuo (vide Fig. 6). Para ε ≤ 1 esta sequência de
platôs é chamada de “escada do diabo”, pois entre
cada dois degraus há sempre um terceiro (devido
à propriedade de Farey já mencionada), de modo
que resulta numa escada imposśıvel de subir [27].
Quando ε < 1 esta escada é incompleta, no sentido
de que entre dois platôs há intervalos onde o número
de rotação é irracional. Para ε = 1 pode-se mostrar
que esta escada é completa, ou seja, todos os degraus
são racionais [27]

Na figura 9(a) nós mostramos um gráfico do
número de rotação versus ν para o caso ε = 1.
A escada do diabo é auto-similar, que é uma ca-
racteŕıstica de fractalidade: ampliando partes da
escada obtemos figuras similares a ela em diferen-
tes escalas [Figs. 9(b) e (c)]. Como as larguras das
regiões de sincronização aumentam com ε, quando
ε > 1 ocorrem superposições das ĺınguas de Ar-
nold, levando a multi-estabilidade e caos, fenômenos
bastante complexos que não serão discutidos neste
artigo.

7. Conclusões

Neste trabalho abordamos matematicamente o for-
çamento externo periódico de osciladores auto-sus-
tentados. Basicamente temos um acoplamento (não-
linear e unidirecional) entre dois osciladores de fase.
O tratamento que demos é bastante geral, no sen-
tido de que a função que implementa o forçamento

Figura 9: (a) Número de rotação do mapa do seno-ćırculo como função de ν, para ε = 1. (b) e (c) são ampliações de
partes da figura (a).
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pode ser arbitrária, com a única restrição de ser
periódica nas fases. Para tornar a discussão mais
concreta, estudamos com mais detalhe o caso onde
o forçamento é senoidal, redundando na chamada
equação de Adler, bastante usada na eletrônica.

No caso em que a frequência do forçamento seja
próxima à frequência natural do oscilador de fase
mostramos que o oscilador ajusta sua frequência
à do forçamento, desde que a diferença entre as
frequências seja suficientemente pequena. Mais preci-
samente, desde que esta diferença, ou descasamento,
seja no máximo igual à intensidade do forçamento,
que é suposta pequena o suficiente para o uso de
uma aproximação que destaca apenas os termos res-
sonantes. Além da sincronização entre as frequências
(“entrainment”), há um travamento de fase: a dife-
rença entre as fases do oscilador e do forçamento é
constante no tempo.

Se a frequência do forçamento é muito diferente
da frequência do oscilador (grande descasamento)
não há mais sincronização de frequências, e o osci-
lador passa a ter uma fase cuja evolução temporal
não é mais uniforme. Dizemos que o movimento,
nesse caso, é quase-periódico, e caracterizado por
uma frequência de batimento que cresce com a inten-
sidade do forçamento. Na vizinhança da transição
entre sincronização e batimento este crescimento
obedece uma lei de escala do tipo raiz quadrada.

Podemos ter, ainda, uma ressonância generalizada,
na qual as frequências natural e do forçamento são
comensuráveis, ou seja, sua razão é um número
racional (o quociente entre dois números inteiros
co-primos m e n). Na vizinhança desta ressonância
generalizada há também uma sincronização entre
frequências e um travamento de fase. As regiões
de sincronização m : n, chamadas ĺınguas de Ar-
nold, têm formato triangular, tamanhos diferentes
e usualmente menores do que a ressonância 1 : 1.

O caso em que a intensidade do forçamento é
grande não permite um tratamento geral, deman-
dando alguma forma de solução do sistema de equa-
ções que descreve os dois osciladores acoplados. Isto
pode ser feito no caso particular em que o forçamento
consiste de pulsos do tipo função delta aplicados
em intervalos regulares de tempo, o que permite a
construção de um mapa, ou equação a diferenças.

A análise dinâmica deste mapa mostra que as
ĺınguas de Arnold tornam-se mais alargadas e dei-
xam de ter um formato triangular quando o for-
çamento é grande. De forma geral, os platôs de sin-

cronização de frequência são separados por regiões
de quase-periodicidade e formam uma “escada do
diabo”. Já para forçamento extremamente alto a
análise dinâmica é mais complicada, podendo le-
var a fenômenos como multiestabilidade e caos, não
abordados neste trabalho. Além disto, é importante
considerar também o caso em que o acoplamento en-
tre os dois osciladores é bidirecional, ou seja, ambos
são influenciados pelo acoplamento. Esta análise,
que em muitos aspectos espelha a que fizemos aqui,
será deixada para um próximo trabalho.
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A. Termos ressonantes e médias
temporais

Na equação (3), a função G(θ, ψ), sendo periódica
em ambas as variáveis angulares, pode ser desenvol-
vida em série de Fourier dupla, na forma complexa

G(θ, ψ) =
∞∑

k=−∞

∞∑
`=−∞

Gk` e
i(kθ+`ψ)

=
∑
k,`

Gk` e
i(kθ+`ωt), (36)

onde Gk` são coeficientes de Fourier. Na ausência
do forçamento externo (ε = 0) a equação (4) tem a
solução θ(t) = ω0t, a qual pode ser usada na equação
(36) como aproximação de ordem mais baixa:

G(θ, ψ) =
∑
k,`

Gk` e
i(kω0+`ω)t. (37)

Próximos à ressonância (ω ≈ ω0) temos que os
termos com ` = −k na equação (37), na forma
eik(ω0−ω)t, oscilam lentamente com o tempo, ao
passo que todos os demais têm variações compa-
rativamente rápidas:

G(θ, ψ) =
∑
`

G−`,` e
i`(ω−ω0)t+

∑
k 6=−`,`

Gk` e
i(kω0+`ω)t.

(38)
Substituindo a equação (38) na equação (3) ve-

mos que os termos que oscilam rapidamente com o
tempo são da ordem de ε, ou seja, têm contribuições
pequenas à dinâmica do oscilador de fase. Por outro
lado, os termos ressonantes do forçamento (ou seja,
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aqueles que oscilam lentamente) são os mais relevan-
tes na resposta do oscilador. Dessa forma, podemos
efetuar uma média temporal da função G(θ, ψ) so-
bre os termos que oscilam rapidamente, deixando
apenas os termos ressonantes, o que capturará os
aspectos essenciais do problema [5].

Sendo T = 2π/ω o peŕıodo do forçamento então
a média temporal é definida como

〈G(θ, ψ)〉 = ω

2π

∫ 2π/ω

0
G(θ, ψ)dt, (39)

de modo que

〈G(θ, ψ)〉 =
∑
`

G−`,` e
i`(ω−ω0)t

=
∑
`

G−`,` e
−i`(θ−ψ) ≡ g(θ − ψ) = g(ϕ). (40)

O caso de ressonância generalizada (nω ≈ mω0)
pode ser tratado de forma análoga. Separando o
termo ressonante dos demais teremos

G(θ, ψ) =
∑

k=−mj,`=nj
G−mj,nj e

ij(nω−mω0)t

+
∑

k 6=−mj, 6̀=nj
Gk` e

i(kω0+`ω)t. (41)

Sendo ∆ω ≈ 0 e fazendo uma média sobre o tempo
nós retemos apenas os termos ressonantes, a saber:

〈G(θ, ψ)〉 =
∑
j

G−mj,nj e
ij(nψ−mθ) ≡ ĝ(ϕ). (42)

Quando desenvolvemos em série de Fourier a
função G(θ, ψ), como na equação (36), é comum
que os coeficientes de Fourier dependam dos inteiros
na forma Gk` ∼ k−a`−b, onde a e b são expoentes
positivos. Então, para cada par k = m, ` = n os
coeficientes são menores do que os da ressonância
principal por fatores do tipo 1/(manb). Assim, para
um mesmo valor da intensidade do forçamento, o
tamanho dos intervalos de forçamento é menor do
que o da ressonância principal pelos mesmos fatores.
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Rio de Janeiro, 2016), 12ª ed.

[26] S.B. Guthery, A Motif of Mathematics: History and
Application of the Mediant and the Farey Sequence
(Docent Press, Boston, 2011).

[27] P. Bak, Physics Today 39, 38 (1986).

DOI: 10.1590/1806-9126-RBEF-2016-0234 Revista Brasileira de Ensino de F́ısica, vol. 39, nº 3, e3306, 2017


	Introdução
	Osciladores auto-sustentados
	Descrição por meio de osciladores de fase
	Oscilador de fase com forçamento externo periódico
	Sincronização de frequências e travamento de fases
	Batimentos e quase-periodicidade

	Sincronização generalizada
	Forçamentos moderado e intenso
	Conclusões
	Termos ressonantes e médias temporais

