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Devido a grande gama de aplicagdes e efeitos do modelo de vértices abelianos de Nielsen e Olesen nas mais
diversas areas da fisica, que vai desde a matéria condensada até efeitos astrofisicos, faz-se necessario alguma
obra na literatura que aborde este tema de forma simples e sucinta para que o estudante de graduacdo tanto em
fisica, como de areas afins, tenha a possibilidade de conhecer e compreender os mecanismos associados a este
modelo de vortices que o indicam como um forte candidato & fonte para os defeitos topoldgicos tipo corda césmica
propostos por Vilenkin. Levando em consideracdo que este tema fica concentrado apenas majoritariamente nas
pos-graduagdes em fisica, ndo sendo tao acessivel a estudantes de graduacdo, desenvolvemos este trabalho fazendo
uma pequena revisao sistematica no &mbito dos vértices abelianos e como tais objetos influenciam o espaco-tempo
a sua volta quando aplicados a Relatividade Geral.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Teoria de Campos, Gravitacdo, Vértices Abelianos.

Due to the wide range of applications and effects of the Abelian vortex model of Nielsen and Olesen in the
areas of physics, ranging from condensed matter to astrophysical effects, some work in the literature is necessary
to approach this topic in a simple and succinct way that the undergraduate student in both physics and related
areas has the possibility to know and understand the mechanisms associated with this vortex model that indicate
him as a strong candidate for the source for the topological defects proposed by Vilenkin. Taking into account
that this subject is concentrated only in postgraduate studies in physics, and is not so accessible to undergraduate
students, we have developed this work by making a small systematic review in the scope of abelian vortices and

how these objects influence space-time their when applied to General Relativity.
Keywords: General Relativity, Field Theory, Gravitation, Abelian Votex.

1. Introducao

De acordo com a teoria do Big Bang, o universo esta se
expandindo e resfriando-se. Durante sua expansao, as
quebras espontineas das simetrias fundamentais leva-
ram o universo a sofrer uma série de transicoes de fase.
Nos modelos de fisica de altas energias, a formagcao dos
defeitos topoldgicos, causados por essas transicoes, tais
como paredes de dominio, monopolos e cordas cdésmicas,
entre outras, estdo previstas a ocorrerem segundo a re-
feréncia [1}2].

A corda cosmica esta entre os tipos de defeitos to-
polégicos mais estudados, embora recentes observacoes
da radiagdo césmica de fundo tenham descartado-a como
fonte primaria para as perturbacdes da densidade pri-
mordial. Tal defeito, ainda sim serve como uma das
contribuices dessa perturbacao. Este tipo de defeito
serve também como uma possivel fonte para explicar um
numero considerdavel de efeitos astrofisicos, tais como:
rajadas de raios gama, onde a escala de energia da corda
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na qual a simetria é quebrada, em uma escala de ener-
gia da ordem de 10'* GeV, explica a taxa, a duracdo
e a fluéncia das rajadas de raios gama, [3]; emissoes de
ondas gravitacionais de alta frequéncia, que tem como
consequéncia dessas emissoes o conjunto estocastico de
ondas gravitacionais geradas por uma rede cosmologica
de loops néo gaussiana [4] e a geracdo de raios cdsmicos
de altas energias [5], onde os raios césmicos de particulas
de altas energias podem ter sido originadas durante o pro-
cesso de colapso e/ou aniquilagao de defeitos topoldgicos
associados com as teorias da grande unificacdo.

Na Fisica da Matéria Condensada é bem conhecido
que supercondutores excluem quase que completamente
qualquer campo magnético externo se este for menor
que um valor critico (efeito Meissner) [6]. Contudo, para
supercondutores do tipo 2, que sdo formados por mate-
riais em que a transicdo para o estado supercondutor é
gradual, com a presenga de um estado intermediario, se
o campo externo for aumentado até um certo valor maior
que o valor critico, tal campo externo atravessa este su-
percondutor em uma forma de tubo de fluxo magnético.
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A estes fendbmenos damos o nome de voértices de fluxo
magnético que, por sua vez, sdo quantizados.

A possibilidade da existéncia tedrica de tais vortices
foi primeiramente demonstrada por Abrikosov [7]. Ele
mostrou que estes ocorrem naturalmente como solugoes
para a teoria de Ginsburg-Landau de supercondutividade
na presenga de um campo magnético externo. Seguindo
esta teoria, a existéncia de tais objetos foi verificada
experimentalmente, e muitas de suas propriedades foram
rigorosamente investigadas em [6].

Alguns anos depois, Nielsen e Olesen [8] mostraram,
partindo do modelo de teoria de campos relativistico com
quebra espontanea de simetria, mais especificamente do
modelo de Higgs abeliano interagindo com um campo
de calibre, que este sistema apresenta solugdes com si-
metria cilindrica carregando um fluxo magnético. Estas
configuragoes correspondem as solugoes de vortices.

A anélise da influéncia deste sistema na geometria
do espago-tempo foi realizada por Garfinkle [9] e La-
guna [10]. Em seus trabalhos os autores acoplaram o
tensor energia-momento, associado ao modelo de Nielsen-
Olesen, as equagoes de campo de Einstein. Nesse sentido,
eles mostraram que o vértice possui uma estrutura in-
terna caracterizada pelo fluxo magnético ndo-nulo que
corre ao longo da mesma, cuja extensao é determinada
pela escala de energia na qual a simetria é quebrada.
Dois comprimentos de escala aparecem naturalmente,
um relacionado com a extensao do fluxo magnético que,
por sua vez, é proporcional ao inverso da massa do campo
vetorial, m,,, campo este, que adquire massa devido ao
mecanismo de Higgs. E o outro associado com o inverso
da massa do campo escalar, mg, este ltimo, como sendo
uma medida do ponto onde o campo escalar decai para o
seu valor de vdcuo. Além do mais, os autores também ana-
lisaram a geometria do espaco-tempo e verificaram que
assintoticamente a superficie perpendicular ao vértice
corresponde ao espaco-tempo de Minkowski menos uma
fatia, acarretando um espaco com um déficit angular.

Uma solucao de vértice especial que satisfaz o limite
BPS (Bogomolny-Prassad-Sommerfield) [11,|12], apre-
senta as massas do campo escalar e do campo de calibre
iguais, isto é, ms; = m,,. Para este caso, Linet |13] foi ca-
paz de encontrar uma solucdo exata para o tensor métrico,
que é determinada em termos da densidade de energia da
corda césmica. Neste limite, a superficie perpendicular a
linha da solugdo de vortice, tem uma estrutura conica e, o
espago-tempo ao seu redor, corresponde ao espago-tempo
de uma corda césmica idealizada.

A grandes distdncias, o espago-tempo gerado por uma
corda césmica possui, em sua origem e no plano ortogonal
a disposi¢ao deste objeto, uma topologia conica com um
déficit de angulo planar proporcional a densidade linear
de massa desta corda césmica. Na teoria quantica de cam-
pos, a topologia nao trivial desse objeto induz valores es-
perados no vacuo (VEVS)H nao nulos para os observaveis

1Um valor esperado no vécuo, pode ser entendido pelo leitor como
o valor esperado de algum observéavel fisico no estado de menor
energia.
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fisicos. Estes efeitos de polariza¢ao do VéCU(ﬂ na teoria
quantica de campos, induzidos por uma estrutura conica,
foram alvos de muitos trabalhos publicados. Na andlise
especifica para o VEV do tensor energia-momento (T#),
por exemplo, podemos observar varios trabalhos publica-
dos, levando em consideracdo o caso para campos escala-
res [14H19] e campos fermibnicos [20H24] interagindo com
campos vetoriais [24]. Outro observével fisico induzido,
devido a presenca desse defeito, é a densidade de cor-
rente e carga, que servird como fonte para as equagoes de
Maxwell. Tal objeto, considerando campos fermionicos,
sdo vistos em [25H28|. Neste trabalho estamos usando a
notacdo h=c=1.

2. Relatividade Geral e o espaco-tempo

Antes de entendermos a ligacdo entre os vortices abeli-
anos, propostos por Nielsen e Olesen, e os defeitos to-
poldgicos tipo corda cdsmica proposto por Vilenkin, deve-
mos revisitar, primeiramente, como é descrita a estrutura
do espago-tempo da Relatividade Geral que foi proposto
por Einstein.

Uma das revolugées na fisica moderna ocorreu devido
as ideias de Albert Einstein, em 1915, a respeito de
como a estrutura do espaco e do tempo eram afetadas
devido a presenca de matéria e de energia. Para formular
matematicamente estas ideias, Einstein dotou o espago
de uma métrica. Toda informagdo geométrica a respeito
do espago-tempo estaria contida nesse objeto matematico
chamado, formalmente, tensor métrico, g,,,. Em outras
palavras, a distribuicdo de matéria e energia diz como
deve ser a geometria do espago-tempo [29]. A equagdo
proposta por Einstein para a teoria da Relatividade Geral
é dada segundo a expressao abaixo

R, — %gWR =8rGT,, , (1)
onde R, ¢ o tensor de Ricci obtido a partir do tensor
de Riemann, R = g"”R,,, é o escalar de curvatura, G ¢é
a constante da gravitagdo universal de Newton e T}, é o
tensor energia momento. De modo a introduzir a ideia da
estrutura métrica do espago-tempo, iremos revisar breve-
mente os conceitos basicos necessarios, como referencial
inercial e intervalo de eventos [29].

Em um referencial inercial S, temos o elemento de
linha ds sendo infinitesimal e possuindo um intervalo de
tempo préprio (evento), é dado, usando as coordenadas

(t, z, y, z), por

ds® = dt* — da? — dy® — dz* (2)
que é um invariante por transformagoes de Lorentz |29}
30].

Mas se considerarmos um sistema de referéncia nao-
inercial, o elemento de linha nao serd dado, em geral,

2A polarizacdo do vécuo pode ser interpretada como uma modi-
ficacdo nos niveis quanticos do estado de menor energia de uma
teoria.
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pela soma dos quadrados das diferenciais das coordena-
das. Neste caso, para um melhor entendimento, vamos
considerar um evento num referencial girante, em torno
do eixo z, cuja frequéncia angular de rotacdo seja w. Seja
(t', o', y', 2’) as coordenadas desse novo referencial S,
entao as transformagoes gerais de coordenadas entre os
referenciais S e S’ sao dadas da seguinte forma
x = a'cos(wt) —y sen(wt) (3)
= a'sen(wt) + y'cos(wt)
= Z/
Deste modo, o elemento de linha tomaré a forma ex-
pressa pela equagao

[1— w2 + /")) + 2wdt(y' da’ — 2'dy’)
(da”” + dy'® + d2'?) . (4)

ds®> =

Vemos, portanto, que o elemento de linha nao é so-
mente a soma ou a diferenga dos quadrados das coorde-
nadas diferenciais. A equacao pode ser colocada na
forma

ds* =, dztdz” (5)

onde definimos o quadri-vetor posicdo por z* =
(t, —7), e o tensor métrico, 7., POr Ny, =
diag(1,—-1,-1,-1).

Em geral, quando os sistemas de coordenadas nao-
inerciais sdo usados, o elemento de linha incluira termos
que sdo produtos das diferenciais de coordenadas diferen-
tes. Deste modo podemos escrever o elemento de linha
da seguinte forma

ds? = g, (x)dztdx” | (6)

onde g, (x) representa um conjunto de dez funcdes
das coordenadas de espacgo e tempo, sendo este tensor
simétrico, ou seja, gu, = guu. O sistema descrito por
@ é chamado de curvilineo e corresponde a um sistema
de referéncia acelerado. As funcoes g,,, contém todas as
propriedades geométricas do espaco-tempo. Para o caso
em que tratamos de referenciais inerciais apenas temos
que guv = Nuv-

Einstein mostrou que referenciais acelerados sao equi-
valentes a campos gravitacionais, de modo que os efeitos
gravitacionais serdo descritos pelo tensor métrico, g, ().
Neste caso, a gravitagdo pode ser entendida como um
desvio na métrica do espaco-tempo plano. Além do mais,
esta métrica nao é fixada arbitrariamente, mas dependera
da distribuicao de matéria local.

De fato, esta equivaléncia é verificada apenas local-
mente. Em um sistema nao-inercial, dada uma métrica
9w (), podemos sempre reduzi-la globalmente & forma
de Galileu, (5)), por meio de uma transformagdo ade-
quada de coordenadas. Por outro lado, um campo gra-
vitacional ndo pode ser eliminado globalmente por uma
transformacao de coordenadas e a métrica s6 pode ser
reduzida & forma plana (Minkowski) apenas numa regiao
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finita muito pequena do espaco, ou seja, localmente.
Quando tal situagdo ocorre, o espago-tempo é chamado
de espago-tempo pseudo-Riemanniano. Uma variedade
pseudo-Riemanniana é uma variedade diferenciavel equi-
pada com um tensor métrico de ordem (0, 2)-diferencidvel,
simétrico, que é nao-degenerado em cada ponto da va-
riedade nao sendo obrigado a ser um tensor positivo
definido. As variedades pseudo-Riemannianas generali-
zam o conceito de variedade Riemanniana, neste sentido.

3. Corda césmica

Uma corda césmica é um objeto que pode ser obtido a
partir de uma distribuicao infinitamente concentrada de
matéria, com densidade linear de massa u. No caso de
uma certa distribuicao estar localizada sobre o eixo z, o
tensor energia-momento, em coordenadas cilindricas, é
dado por

T", = i diag(1,0,0,1)6(7) , (7)

onde §(?)(7) ¢é a funcio delta de Dirac em duas dimensdes.

Geometricamente, um defeito topoldgico pode ser ca-
racterizado por um espago-tempo cuja métrica associada
a este defeito possui o correspondente tensor de Riemann-
Christoffel nulo em todos os pontos, menos no defeito,
isto é, o espaco-tempo tem singularidade cOnica. Em
outras palavras, ele pode ser caracterizado por um tensor
de curvatura que é proporcional a uma funcéo delta com
suporte no defeito.

Queremos que a distribui¢éo ([7]) gere uma geometria
com simetria cilindrica. Ou seja, nosso objetivo é en-
contrar uma solugao para as equacoes de Einstein que
descreva o campo gravitacional de uma corda césmica,
retilinea, homogénea e estatica que tem densidade linear
de massa p situada ao longo do eixo z. Neste sentido, a
corda nao possuird nenhuma dependéncia com o tempo,
logo é um invariante temporal. Admitiremos também
uma simetria da corda em relagdo ao angulo azimutal, e
por fim que a mesma se mantenha invariante por “boosts”.
Desta forma, o elemento de linha mais geral, em coorde-
nadas cilindricas, que apresenta tal simetria e mantém
invaridncia por transformacées de “boosts” ao longo do
eixo z, é dado por

ds* = A%(r)dt? — dr® — B%(r)d¢® — A%(r)dz* . (8)

Seja a equagido de Einstein da relatividade geral dada
segundo , substituindo em e calculando os
simbolos de Christoffel referentes a métrica , obtemos
um conjunto de equagoes diferenciais nao lineares dadas
por

1 d?A(r) 1 dA(r) dB(r)
A(r) dr? A(r)B(r) dr dr

B A21<r) (dfzf«r)r ©)
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.2 d?A(r) 1 d?B(r)
RT_A(T) dr? B(r) dr? (10)

1 d®B(r) 2 dA(r)dB(r)
Ri_B(’I‘) dr? A(r)B(r) dr dr (11)

Resolvendo este conjunto de equacdes, obtemos as se-
guintes condicoes

dA(r) 1 d*B(r)

dr 0 e B(r) dr? SmGi (12)

cuja solucdo fornece o seguinte elemento de linha [2] [16]
ds* = dt? — dr® — r?(1 — 4Gu)de? — d=* | (13)

onde G é a constante gravitacional de Newton. Redefi-
nindo o termo angular do elemento de linha, dado por
(13), de tal forma que tomamos ¢’ = ¢/q, onde escreve-
mos o déficit de angulo planar da forma ¢=% = (1 —4Gu),
recaimos numa métrica de Minkowski dada por

ds® = dt? — dr® — r?d¢’* — dz* (14)

onde a coordenada angular varia no intervalo de [0, 27/q],
de modo que o espago-tempo agora é localmente plano
exceto em r = 0, isto é, sobre o defeito. Este elemento de
linha, do ponto de vista global, corresponde ao espago-
tempo de Minkowski menos um pedago subtendido pelo
angulo 87Gu. A quantidade Gu tem grande importancia
na teoria de cordas, pois, ela caracteriza a intensidade
da interacdo gravitacional e seu valor, obtido a partir de
Teorias de Grande Unificagdo, é compreendida da ordem
de 1076 conforme exibido em [31}/32]. Entdo o espago-
tempo gerado por uma corda cosmica tem a forma de
um cone no plano perpendicular a corda. Sendo plano,
ele satisfaz as equagbes de Einstein em toda regiao onde
T = 0.

O efeito da corda é portanto, introduzir um déficit no
angulo azimutal dado por A¢ = 87rGu no que resulta
que a superficie t = constante e z = constante tem
geometria de um cone ao invés de um plano, o qual sera
pontiagudo no limite da estrutura interna da corda indo
para zero. Neste caso, o espago-tempo correspondente
é conico e melhor descrito em coordenadas cilindricas
devido a simetria do problema.

A geometria acima descrita apresenta muitas carac-
teristicas interessantes, tais como:

e Auséncia de potencial gravitacional newtoniano,
embora isto nao implique na auséncia de efeitos
gravitacionais. Isto é, uma particula colocada na
presenca de uma corda cdésmica ndo sera atraida por
ela, qualquer que seja a ordem de grandeza da densi-
dade de massa da corda, o que é bastante diferente
do previsto pela corda de matéria da gravitacao de
Newton, em outras palavras, as cordas césmicas
possuem um potencial gravitacional nulo [33];

o Déficit de dngulo planar igual a A¢g = 87Gp [33];
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e Pode atuar como lente gravitacional, ou seja, devido
a natureza conica do espago-tempo ao redor da
corda cosmica, podem ser formadas imagens duplas
de objetos localizados atrés da corda em relagao a
um observador [2];

o Anélogo gravitacional do efeito Aharonov-Bohm,
que se dé devido ao movimento de particulas teste
no espaco-tempo de cordas cOsmicas através do
estudo de geodésicas [34];

o Auto-interacdo eletrostatica [13] que surge devido
ao campo gravitacional induzir uma curvatura no
espaco-tempo e, esta curvatura, por sua vez, pro-
voca distor¢oes nas linhas de campo do potencial
eletrostatico gerado por uma particula carregada,
fazendo com que esta particula sofra uma forga
finita sobre si mesma.

e O andlogo de uma corda césmica, em Matéria Con-
densada, chama-se desclinagao, sendo um tipo de
defeito muito comum em cristais. Vale ressaltar que
a teoria geométrica de defeitos de Katanaev e Volo-
vich [35] demonstra a equivaléncia deste ferramen-
tal matematico abordado a desclinacao, encarando
as propriedade geométricas, como a curvatura que o
defeito produz no meio, incorporando-a na métrica
da variedade. Deste modo, pode-se estudar e prever
o comportamento das particulas movendo-se neste
meio com defeito servindo como um laboratério
onde podemos visualizar experimentalmente as te-
orias da Gravitag¢do em cristais, por exemplo [36].

A imagem da fig[l] ilustra o déficit de angulo planar,
no plano (r, ¢) ortogonal & disposi¢do da corda césmica.
Pois, segundo a métrica apresentada em , a corda
cosmica que preserva a simetria de boost ao longo do
eixo z deve estar disposta nesta mesma diregao.

4. Vértices Abelianos

Para descrevermos as cordas césmicas idealizadas, ou seja,
cordas césmicas estaticas, com distribuicdo de matéria
infinita concentrada ao longo do eixo z e cuja a estru-
tura interna pode ser desprezivel, usaremos o modelo
de Nielsen-Olesen. Neste sentido, acoplando o tensor
energia-momento, associado a esta teoria, as equagoes de

-

N

0=

Figura 1: Déficit de angulo planar do espaco-tempo.
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campo de Einstein da Relatividade Geral, estudamos a
influéncia deste modelo na geometria do espaco-tempo.
De fato, Laguna [10] e Garfinkle 9] fizeram isto e, em
seus trabalhos, eles mostraram que o espaco-tempo ge-
rado pelo modelo de Nielsen-Olesen era equivalente ao
espaco-tempo gerado por uma corda césmica. Assim, para
um melhor entendimento a respeito da natureza de uma
corda césmica se faz necessario entender um pouco sobre
modelos em teoria de campos com quebra espontinea
de simetria, como ocorre com o modelo proposto por
Nielsen-Olesen.

4.1. A respeito do formalismo lagrangiano

Vamos introduzir, primeiramente, alguns conceitos tteis
na formulagdo da teorias de campos. Comecemos com a
grandeza denominada densidade lagrangiana, indicada
pela letra £, onde para campos de matéria represen-
tados por fungdes ¢(Z,t) = ¢(z), é dada por L =
L(p(x),0up(x)), isto é, esta densidade é um funcional
dos campos e suas respectivas derivadas.

A lagrangiana associada a esta teoria pode ser ob-
tida a partir da integracao espacial da densidade £ =
L(p(z),0pp(x)). Assim temos,

L(t) = /d?’xc. (15)

A agdo S pode ser obtida pela integracdao da lagrangiana
com respeito ao tempo que, por sua vez, leva a inte-
gracdo da densidade de lagrangiana no espaco-tempo

L= E(Sﬂ(x)a 8#90(55))

S = dt/d3:c£ = /d4x£ : (16)

Determinamos as equagdes dindmicas de movimento, ou
simplesmente equagoes de Euler-Lagrange, através do
principio variacional da minima acao, ou seja, 45 = 0,

logo temos
oL oL
= _9 — | =0, 17
7~ (a0.77) "

onde vemos, de acordo com a equagao acima, a conhecida
equagao de movimento de Euler-Lagrange para campos.

Esta formulagdo de densidade lagrangiana para cam-
pos é construida de tal forma que seja invariante por
transformagoes de Lorentz. Além disso, admitiremos,
deste ponto em diante, que esta densidade também sera
invariante perante outros tipos de transformagoes di-
tas transformagoes de gauge (ou também chamadas de
transformacoes de calibre).

Vamos supor a seguinte transformagao sobre os campos
de matéria

p(z) — ¢'(2) = (), (18)

onde o é uma constante arbitraria real. Deste modo, a
derivada dos campos se transforma da seguinte maneira

Oup(x) — aﬂd@) = e (). (19)
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Tais transformagcoes nos campos e nas suas derivadas
séo ditas como sendo transformagées de gauge de primeira
espécie (ou global). Isto é necessario para a construgao
de uma lagrangiana para estes campos, invariante por
estas transformacoes. A transformacao da densidade de
lagrangiana dar-se-a4 da seguinte maneira

Le(@),0u9@) — L1 @), (@)
= L), € Dp(x). (20)

Neste caso, dizemos que o grupo de simetria da teoria é
o grupo Abeliano U(1), que caracteriza as transformagoes
unitarias nos campos, geradas por um Unico parametro.
O grupo U(1) pode ser interpretado como o grupo de
rotagoes ao longo do circulo de raio unitario. Neste caso o
grupo apresenta apenas um unico gerador e os elementos
deste grupo podem ser genericamente representados por
g = exp(iea), sendo “e” o gerador do grupo e o um
pardmetro que pode ou nao depender do ponto x*. Além
do mais, escolhe-se o parametro « infinitesimal tal que
possa ser reescrita aproximadamente como

¢'(x) = (L+iea)p(x) — dp(x) = ¢'(x) — @(z), (21)

onde identificamos ieap(z) = Jo(x).
Como L ¢ invariante para uma transformacao qualquer
de gauge global, ou seja, 0L = 0, teremos que
oL oL

75 + —
"7 9(9up)

Do fato de que 6(9,¢) = 0,(d¢) e usando e
em encontramos que

LCORECIN
A(Ouep(x))
Assim, podemos dizer que existe uma corrente de No-

ether, ou seja, uma corrente conservada, d,J"(z) = 0,
associada a esta invariancia, onde

OL(p(2), O ())
Oup(x))

Podemos definir uma carga conservada da seguinte
forma

5(Ousp) = 0. (22)

Oy (z’eacp(x) (23)

(@) = iep() (24)

Q= /deJO(x). (25)

Vamos supor agora que na transformacio do campo
segundo (|18)) o pardmetro « dependa do ponto z#, ou
seja

¢'(2) = e @p(z) = U(x)p(x). (26)

A este tipo de transformacio damos o nome de trans-
formagao de gauge local. Entao, os termos envolvendo
derivadas na densidade lagrangiana irao se transformar
da seguinte forma

Oup(x) — Ou¢' () = 0 (U(z)p(x))
= U(@)0up(x) + ¢(2)0,U(x), (27)
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ou seja, a derivada do campo ¢(z) nao se transforma
como o proprio campo. Portanto, o segundo termo que
aparece em faz com que a densidade lagrangiana
nao seja mais invariante por transformagoes locais. Por
outro lado, na obtencdo de uma teoria que seja inva-
riante por transformacoes deste tipo, faz-se necessério
a introducao de novos campos de gauge em que gene-
ralizamos o conceito de derivada. Seja A,(x) o campo
de gauge, definiremos entao a derivada D,, da seguinte
forma
D, =0, +ieA,(z). (28)
Sob uma transformacao de gauge local, a nova defini¢ao
de derivada, também conhecida como derivada covariante,
ird se transformar da seguinte forma:

D¢’ (x) = Ul2)Oup(z) + (0.U(2))p(2)
+ ieAL(a:)U(x)ga(x).

O significado de uma transformacéo de calibre local estd
associada a transmissdo da informacdo ponto a ponto
através do campo de calibre.

Admitindo que o campo de gauge se transforme como

(29)

A (z) = L (9,U()U (@)

= Au(x) Ipa(z), (30)

segue de (29) que a derivada covariante ird se transformar

DL()O/(QS) = U(x)Ducp(x),

ou seja, a derivada covariante do campo ¢(z) ird se
transformar da mesma maneira que o préprio campo,
neste ponto, entao, a densidade lagrangiana total do
sistema deverda ser modificada para

(31)

Lr = L{p. Dyp) + L(AL). (2)
Onde esse o termo L£(A,) deverd levar em consideragao
apenas a dindmica do campo de gauge. Sendo agora, L
a densidade lagrangiana invariante, ndo apenas frente
as transformacoes de Lorentz, como também invariante
perante quaisquer transformacoes de gauge.

Analisando a teoria de Maxwell do eletromagnetismo,
vemos que o tensor de intensidade de campo F},,, que é
antissimétrico, pode ser escrito como

F=0,A.(x) — 0,A,(x). (33)
Verificamos que tal tensor é invariante perante a trans-
formacao de gauge definida por , ou seja, F ;Iw =F,
Com isso podemos inferir que o campo de gauge, A, (z),
é de fato o quadri-potencial vetor do eletromagnetismo.

Onde L£(A,) é a densidade lagrangiana de Maxwell, a
qual é escrita como
1
L(A,) = Lar = =7 F" Fp. (34)
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Portanto, identificando o fator , que aparece como
gerador das transformacoes locais de gauge, como sendo a
magnitude da carga elementar, concluindo que esta teoria
é invariante de gauge por transformagoes do grupo U(1),
acoplando fétons com a matéria carregada, fendémeno
estudado pela eletrodindmica quéntica.

4.2. O Modelo de Nielsen-Olesen

O modelo proposto por Nielsen-Olesen para vortices
abelianos, no contexto da relatividade geral, gera uma
estrutura geométrica semelhante a de uma corda césmica.
Neste sentido, este objeto é um forte candidato para
descrever matematicamente as cordas césmicas, isto é,
séo fortes candidatos a fontes para este tipo de defeito.
Todavia, Nielsen e Olesen, partindo de uma teoria rela-
tivistica de campos, em 1973, mostraram que é possivel
obter solugdes de vortices [8] partindo da densidade de
lagrangiana do modelo de Higgs abeliano, que é expressa
por

1 . . %
_ZFWFW + (0, + ieA,)p][(0* — ie A )]

(35)

E:

— 1ot = Mey™)?
onde F,, = 0, A, — 0, A,. Esta densidade de lagrangi-
ana descreve uma teoria invariante por transformacoes
locais de gauge U(1). O termo de auto-interagdo em ,
/\(<p<p*)2E|, ¢ introduzido de modo que a teoria apresente
um vécuo infinitamente degenerado, isto é, a teoria pos-
sui infinitos estados de menor energia, o qual satisfaz
a condigdo |p|? = m?/\. Assim, para uma escolha par-
ticular de configuracdo de vacuo, ¢(z) = me'®/ VA, a
simetria de gauge local é espontaneamente quebradaﬂ

O principio de Hamilton, 6S = 0, nos fornece as se-
guintes equacoes de movimento

l/ ie * * *
0" Fuy = ju = =5 (9" 0u =90 ¢ )—e* A e, (36)
DuDV@ = Ap (‘PSO - /\> ) (37)
onde D, = 0, +ieA,.

Para um vortice na diregdo z, as componentes associa-
das ao potencial vetor, no sistema de coordenadas Carte-
sianas, sdo A" = (0, A,, A,,0). Para esta configuragéo,
a componente do tensor F},,, que nos interessa ¢ Fa,
pois, a partir da mesma, podemos calcular o fluxo que
passa através do plano (z,y). Parametrizando o campo
de Higgs por ¢ = |p|e?X, o fluxo, @, que passa através de
uma area limitada por uma curva fechada C', é dado por:

o= /czgcdyF12 :f drtA; = —1]{ dz'd;x , (38)
e} € Jc

onde usamos o fato da integral de linha ser efetuada sobre
a curva fechada C, muito distante do fluxo magnético e,
que na mesma, j,, = 0.

3Chamamos este termo de Auto-interacdo, pois neste ponto, o
campo de matéria interage consigo mesmo.
4De fato, dizemos que a simetria é espontaneamente quebrada
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As equacdes de movimento, apresentadas em e
7 sao dificeis de resolver. Porém, o procedimento
padrao, para diminuir a dificuldade de resolucdo des-
sas equagdes é supor o seguinte ansatz cilindrico, com
simetria ao longo do eixo z, para os campos [§]

Ay =0, A= AW, o(r.0) = f(r)e™®, 12 =22 4y? .
(39)
Isto reduz as equagoes de movimento e a

L () (2o

+ oA (f(r)2 — ”f)] =0 (40)
— (A eamn) + (240 - ") g6y =0 ()

Embora nao existam solugoes analiticas para estas
equagoes acopladas, varias propriedades dos vortices po-
dem ser observadas por consideragdes gerais e analises
numéricas. Do ponto de vista geral, podemos ver que
o conjunto apresenta solucoes assintéticas bem defini-
das. Para pontos préximos do nicleo do vértice, f(r) =
A(r) = 0, e para pontos distantes do nicleo do vértice,
f(r) = m/vVX e A(r) ~ n/er. Uma solucio numérica do
conjunto de equagdes diferenciais é dada abaixo.

Através da fig. 2 podemos ver que do conjunto de
equagoes diferenciais de segunda ordem acopladas surgem
duas escalas de massa, ms; = v2m, que correspondem
a4 massa do campo escalar deslocado ¢’ = ¢ — m/v/A
e m, = em/ VA, que corresponde & massa do campo
de gauge A,. O comprimento de coeréncia & = V2/my,
fornece a escala espacial de variacao do campo de Higgs,
enquanto que a profundidade de penetragdo, § = 1/m,,,
descreve a variagao espacial do efeito eletromagnético.

Nao existe uma solugao analitica exata para o sistema
de equagoes acopladas e , entretanto, podemos
obter expressoes assintoticas para os campos de Higgs e
Maxwell. As formas destes campos para pontos distantes
do vortice, que fornecem solugdes com densidade linear
de energia finita, sdo dadas por [37]

r (1~ cte. e/¢
f(r) — ﬁ(l t ) (42)
A(r) — g + cte. e7"/0 (43)

Conforme a fig]2] vemos explicitamente que o campo
H(r) difere, apreciavelmente, de zero até uma distancia
6 do centro do vortice. J4 o campo de Higgs, para um
valores maiores que &, atinge seu valor de vacuo. Esta
configuracdo é chamada de vértice.

Garfinkle, em 1985, estudou os efeitos gravitacionais
associados aos voértices de Nielsen e Olesen [9]. Com
esta finalidade, ele usou o tensor energia-momento, 7},
obtido a partir da lagrangiana do modelo de Higgs abeli-
ano, no contexto da relatividade geral, como fonte das
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Figura 2: Solucdo numérica para o sistema de equagdes diferen-
ciais parciais de segunda ordem e acopladas, dadas por (40) e

().

equagoes de Einstein. Neste caso, a métrica estatica, com
simetria cilindrica, pode ser escrita como

ds? = e*dt* — dr? — e“df? — e’d2? | (44)
onde os parametros a, b e ¢ sdo fungoes de r satisfazendo
as seguintes condi¢bes de contorno:

(45)

De posse desta métricaEI Resolvendo as equacoes de
campo de Einstein, para o tensor energia-momento de
Nielsen-Olesen, Garfinkle encontrou, como no espaco-
tempo plano, solugdes estaticas simetricamente cilindricas
as quais representavam vortices. Também mostrou que,
assintoticamente, o espago-tempo em torno de um vértice
é do Minkowski a menos de um pedaco. Isto significa
que, assintoticamente, o vértice pode ser visto como uma
corda cosmica contendo um campo magnético em torno
da mesma.

5. Conclusoes

Ao longo deste trabalho, apresentamos introdutoriamente,
alguns motivos acerca do porqué dos defeitos topolégicos
tipo corda césmica estarem em alta no Ambito da fisica de
altas energias e da matéria condensada. O que advém do
fato dos efeitos quanticos sobre os campos de matéria, no
qual a topologia nao trivial desses objetos causam efeitos
de polarizacdo. Compreendendo-se o viacuo como estado
de menor energia, os efeitos de polarizacdo do vacuo
podem ser compreendidos como mudancas na escala dessa
menor energia. Tais efeitos em teoria quantica de campos
sdo vistos calculando os valores esperados no vacuo, VEV,
de certas observaveis, tais como, a densidade de corrente
induzida [25] e o tensor energia-momento dos campos

50s céalculos envolvendo as equagdes e sdo extensos, caso
haja alguma divida sugiro ao leitor ver a referéncia [9), entretanto,
a ideia geral desse ansatz que consiste na métrica, se da pelo fato
da simetria do problema e no limite de » — 0 recuperarmos a
métrica de Minkowski em coordenadas cilindricas.
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de matéria [21] induzido. Tais observaveis servem como
fontes para as equacoes de Maxwell, no caso da densidade
de corrente induzida, e para as equacoes de Einstein, no
caso do tensor energia-momento. Neste ultimo caso, a
fonte das equagdes de Einstein nao consiste mais no
tensor energia-momento cléssico, T},,,, mas sim no tensor
energia-momento quantizado, (T),,), o que acarretard em
certas corregdes no tensor métrico [38].

Vimos também que, num referencial inercial, o espaco-
tempo é descrito pela métrica de Minkowski, , que con-
siste numa métrica singular e diagonal. Contudo, quando
passamos para referenciais acelerados, a métrica passa
a depender do ponto, consistindo num conjunto de dez
fungbes de coordenadas do espago-tempo, contendo toda
informacao sobre a geometria da variedade. Desta forma,
percebe-se que referenciais acelerados sdo equivalentes a
campos gravitacionais, de modo que os efeitos gravitacio-
nais podem ser descritos pelo tensor métrico, g, (). As-
sim, entende-se a gravitagdo como um desvio na métrica
do espago-tempo plano. Além do mais, esta métrica nao
é fixada arbitrariamente, mas dependera da distribuicao
de matéria local.

Desta maneira, a corda césmica é um objeto cuja
densidade de matéria é infinitamente concentrada em
uma linha, cuja a densidade de massa é u. Dispondo
de tal objeto, que pode ser descrito pelo tensor energia-
momento dado em , a deformacdo causada no espaco-
tempo é conica e a métrica descrita por essa densidade de
matéria é dada segundo , que consiste num métrica
de Minkowski, com simetria cilindrica, a menos de uma
alcunha igual a 87G, que corresponde ao déficit de angulo
planar ortogonal ao eixo de simetria da corda césmica.

Por fim, vimos que tais objetos idealizados podem ser
descritos através dos modelos de voértices abelianos pro-
postos por Nielsen e Olesen. Deste modo, utilizando o
modelo de Higgs abeliano, supondo um ansatz cilindrico,
, pode-se obter um conjunto de duas equagoes di-
ferenciais de segunda ordem acopladas que, apesar de
nao possuirem uma forma analitica fechada, podem ser
obtidas solu¢des numéricas e assintéticas, e .
Desta forma observa-se que duas escalas de comprimento
aparecem naturalmente desta teoria. Uma associada com
o inverso da massa do campo escalar, £ = 1/mg, e a outra
relacionada com o inverso da massa do campo vetorial,
0 = 1/m,, que adquire massa devido ao mecanismo de
Higgs. Ainda no ambito dos vértices abelianos Linet [13]
e Garfinkle [9], partindo do tensor energia-momento as-
sociado ao modelo de Nielsen e Olesen como fonte das
equacoes de Einstein, obtiveram uma métrica associada
a este modelo, equivalente & métrica descrita por uma
corda césmica. Sendo a estrutura interna deste objeto
delimitado pela escala de energia no qual o campo de
Higgs decai para o seu valor de vacuo.
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