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A localizagio espacial do futuro telescépio James Webb Satellite Telescope (JWST), em uma posigdo conhecida
como L2 em relagdo ao sistema Sol-Terra, nos remete ao mais celebrado problema da dindmica, que é o problema
de trés corpos. Neste trabalho demonstramos o célculo do posicionamento do telescopio JWST no espaco, cujo
langamento estd previsto para ocorrer em 2019. Para isso, consideramos o problema restrito de trés corpos,
estudando o movimento de grandes massas se movendo sobre atragdo gravitacional mitua, considerando neste caso
que o terceiro corpo (JWST) tem massa desprezivel se comparada aos demais. Além de fazer um breve interlidio
histérico, mostramos as forgas envolvidas no célculo da posicdo do telescépio JWST no espago, e fornecemos
algumas expressoes matematicas simplificadas para tal ponto de Lagrange. Esse estudo envolve o problema da forga
central explorado em mecénica, o problema dos pontos de lagrange e suas localizagoes, explorados em astronomia
e em dindmica do sistema solar e a gravitacdo classica de Newton.

Palavras-chave: Problema restrito de trés corpos, pontos de Lagrange, Telescépio JWST.

The spatial location of the future James Webb Satellite Telescope (JWST), in a position known as the L2 in
relation to the Sun-Earth system, direct us to the most celebrated problem in dynamics, which is the three-body
problem. In this work we demonstrate the calculation of the JWST position in space, whose launch is expected
to occur in 2019. For this purpose, we consider the body restricted problem, studying the movement of large
masses moving over mutual gravitational attraction, considering in this case that the third body (JWST) has
negligible mass when compared to the others. In addition to making a brief historical interlude, we show the forces
involved in calculating the position of the JWST telescope in space and we provide some simplified mathematical
expressions for such a Lagrange point. This study involves the problem of central force explored in mechanics,
the problem of lagrange points and their locations, explored in astronomy and dynamics of the solar system and

Newton’s classical gravitation.

Keywords: Three body restrict problem, Lagrangian points, JWST satellite Telescope.

1. Introducao

O ano de 2019 promete ser um marco para uma nova era
das observagoes espaciais e o motivo de tanta expectativa
deve-se ao lancamento do telescépio espacial JWST (Ja-
mes Webb Space Telescope) previsto para ocorrer entre
marg¢o e junho desse ano [1]. O JWST foi planejado e
construido para ser o grande sucessor dos telescopios
espaciais de nova geracao, tais como o telescopio Hub-
ble que, foi lancado em abril de 1990 e que em 2017
completou um ciclo de 27 anos marcado por grandes des-
cobertas cientificas. O conhecimento mais preciso sobre
a idade do universo primitivo, de buracos negros super-
massivos, de exoplanetas, do nascimento e de espasmos
estelares e ainda sobre a expansao acelerada do universo,
devem-se as observagoes feitas pelo Hubble [2]. Vale des-
tacar também o papel importante desempenhado pelos
antecessores deste telescépio, os ndo menos importan-
tes telescépios Spizer, Keppler, K2 e IRAS [3]. Em se
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tratando de algo mais grandioso, é natural que se criem
expectativas ainda maiores sobre o futuro sucessor do
Hubble.

O JWST traz consigo muitas caracteristicas inovadoras.
Pode-se afirmar que quando concluido, o JWST terd uma
abertura de aproximadamente 6,6 metros de diametro,
terd o espelho principal constituido por um conjunto de
18 células independentes fabricadas em berilio, totali-
zando um total de 25 metros quadrados para o registro
de raios luminosos [41/5]. E tudo isso para fazer a captacio
de imagens mais profundas na regido do espectro eletro-
magnético do infravermelho. Por isso sua configuracdo é
bem diferente da configuracao de seu antecessor. Para efei-
tos comparativos, o Hubble contém observatérios orbitais
que observam o universo em diferentes comprimentos de
onda (luz visivel, raios gama, raios-X e o infravermelho).
Ja no JWST, o sistema éptico infravermelho foi projetado
para operar na faixa dos comprimentos da luz laranja
ao infravermelho médio. A bordo do observatério estao
alocados quatro instrumentos cientificos, uma camera
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de infravermelho-préximo (NIRCam), um espectrografo
que atua na regiao do infravermelho-préximo (NIRSpec),
um filtro de imagens ajustavel (TFI) e um instrumento
para andalise do espectro na faixa do infravermelho médio
(MIRI) [4].

As diferencas entre um e outro telescépio nao ocor-
rem apenas nas configuragoes. Sabe-se que o telescépio
JWST serd transportado dos Estados Unidos até a Gui-
ana Francesa. O Hubble encontra-se na érbita terrestre
a aproximadamente 589 km, o JWST sera lancado pelo
veiculo espacial Ariane-5 até uma distancia de aproxi-
madamente 1,5 milhdes de quilémetros da Terra, um
ponto conhecido como ponto de Lagrange L2 [4]. Essa
posigao do telescépio no segundo ponto de Lagrange (L2)
é estratégica, e ao contrario do telescopio Hubble, no
JWST nao estad prevista manutencao no espago. O mo-
tivo do langamento da nave espacial ser localizado na
faixa equatorial do planeta (Guiana Francesa), deve-se
ao fato da possibilidade de aproveitamento da velocidade
de rotagdo da Terra em sentido favoravel a trajetéria a
ser percorrida pela nave. Esta técnica é conhecida como
estilingue gravitacional [6] e suas implicagoes em missdes
espaciais sio apresentadas na referéncia [7]. Basicamente
no efeito estilingue a energia cinética e momento linear
de um corpo sao transferidos para um corpo de massa
menor, no nosso caso, o veiculo espacial Ariane-5, fa-
zendo com que a energia deste veiculo cresca de forma
prodigiosa.

O objetivo deste trabalho é mostrar o calculo do po-
sicionamento do telescopio JWST em relacao a Terra,
nos rementendo ao problema restrito de trés corpos, es-
tudando o movimento de grandes massas se movendo
sobre atracdo gravitacional mutua, considerando neste
caso que o terceiro corpo (JWST) tem massa desprezivel
se comparada aos demais. No desenvolvimento deste tra-
balho, ap6s um breve interlidio histérico, mostramos
as forgas envolvidas no calculo da posi¢ao L2 do JWST
no espago, fornecendo expressoes matematicas para a
posicao tal ponto de Lagrange.

2. A homenagem a James Edwin Webb
e os Objetivos Cientificos do
Telescépio JWST

O inicio século XX foi marcado por um significativo in-
centivo aos estudos e fomentacao de missoes espaciais
por parte dos EUA. A parte relacionada a pesquisa de
questoes de observagdo e instrumentacao cientifica foi
estabelecida neste periodo, com a concep¢ao de uma
nova geragao dos telescépios espaciais [8]. O nome JWST
foi dado em homenagem ao ex-diretor da agéncia ae-
rondutica e espacial dos Estados Unidos (NASA), Ja-
mes Edwin Webb (1906-1992). James Webb aceitou a
indicacao politica feita pelo entdao presidente John F.
Kennedy para ser o diretor da NASA. E nessa agéncia
ocupou tal cargo pelo periodo compreendido entre 1961
e 1969, sendo responsavel por conduzir as diretrizes e
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politicas da NASA. Notoriamente, ele cumpriu a meta
estabelecida pelo presidente Kennedy de aterrissar um
homem na Lua antes do final da década de 1960. O
periodo compreendido entre essa e outras conquistas fi-
cou conhecido como Era Apollo [|9]. James Webb ainda
contribuiu para a realizagdo de varias missoes espaciais,
para a criagdo do Centro Espacial Johnson, em Houston,
para realizacdo de um programa de exploracao planetaria
( Mariner e Pioneer). E assim em 2002, um telescépio
primeiramente batizado como telescépio de nova geracgao
foi renomeado para James Webb Satellite Telescope em
homenagem ao segundo diretor da NASA.

As futuras observagoes do JWST irdo gerar informagoes
que darao continuidade as investigagoes sobre a origem
do universo. Os objetivos cientificos deste telescépio en-
volvem a medicdo das distdncias dos primeiros raios
luminosos emitidos apds o Big-Bang, o fim da era escura,
estudos mais detalhados sobre a matéria escura [4], a
evolucgao do sistema solar, a formagao das galaxias, e a
busca por sistemas solares que possam ser habitdveis [10].
Algumas caracteristicas consideradas chaves como re-
solucao espacial, espectral e temporal aumentaram em
questoes qualitativas, se comparados aos telescopios an-
teriores como o telescopio Hubble.

3. O JWST & Problema Restrito dos
Trés Corpos na Astronomia

O problema Newtoniano cldssico da interacio gravitacio-
nal entre corpos celestes e seus movimentos é de extrema
importancia no contexto da Fisica e da Astronomia e
foi objeto de diversas investigacdes de grandes fisicos,
astronomos e matematicos por mais de 300 anos [20].
Dentre os notaveis nomes que abordaram e contribuiram
significativamente para este problema destacam-se Euler,
Lagrange, Laplace, Jacobi, Le Verrier, Hamilton, Poin-
caré e Birkhoff, Hill entre outros [21]. As investigacoes
realizadas por esses cientistas possibilitaram avancos em
questdes de compreensao de posicionamento de satélites
naturais e artificiais, entre outros pontos. Isaac Newton,
que formulou a lei da gravitagao universal e, posterior-
mente, desenvolveu preposi¢oes a respeito da interacao
gravitacional entre corpos celestes e seus movimentos
(Philosophize Naturalis Principia Mathematica, 1687),
comegou um estudo inicial referente ao problema da
interacao gravitacional e de movimentagao entre trés
corpos. Ele considerou inicialmente a 6rbita da Lua em
torno da Terra e os efeitos aparentes do Sol nesse movi-
mento. Euler (1722) dando continuidade as investigagoes,
estudou o movimento da Lua, assumindo que a Terra e o
Sol orbitavam um centro de massa comum entre ambos,
considerando érbitas circulares e tratou a massa da Lua
como desprezivel em relagdo as massas do Sol e da Terra.
Esta abordagem ficou conhecida como problema restrito
dos trés corpos. Em paralelo, Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) descobriu a solugdo do tridngulo colinear e
equilateral, sendo esta solucao aceita e usada em casos
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de massas arbitrarias em muitos dos problemas atuais
relacionados ao tema. Mais tarde, Euler [23] formulou
uma solugao periédica e relativamente simples sobre o
problema dos trés corpos. Para isso, ele assumiu como
modelo o movimento de elipses colineares, a teoria do
movimento dos corpos rigidos (Theory of the Motions of
Rigid Bodies, 1765). Em 1836, Jacobi também forneceu
importantes contribuicoes para o problema restrito dos
trés corpos ao usar um sistema de coordenadas rotacio-
nais, ja introduzidas por Euler em 1767 para demonstrar
que havia uma integral de movimento do sistema. Essa
integral ficou conhecida como integral de Jacobi. Posteri-
ormente a metodologia envolvendo essa integral foi utili-
zada por George W. Hill (1838-1914) na determinagio do
movimento de um asteroide no problema de trés corpos.
Hill ainda introduziu as curvas de velocidades nulas, que
estabeleciam as regides permitidas para o movimento dos
corpos celestes e fez um estudo do caso especial onde
duas massas eram muito menores se comparadas a uma
terceira. Assim, ele descobriu uma nova classe de solugoes
e dentre suas principais contribui¢oes destacamos uma
aproximagao para resolver o problema de trés corpos
envolvendo o sistema Sol-Terra-Lua. Atualmente, essa
teoria continua sendo muito usada em mecanica celeste
apos sofrer algumas modificagoes.

Pode-se dizer que esse grande periodo classico terminou
com a proposta de um método mais robusto “surfaces of
section, phase space and deterministic chaos”, desenvol-
vido por Poincaré. Vale ressaltar que o trabalho realizado
por Poincare recebeu grande repercusao, pois, até entao,
os métodos empregados por ele eram incomparavelmente
mais profundos e poderosos do que os anteriormente em-
pregados na mecanica celestial e marcaram uma época
no desenvolvimento da ciéncia. Neste trabalho Poincaré
desenvolveu métodos para solucionar equacdes diferen-
ciais e utilizou tais métodos para o estudo de érbitas
periddicas, demonstrando ainda a nao integrabilidade
dos sistemas que descreviam o problema de trés corpos.
Como bonus, Poincaré conseguir identificar um problema
imprevisivel e descobriu a primeira manifestacdo do que
hoje é conhecido como caos [22].

Como exemplos possiveis para o problema de trés cor-
pos podemos considerar a configuragao do Sol-planeta-
planeta, Sol-planeta-satélite ou sistemas envolvendo Sol-
planeta-asterdide. Essa hierarquia de 6rbitas e massas no
nosso sistema solar indica que o problema restrito de trés
corpos pode fornecer uma aproximacgao relativamente
boa para algumas configuragoes de massas. Existem va-
riagoes mais excéntricas para o problema de trés corpos
tais como o problema de Copenhagen, no qual as duas
massas maiores sao iguais, e o problema Pitagérico, no
qual os trés corpos tém massas que obedecem as razoes
3:4:5. Neste artigo, estudaremos o caso simples a que se
enquadra o posicionamento do telescopio JWST, ou seja,
o caso onde a massa de um dos astros é desprezivel em
relacdo a massa do outro.
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4. Calculo da Distancia L2 a partir da
Terra

O tratamento feito pela mecanica sobre movimento de
dois corpos envolve forcas inversalmente proporcionais ao
quadrado das distancias envolvidas e apresenta solugoes
para as equacoes de movimento que contemplam Orbitas
elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas. Estamos interes-
sados em descobrir o que acontece quando uma terceira
massa é adicionada a um sistema como este.

O telescépio JWST pode ser tratado como uma particula
(P) de massa desprezivel em movimento, movendo-se so-
bre a influéncia gravitacional da Terra e do Sol. Varias
solucdes podem envolver o problema de trés corpos se-
gundo a mecanica. Se por exemplo a energia total desta
configuracao é positiva, todas as massas podem afastar-se
uma das outras, ou ainda uma das particulas pode esca-
par levando consigo a maior parte da energia, e neste caso,
deixando as outras duas para tras descrevendo érbitas
elipticas. Se a energia for negativa, uma das particulas
pode escapar e deixar as outras duas em um estado ligado,
ou ainda as trés podem mover-se em Orbitas vinculadas
sob influéncia de suas gravidades miituas. Este iltimo
caso se aplica ao telescopio JWST.

O sistema a ser descrito aqui é o problema restrito
circular de trés corpos, visto que a érbita da Terra em
torno do Sol é aproximadamente circular sobre o centro
de massa comum entre esses astros. Sendo assim, Sol e
Terra irdo exercer atragdo gravitacional sobre o JWST e
a influéncia gravitacional deste telescépio sobre o planeta
e 0 Sol pode ser desconsiderada. Neste trabalho vamos
exemplificar o cdlculo do posicionamento de um objeto na
posicao L2 no espaco. Aqui, por simplicidade, tomamos
como exemplo o sistema Sol-Terra mas, célculos seme-
lhantes podem ser feitos para outros sistemas envolvendo
outros planetas e seus satélites, etc. Esse calculo é valido
quando a massa de um dos astros é muito menor do
que a massa do outro astro, como no caso a ser aqui
exemplificado. No céalculo a ser aqui exemplificado usa-
mos a teoria da Gravitagdo Universal de Newton para
descrever a interag@o entre os trés corpos. Outras ma-
neiras de se abordar tal problema poderiam envolver o
uso do formalismo Hamiltoniano e ainda do principio
variacional.

Poderiamos nos fazer uma pergunta: Em quais lugares
poderiamos estacionar um telescépio, aqui tratado como
uma particula, com uma certa velocidade no referencial
inercial, de modo que ele permaneca estacionario em
um outro referéncial em movimento de rotacdo? Para
responder a tal pergunta é importante lembrar que em
tais lugares, a particula sofre acdo de forcas gravitacio-
nais exercidas pelas duas grandes massas e descreve uma
orbita kepleriana. Na figura[ll a, b e ¢ denotam respec-
tivamente a localizagao do Sol, do centro de massa e da
Terra com relacao ao telescopio, aqui denotado como P.
F, e Fy denotam as forcas da particula por unidade de
massa direcionadas para o Sol e a Terra, respectivamente.
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P

Sol

Terra

Figura 1: A figura indica as forgas exercidas pelas duas massas (Sol e Terra) sobre um objeto aqui denotado por P. O ponto
“O"refere-se a localizagdo do centro de massa entre o Sol e a Terra. As figuras estdo fora de escala.

Como a particula estard estacionada no referencial em
rotacgdo, ela deve estar a uma distancia fixa b do cen-
tro do centro de massa O, sendo b o tnico ponto fixo
do referencial inercial. Levando em consideragdo que
a particula move-se numa trajetéria circular, ela esta
sofrendo também a acdo de uma forga centripeta, direcio-
nada para -b. Esta forca é balanceada pela soma vetorial
das forcas F=F; + F5, dirigida para b e passando pelo
centro de massa O.

Poderfamos também cogitar a existéncia de uma pseu-
doforga de Coriolis que poderia ser percebida por uma
particula que estd em um referéncial néo-inercial em
rotagdo em relacao ao referéncial inercial. A forca de
Coriolis é uma pseudoforca que age em objetos que estao
em movimento em relagdo a um determinado referencial,
sendo definida por

FC'oriolis = _2m0bj (W X v”‘)> (1)

onde m,y,; denota a massa do objeto ou particula, v, e
w denotam respectivamente as velocidades num sistema
rotacional e a velocidade angular do objeto em questao.
Porém, lembramos que tal pseudoforca nao precisa ser
levada em consideragdo nestes célculos, visto que ela
aparece apenas quando a particula estd em movimento
em relagdo ao referencial ndo-inercial. E este nao é o caso
do telescépio JWST, visto que ele ocupard uma posigao
estaciondria em relacdo ao referéncial em rotacao.

Para responder a pergunta feita no segundo paragrafo
desta secao, faz-se um calculo matematico envolvendo
o balangeamento do vetor for¢ca F em uma direcao ar-
bitraria e conclui-se que o sistema tem um ponto de
equilibrio no vértice de um tridngulo equilatero, cuja
base é formada pela linha que une as massas do Sol e
da Terra. Por simetria, sabe-se que existe outro ponto
de equilibrio abaixo da mesma linha sobre o vértice de
um tridngulo equilatero. Esses pontos estacionarios sao
conhecidos como L4 e L5, respectivamente. Calculos sub-
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sequentes indicam a existéncia de outros trés pontos L1,
L2 e L3 localizados sobre a linha que une as trés massas,
conforme pode ser visto na figura [2l Exemplificamos na
Tabela [I] objetos naturais e artificiais que ocupam os
pontos de Lagrange no sistema solar.

As solugoes para a localizacdo dos cinco pontos de
equilibrio (L1, L2, L3, L4 e L5), mencionados no pardgrafo
anterior, podem ser encontradas, exigindo-se que nesses
pontos a particula tenha velocidade e aceleragao nulas
no referencial em rotacdo. Vamos considerar que o mo-
vimento da particula, do Sol e da Terra ocorrem num
plano x — y. Esta foi uma solugao explorada por Euler,
onde uma das massas encontrava-se em linha reta entre
as outras duas massas envolvendo uma configuragao de
energia negativa, ou seja, um sistema ligado.

Para o calculo mais especifico do posicionamento do
telescopio JWST assume-se que y = 0 e neste caso ha
trés pontos de equilibrio L1, L2 e L3 localizados ao
longo do eixo x. Estas solu¢des também sao conhecidas
como pontos de Lagrange colineares. Neste caso, o JWST
ocupara a posicao L2.

Vamos simplificar o calculo para o posicionamento do
JWST no espago. Seja M a massa do Sol, m a massa da
Terra, r a distancia da Terra ao Sol, v a velocidade da
Terra, vs a velocidade do satélite, m4 a massa do satélite
localizado na linha que une o Sol a Terra, T o periodo
que a Terra leva para dar a volta em torno do Sol, R+ r
a distancia do satélite que estara posicionado em L2 em
relacdo ao Sol-Terra. O satélite sofrerd influéncia das
forgas gravitacionais combinadas (F') exercidas pelo Sol e
pela Terra e acompanhara a Terra, descrevendo portanto
uma 6rbita circular em torno do Sol. Escrevendo F' em
sua forma escalar, temos

_ GMm; L Gmmyg @)
- (r+R)? R2
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Tabela 1: Exemplos de objetos naturais e artificiais em pontos de Lagrange.
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Objetos em Pontos

de Lagrange L1 L2

L4

L5

ISEE-3 , Genesis,

. WMAP |16
Lisa WIND [12], AR ,
Sol-Terra SOHO [L3, Observatérios Espaciais
Herschel e Gaia
/

Terra-Lua ARTEMI? , Chang’e
Sol-Venus

Sol-Marte

Sol-Jupiter
Saturno - Tétis

Sol-Netuno

Asteroid 2010
TK7,STEREO A

Espagonave HiterEl
2013 ND15

Asterdéide (121514) 1999
uJ7

Asterdides Troianos
Satélite Telesto
Asterdides (385695) 2005
TO74, 2001 QR322, 2005
TNs3, 2006 RJ103, 2007
VL305

Asteroid (419624) 2010
SO16, STEREO B,
Telescépio Spitzer

Espaconave Hiten

5261 Eureka, Asterdides
(101429) 1998 VFs1,
(311999) 2007 NSq,
(385250) 2001 DHa7
Asteréides Troianos

Satélite Calipso

Asteréides 2008 LCisg,
2004 KV18, 2011 HM 92

L3

Figura 2: Figura ilustrativa mostrando a localizagdo dos pontos de Lagrange.

Essa aproximacao é valida neste caso, visto que a ex-
centricidade da Terra é muito pequena. Fazendo com
que a forga centripeta balanceie a for¢a da gravidade F
teremos

GMmg . Gmmyg mgv? _ (3)
r+RE R r+R)
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Seja a expressdo para a velocidade de satelizagdo dada
por vs = 27(r + R)/Ts, onde nesta ultima expresdo T
denota o periodo do satélite. Substituindo v, na Eq. [3|e
considerando iguais os periodos da Terra e do Satélite
fazendo Ts = T, e utilizando a lei de Kepler para orbitas
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N@ Webb

L2
Terra

Figura 3: llustragdo das érbitas L1 and L2 considerando o sistema Sol-Terra.

circulares, fazendo 472 /1% = GM/r®, teremos

GM N Gm(r+R)  4x*(r+ R)?
(r+R) R? N T2
GM n Gm B ﬁ @)
(r+R)3  RX(r+R) T2
GM_ . Gm_ _ GM o)
RN O I =

Dividindo ambos os lados da Eq. [f] por GM e fazendo
x =m/M teremos

1 x 1
r+RP  RG+R) ¢ (©)

Fazendo as manipulagdes apropriadas na Eq. [6] e substi-
tuindo z = R/r, teremos como expressio resultante

1 n T
(142)3  22(1+2?2)

-1 (7)

Como z < 1, podemos resolver a Eq. [7] utilizando
o teorema binomial. Assim, com o uso de (1 &+ 2)" =
1+nz/14+n(n—1)2%/2! +... terfamos uma aproximacio
em primeira ordem dada por

1
-~ 1-3
A+ ’
y x
S
22(1+ 2) 22( ?)

A substitui¢do das aproximagoes anteriores na Eq. [7] nos
leva ao seguinte resultado

32% ~2(1 - 2) (8)

E tendo em vista que z é muito pequeno, podemos mais
uma vez fazer uma aproximacao sobre este resultado e
dizer que 323 ~ x e logo R ~ r¢/m/3M. Uma vez que
x é a razdo entre as massas da Terra (m = 5,98 x 10%
kg) e do Sol (M = 1,98 x 10%° kg), que também é um
nimero muito pequeno, entdo a razao entre as distancias
z da Terra até L2 é igual a 0,01 ao longo da linha que une
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a Terra ao Sol. Este seria o lugar do telescépio JWST no
espago.

Podemos ainda resolver o problema da distancia L2
em relacao a Terra utilizando o método da esfera de Hill,
um método desenvolvido por Hill em 1878. De maneira
simplificada, podemos dizer que essa metodologia, em vez
de de considerar as equagoes completas e mais complexas
do movimento de trés corpos, descreve o movimento
da particula em torno do corpo secundéario, que neste
exemplo é a Terra. A Figura [4] ilustra as Esferas de Hill.

O principio tedrico deste método contempla novamente
um corpo de massa elevada e outro corpo de massa se-
cundaria, que orbita esse corpo principal. No nosso exem-
plo estamos considerando o Sol como corpo principal e a
Terra como corpo secundario. Assim como feito anterior-
mente, o método da esfera de Hill também deriva das trés
forcas, sendo que a primeira é a forca da gravidade do
Sol, a segunda ¢é a forca da gravidade da Terra e terceira
é a forca centripeta, onde tomamos como referéncia o Sol
e a frequéncia angular da Terra .

Conforme dito, a esfera de Hill é definida como uma
esfera centrada no corpo secundario. Neste caso, o efeito
combinado das trés forcas é direcionado para a Terra.

Figura 4: As esferas de Hill sdo as regides circulares que envolvem
as massas. Figura extraida de https://commons.wikimedia.org
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Logo, um satélite ou telescépio vinculado a este planeta
permanece em sua érbita sem ser atraido para a 6rbita do
Sol. Em termos matematicos, a esfera de Hill estabelece
uma limite ou distancia méaxima que um satélite pode
orbitar um corpo secundario na presenca de um corpo
principal.

No caso do calculo da distancia L2, podemos usar o
método da esfera de Hill porque a massa da Terra (m)
é muito menor que a massa do Sol (M), logo tanto L1
como L2 estdo aproximadamente a distancias iguais R
em uma aproximacao de primeira ordem do menor objeto,
que serd igual ao raio da esfera de Hill dado por

— 3

R=r Vi (9)
Maiores detalhes sobre este cdlculo podem ser encontra-
dos em [21]. Este resultado coincide com a expressao
obtida anteriormente utilizando a aproximagao binomial.
Neste caso, a razdo z = R/r para o cédlculo de L2 é
z = 0,01 e assim, numericamente, o calculo através da
esfera de Hill para a localizacdo dos pontos de equilibrio
coincide com a aproximacao dada pelo teorema bino-
mial. Poderiamos também reescrever a expressao com
resultado da esfera de Hill assim

z={l-—=a (10)

Como a razdo z = R/r é pequena, existe uma solugao
préxima de z = «, onde a é um parametro frequente-
mente usado na Equagoes de Hill que envolvem os demais
pontos L1, L3, L4 e L5. Neste caso, o método de Hill
também possibilita expressar z como funcoes de séries
de «, e assim teriamos como resultado para a localizagao
de L2 [21].
Ly 15 31, 5
zfa+3a 5% ~&“ + O(”) (11)

Fazendo as substitui¢oes das massas da Terra e do Sol,
obterifamos z = 0,010055764 utilizando as séries em a.

A Terra descreve uma Orbita praticamente circular em
torno do Sol, mas esse nao é o caso de Mercurio, que tem a
maior excentricidade do sistema solar (e = 0,206) depois
de Plutao (e = 0,248), que ndo é mais considerado um
planeta desde 2006. Se fizermos o célculo para a posi¢ao
L2 para planetas descrevendo érbitas com excentricidade
nao nula, é necessario usar a elipse como referéncia. Em
coordenadas polares, uma das maneiras de descrever a
posicdo da elipse, é considerando a origem em um dos seus
focos. Podemos adotar essa descri¢ao para generalizar o
resultado obtido. Sendo assim, no caso de uma Orbita
eliptica, teriamos a variavel r sendo expressa como

a(l—e?)

= 12
" 1+ ecosf (12)

onde a denota um dos semi-eixos da elipse, e e denota
a excentricidade da mesma. Se substituirmos r na Eq[J]
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considerando este igual a distancia do periélio ao foco
(Sol), ou seja r = a(l — e), teremos

— 3 m
R=a(l—¢) i (13)
Este resultado é a generalizacdo dos calculos anteriores
para casos de érbitas elipticas.

Além do classico método das séries e do método da
esfera de Hill, muito utilizado em estudos do sistema
solar, com a evolucao dos grandes computadores, pode-se
solucionar problemas de trés corpos utilizando-se a com-
putagao numérica, fazendo por exemplo a parametrizacao
das equagoes de movimento em matrizes, utilizando-se
métodos como o de Runge-Kutta (RKF4) entre outros.
Outra maneira de se determinar a localizacdo de L2 se
da através do calculo numérico. Podemos melhorar o re-
sultado obtido na aproximagao binomial para z na Eq[8
Para isso, dentre alguns métodos métodos numéricos,
vamos utilizar o método de Newton-Raphson.

O método de Newton-Raphson estima numericamente
as raizes de uma fungdo escolhendo-se uma aproximacao
inicial para o valor de z na Eq[§ Seja zp = 0,01 uma boa
estimativa de z e portanto z = z9 + h, logo h = z — zg e
neste caso h mensura quao distante zy estd da solucao.
Como h é pequeno e denota uma pequena corre¢ao no
valor de z, conclui-se que

0= f(2) = f(zo+h) = f(20) + hf'(20)  (14)

Logo h ~ —f(20)/f'(20) € assim z = 29 — f(z0)/f (20).
Uma nova estimativa do valor procurado z; é dada por

~ f(20)
* ()

A estimativa consecutiva envolvendo o valor procurado
2o € obtida do mesmo modo que z; foi obtido de zg e
assim por diante, de modo que zo = z1 — f(z1)/f'(21).
Podemos concluir entdo que

zZ1 = %

f'(zn)

Com o uso deste método e utilizando a aproximacao
inicial de zp = 0,01, obtivemos que z = 0,01000559686.

Zn+1 = Zn —

5. Conclusao

Neste trabalho fizemos um estudo sobre o futuro te-
lescépio JWST com énfase no célculo do posicionamento
deste no espaco. Este problema enquadra-se no problema
restrito de trés corpos, onde uma das massas é desprezivel
em relagdo as outras duas massas maiores (Sol e Terra).
Além disso, fizemos uso da lei da gravitagdo de New-
ton para estudar as forgas envolvidas na estimativa da
posicao L2 do telescopio JWST. Sendo assim, o problema
aqui descrito foi tratado de um ponto de vista classico,
visto que assumimos que os corpos sao objetos esféricos
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e pontuais, descritos pela gravitacao de Newton. Para
estimativa da posi¢ao L2, utilizamos o método das séries
ou teorema Binomial e o método da Esfera de Hill. Além
disso, descrevemos uma possivel aplicacdo numérica para
este calculo através da aplicacdo do método de Newton
Raphson para melhorar o resultado obtido.
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