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Neste artigo apresentamos a Teoria das C*—Algebras. Demonstramos dois importantes resultados que sdo: o
Teorema de Gelfand, que associa toda C*—Algebra Abeliana as fung¢des continuas sobre um espaco Hausdorff
compacto, e o Teorema de Gelfand-Neumark, que relaciona toda C*—Algebra nao Abeliana aos operadores lineares
sobre um espago de Hilbert. Em seguida, mapeamos a Mecénica Cldssica dentro da teoria da C*—Algebra, obtendo
uma prescri¢do algébrica para os estados e as observaveis classicas. Ao estendermos essa construgdo para o
caso Quantico, preservando a prescricdo algébrica e utilizando o Principio da Incerteza, obtemos que os estados
quanticos devem ser descritos por vetores do Espaco de Hilbert enquanto que os observaveis quanticos sao os
operadores auto-adjuntos sobre este espaco; discutimos brevemente sobre a Algebra de Weyl.
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In this paper we present the theory of C*-Algebras. We show two major results that are Gelfand’s Theorem,
which associates every Abelian C*-Algebra as continuous functions on a compact Hausdorff space, and the
Gelfand-Neumark Theorem, which relates all non-Abelian C*-Algebra to linear operators on a Hilbert space. Then
we map the Classical Mechanics into the C*-Algebra’s theory, obtaining an algebraic prescription for classical states
and observables. When we extend this construction to the Quantum case, preserving the algebraic prescriptions
and using the Uncertainty Principle, we obtain that quantum states must be described by vectors in a Hilbert
space while quantum observables are the self-adjoint operators on this space; we briefly discussed the Weyl’s
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1. Introducao

Uma das inquietudes iniciais de quase todos os estudan-
tes ao se depararem pela primeira vez com a Mecénica
Quéntica é a sua descricio Matematica. Enquanto os
estados na Mecanica Classica sdo tipicamente vetores
que guardam os dados de posicdo e momento de cada
particula do sistema (portanto, elementos de um espago
vetorial de dimensdo finita), enquanto as observaveis
sao fungoes nesses espagos (como temperatura, pressiao
e energia, por exemplo), na Mecénica Quantica temos
um modelo bem mais sofisticado. A necessidade de um
Espago de Hilbert para descrever os estados e de ope-
radores auto-adjuntos para caracterizar os observaveis,
quebra intuitivamente a noc¢ao classica onde os esta-
dos e observaveis sao elementos de um espaco de fase
e funcgoes continuas sobre esse espaco, respectivamente.
O presente artigo tem como objetivo mostrar que, se
tomarmos a descricdo da Mecanica Cléssica baseada nas
C*—Algebras, podemos obter que a descricio Matematica

*Endereco de correspondéncia: sergio.floquet@univasf.edu.br.
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para o caso Quéntico é naturalmente dada por operado-
res auto-adjuntos sobre um espaco de Hilbert, fazendo
uso somente do Principio da Incerteza. Essa abordagem
se mostrou mais que proficua a partir da construgao
GNS (Gelfand-Neumark-Segal). Como muito da teoria
Quantica foge a intuicdo que temos no dia-a-dia, nao
fica claro que a modelagem dos fené6menos quanticos nao
pudesse ser feita de formas matemaéticas tao diversas
que possivelmente levassem a previsdes até mesmo con-
traditorias. A Construcdo GNS possui a relevincia de
mostrar que matematicamente quaisquer modelos para a
Cinematica da Mecanica Quéntica sdo isomorfos, isto é,
sdo matematicamente equivalentes. Ademais, nos proveu
uma estrutura matematica padrao para tais modelos, via
Cc* fAlgebras.

As C*—A]gebras originaram-se a partir do estudo das
Algebras de Operadores propostas por John von Neu-
manrﬂ em 1929 [1]. Nascido no império Astro-Hiingaro
em 1903, von Neumann cunhou o conceito abstrato de

ITerminou seu doutoramento aos 22 anos, em 1926 tornou-se o
Privatdozent (Professor Associado) mais novo da histéria da Uni-
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espacos de Hilbert e desenvolveu a teoria espectral de ope-
radores normais limitados e ilimitados sobre este mesmo
espago [2]. As dlgebras estudadas por von Neumann e
Murray, atualmente denominadas de Algebras de von
Neumann, sdo certas sub-algebras de B(H), a dlgebra dos
operadores limitados sobre um espaco de Hilbert, que ti-
veram um papel importante na estruturagdo matematica
da Mecéanica Quéantica [3H6].

Em 1941, Israel Gelfand [7] combinou o conceito de
algebra de operadores com a teoria de espacgos de Ba-
nach, resultando na definicao de Algebra de Banach. Ele
procedeu formulando uma teoria espectral intrinseca as
Algebras de Banach e provando quase todos resultados
bésicos na teoria de Algebras de Banach Abelianas.

Ja em 1943, Israel Gelfand e Mark Neumark?| 8] de-
finiram o que hoje é conhecido como C*—Algebra e em
seguida publicaram um artigo provando o teorema que
recebeu seus nomes, Teorema de Gelfand-Neumark, onde
se demonstra que toda C*—Algebra nao abeliana é iso-
metricamente isomorfa a algebra de operadores sobre
um espaco de Hilbert. Neste artigo proposto por Gel-
fand e Neumark, ja havia as ideias do que conhecemos
hoje em dia como sendo a construgdo GNS (Gelfand-
Neumark-Segal), que conecta estados a representagoes
sobre o espago de Hilbert. Foi em 1947 que Irving Se-
gal [9] demonstrou a construcdo GNS e definiu a ideia de
estado como um funcional linear positivo e normalizado.

Na década de 60, a teoria das C*—Algebras comegou
a ser utilizada em diversos campos da matematica. Em
geral, a estratégia utilizada é tentar codificar uma dada
estrutura matematica numa C*—Algebra e a partir disso,
obter informagdes sobre essa estrutura provando teore-
mas sobre a C*-Algebra associada & estrutura [10H14].
Na Fisica as C*—Algebras desempenham um papel im-
portante na formulagdo da Mecanica Estatistica [15]/16],
na descri¢do algébrica na Teoria Quantica de Campos
[17], em Geometrias ndo Comutativas [18] e em Teo-
rias Térmicas [19-23], como a Dindmica de Campos
Térmicos [24].

E importante ressaltar que a construcdo GNS permite
uma interpretacao de que o espacgo de Hilbert é depen-
dente do estado ou da preparacao do sistema fisico a ser
considerado e ndo uma caracteristica perene da teoria [25].
Representacoes distintas dos espacos de Hilbert sdo ne-
cessarias para a descricao de situagoes fisicas diferentes.
Dessa forma, a proposta basilar da abordagem algébrica
é enfatizar que os objetos primérios da teoria sao os ob-
servaveis (ou os campos, no contexto da teoria quantica
de campos) munidos de uma topologia adequada, em
vez de considerar um esquema de modelagem que possui
como ponto de partida um espago de Hilbert especifico.
Por conseguinte os métodos algébricos sao capazes de cap-

versidade de Berlim. Entre 1927 e 1929 publicou 32 artigos, quase
1 artigo por més.

2Também conhecido como Naimark, sendo este uma traducio equi-
vocada do russo para o inglés. O préprio autor adota a tradugdo do
seu nome para Neumark, como é possivel perceber nas referéncias
originais.
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turar os elementos essenciais da teoria quantica através
de um formalismo matematico consistente e rigoroso.

E com esse espirito que neste artigo pretendemos des-
crever a estrutura matematica da Mecanica Quéntica,
isto é, queremos que esta estrutura surja naturalmente
como uma consequéncia dos Teoremas relacionados as
C*—Algebras. Para isso, codificamos a Mecénica Classica
dentro da teoria das C *—Algebra abelianas e encontramos
o que seria, do ponto de vista da C*-Algebra, os estados e
as observaveis. Em seguida, fazemos uso do Principio da
Incerteza de Heisenberg, que constata que os observaveis
quanticas sdo ndo abelianas, o que implica que a C*-
Algebra que descreve a Mecénica Quantica deve ser nao
abeliana. Com isso, encontramos naturalmente que os ob-
servaveis da Mecanica Quéntica devem ser os operadores
auto-adjuntos sobre o espago de Hilbert, enquanto que
os estados sdo vetores normalizados deste mesmo espaco.

Este artigo tem carater pedagdgico, e foi organizado na
seguinte forma. Na secdo 2, fazemos uma breve revisao so-
bre Andlise Funcional comegando das nog¢ées mais bésicas
de espaco vetorial até resultados interessantes sobre os
espacos de Hilbert. Em seguida, discutimos um pouco
sobre a Teoria Espectral, que serd necessaria ao longo
deste texto. Na secdo 3, abordaremos as C*—Algebras,
discutindo alguns resultados basicos. Posteriormente, en-
contramos alguns resultados profundos dentro desta te-
oria que sdo: o Teorema de Gelfand, que caracteriza as
C*—Algebras abelianas; o Teorema de Gelfand-Neumark
responsavel pela caracterizacao das C*—Algebras nao abe-
lianas e a construgdo GNS, que relaciona estados e repre-
sentacgoes. Ja a segao 4 é destinada a aplicacao da Teoria
de C’*—Algebra a Mecanica Quantica. Para isso, fazemos
a conexao entre a Mecénica Classica e as C*—Algebras
abelianas, construindo uma prescricao algébrica para os
estados e as observaveis, o que nos permite derivar a
estrutura matematica da Mecanica Quéntica como uma
consequéncia natural da descri¢do via uma C*—Algebra.
Finalizamos essa sec¢ao falando sobre os operadores de
Weyl e a C*—Algebra de Weyl. Por fim, apresentamos
nossas conclusoes e perspectivas na se¢do 5 e a demons-
tragdo dos Teoremas de Gelfand e Gelfand-Neumark no
Apéndice A e B respectivamente.

2. Um Pouco de Analise Funcional e
Teoria Espectral

Nesta secdo faremos uma introdugéo a alguns conceitos
e resultados basicos da Anélise Funcional e Teoria Espec-
tral. Apesar do campo da Andlise Funcional ser vasto e
interessante, nos restringiremos a um breve estudo sobre
Espacos de Hilbert. Em seguida discutimos alguns as-
pectos da Teoria Espectral, baseados essencialmente nas
referéncias |26127]. Para o leitor interessado num estudo
mais detalhado sobre tais temas, e na demonstracao dos
resultados apresentados, indicamos as referéncias [28H32).
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2.1. Propriedades Elementares dos Espaco de
Hilbert

A nocgao de espaco vetorial é bem abrangente e é utilizada
largamente dentro da Matematica. Seja V' um espaco
vetorial sobre um corpo K; consideraremos ao longo de
todo o texto esse corpo como sendo o corpo dos nimeros
complexos L = C. Sobre a estrutura de espaco veto-
rial, podemos introduzir varias aplicagdoes com diversas
propriedades, uma delas é o produto interno.

Um produto interno é uma fungéo sesquilinemﬂ () :
V x V — K que nos permite definir no¢ao de angulo e
distancia entre dois elementos quaisquer de V.

A partir do conceito de produto internﬂ dizemos que
um elemento, u € V é unitdrio se (u,u) = 1, isto &,
com modulo de uma unidade. Dois elementos, u,v € V'
s@o ortogonais se (u,v) = 0, onde o simbolo u_Llv indica
essa propriedade. Do mesmo modo, podemos estender
esse conceito para subespagos de V, isto é, sejam FE e
F subespagos vetoriais de V', eles sdo ditos ortogonais,
E1F, se (u,v)=0,Yue Fev€EF.

Todo produto interno induz naturalmente uma norma,
dada por |lu| = /{u,u), que por sua vez induz uma
métrica

d(u,v) = [lu —vf| =

Vi{iu—v,u—0v), (1)

assim, A partir de um espago vetorial com produto in-
terno podemos naturalmente falar de um espaco normado
ou de espago métrico.

Um espago vetorial normado é dito ser Separdvel se
existe um subconjunto contavel denso nesse espago.

Por subconjunto contdvel, entendemos por um subcon-
junto que possui a mesma cardinalidade que o conjunto
dos ntimeros naturais, enquanto que dizemos que um
subconjunto é denso se o seu fecho, ou seja, o menor
fechado que o contém, é todo o espago. J& um espago
métrico (F,d) é dito Completo se toda sequéncia de Cau-
chy (z,), com x,, € F, converge a algum ponto de E. Por
sequéncia de Cauchy, entendemos uma sequéncia ()
tal que

d(xp,zm) — 0, quando n,m — +oo. (2)

Um Espago de Hilbert H é justamente um espaco
vetorial separéveﬂ completo e com produto interno.

Um resultado que relaciona espagos vetoriais com pro-
duto interno, (X, (.,.)), e espagos de Hilbert, H, é o que

30 radical sesqui vem do grego e significa um e meio. Uma aplicacdo
() : VXV — K é sesquilinear se é linear em uma entrada e
antilinear na outra, ou seja, é aplicado ao elemento do corpo a
conjugacdo complexa.

4Notaremos o produto interno de a e b por {a, b).

5 Apesar de nos trabalhos originais de Von Neumann ser requerida
a separabilidade na definicdo do espago de Hilbert, atualmente esta
condicdo nao é mais exigida e os espagos de Hilbert podem ser tanto
separaveis quanto nao separdveis. Consideraremos aqui a definicdo
do espago de Hilbert incluindo a separabilidade, similar a de von
Neumann, a fim de simplificar algumas demonstracdes. A nao
separabilidade dos espagos de Hilbert desempenha um importante
papel em Teoria Quéantica de Campos, onde o sistema possui
infinitos graus de liberdade [33].
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afirma que (X, (.,.)) é unitariamente equivalente a um
subespago denso num espaco de Hilbert H

(X, ()

tal H é chamado de completamento de X. Além disso,
quaisquer dois completamentos de X sdo unitariamente
equivalentes entre si.

Uma das primeiras consequéncias da estrutura de pro-
duto interno é a obtencao de diversas igualdades e de-
sigualdades envolvendo os vetores; entre elas temos a
Desigualdade de Cauchy-Schwarz em que Yu,v € H
temos que

C H; (3)

[(w,0)] <

[l [l (4)

De modo geral a Anélise Funcional é o ramo da Ma-
teméatica, mais especificamente da Anéalise, que estuda
espagos de dimensao infinita. Nesta area utiliza-se di-
versos conceitos de Algebra Linear, um deles que de-
sempenha grande importancia é o conceito de operador.
Assim,

Operadores Lineares sobre espagos vetoriais Hy e Ho
sao aplicacoes T : Hi1 — Ho em que

T(x1 +ayr) =T(x1) + aT(y1), Voi,y1 € H1,a € C. (5)

A partir da norma induzida pelo produto interno, po-
demos definir que um operador é Limitado se

1T = sup [[Tz| < +oo, (6)

lzll<1

onde essa norma de T é conhecida como a norma do
operador. Vale a pena ressaltar que todo operador linear
é limitado se, e somente se, é continuo. O Conjunto de
todos os operadores lineares e limitados é denotado por
B(H1,Hs2); se H1 = Ho simplificamos a notagdo para
B(H). Esse conjunto é um espago vetorial, sendo que

para todo operador T' € B(H) existe um tnico opera-
dor, que notaremos por T*, tal que

(z,Ty) = (T"z,y),

Chamaremos o operador T* de Operador Adjunto de T.
Se ocorrer de TT* = T*T, entao T é dito ser um Operador
Normal; se T* = T~1, T é um Operador Unitdrio; se T =
T* entdo T é um Operador Auto-adjunto e se (Tx,x) >
0, Vx € H, T é denominado de Operador Positivo.

O espago vetorial B(H,C) é chamado de Espago Dual
de H e é notado por H*. Os elementos de H* sdo deno-
minados de Funcionais Lineares.

Para os espagos de Hilbert, existe uma representacao
de H* que o identifica naturalmente com H, essa é a
Representacdo de Riesz dada pela aplicacdo v : H — H*,
com Y(§) = fe, que para cada § € H é

Y& = fe(n)
= (&),

em que vy é uma isometria antilinear sobrejetora em H*.

Va,y € H. (7)

YneH (8)
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Uma consequéncia direta da Representacao de Riesz é
que H*, que é o dual de H, é um espaco de Hilbert com
o seguinte produto interno

<f£af’r]>7'l* = <777§>7-£7 f§7f7] e H". (9)
Vale ressaltar também que o espago de Hilbert é refle-
xivo, isto é, o dual do dual é o préprio espago (H*)* = H.
Temos também que uma Base Ortonormal de H é um
subconjunto {&, }aer ortonormal de H, isto é,

(€a,&3) = 0, se a#f3 (10)
[[€all 1, Vael (11)

tal que Lin({€a}acr) = H, onde Lin({€s }acr) é 0 menor
espago vetorial que contém {&,},cr e a barra simboliza
o fecho.

Com isso, todo espago de Hilbert ndo trivial (ou seja,
H # 0) possui uma base ortonormal. Como estamos
considerando espacgos de Hilbert separaveis, essa base é
contavel. Uma consequéncia direta deste fato é que uma
soma enumeravel de espacgos de Hilbert também é um
espaco de Hilbert, isto é, seja I um conjunto contavel e
seja {H;;4 € I} uma colegdo de espagos de Hilbert com
produto interno (.,..);, entdo €P,; Hi := {(&)ier; & €
Hie Y erll&ll*(+00} é um espago de Hilbert.

Por fim, comentaremos sobre o resultado que permite
a extensao de operadores lineares sobre um espaco de
Hilbert. Seja T' € B(dom(T),H), onde dom(T) C H é
o dominio de T, que deve ser um conjunto denso em
‘H. Entdo T' possui uma tnica extensio, denotada por
T € B(H,H), em que

f'dom(T) = T (12)

2.2. Nogées de Teoria Espectral

A Teoria Espectral baseia-se na andlise do espectro dos
operadores lineares. Intuitivamente o espectro pode ser
pensado como sendo a generalizagdo do conceito de au-
tovalor, essencial no estudo de operadores em espagos
de dimensao infinita. Por defini¢do, o Espectro de um
operador linear T' € B(H), que denotaremos por o(T), é
o conjunto de A € C em que (T — A1) ndo possui inversa
continua, ou seja,
o(T) = {AeC;(T-21)
ndo possui inversa continua}.

(13)

Uma consequéncia desta definicdo é que o conjunto
dos autovalores de um operador pertence ao espectro.
Suponha, por absurdo, que A ndo pertenca ao espectro,
entdo T — A1 possui inversa e como A é autovalor segue
que
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Tvy = vy =

(T—-M)vy = 0 =

(T—-X1)" YT -X1)vy = 0 =
vy = 0, ¢ (14)

o que é um absurdo, ja que v, é um autovetor. De fato,
se A é autovalor, T'— A1 deixa de ser injetiva, portanto
a inversa sequer pode existir. Vale ressaltar que para
espacos de dimenséo finita, o espectro é exatamente igual
ao conjunto dos autovalores.

O complementar do Espectro de um operador T €
B(H) é o Resolvente, p(T), que pode ser definido como
p(T) = C\ o(T), isto é, o conjunto de A € C em que
(T — A1) possui inversa continua

p(T) = {XeC;(T — A1) é inversivel e continuo}.

(15)

Seja T' € B(H), entéo o resolvente p(T") é um conjunto
aberto de C e, consequentemente, o espectro o(7T") um
conjunto fechado de C. Além disso, para A € C, se |A| >
IT|| entdo A pertence ao resolvente, A € p(T).

Além de ser fechado, o espectro de um operador possui
outras propriedades:

o o(T) # 0.
o o(T*)=0(T)".
e o(T) é um conjunto compacto.

Como o espectro é compacto, é natural se pensar em
qual é a sua extensao; para isso introduziremos a o con-
ceito de Raio Espectral de um operador linear, que nota-
remos por 7(7T), como

r(T) = sup |\ (16)
Aeo(T)

Uma forma operacional de se calcular o raio espectral
de um operador ¢é a partir da norma do operador

o(T) = lim |17 < |7, (17)

n—-+oo

e tem-se que o(T") = o(T)" e r(T™) = r(T)™.

Se T € B(H) for um operador normal, isto é, TT* =
T*T, entao

o) = |7 (18)

Como os operadores auto-adjuntos, unitarios e positivos
sao também operadores normais, segue que para esses
operadores vale que o raio espectral coincide com a norma
do operador.

Para o caso em que U € B(H) é um operador unitério,
U* =U~!, entdo

o(U) < {rxeCGAl=1} (19)
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se T' € B(H) é um operador auto-adjunto entdo o(T) C R
tal que

o(T) < [T 171, (20)
além disso, ou —||T|, ou ||T||, ou ambos pertencem ao
espectro.

Vale a pena ressaltar que se T,V € B(H) forem opera-
dores auto-adjuntos tais que TV = VT, entdo H possui
uma base ortonormal de autovetores simultdneos de T' e
V.

Dentro do contexto da Anélise Funcional, um Grupo
Unitario a I1-parametro Fortemente Continuo é uma
fungdo U : R — B(H) tal que, Vs, t € R temos que

1) U(t) é unitério.
i) U(t+s)=Ut)U(s).
i41) limg,_¢(U(s)v) = U(t)v, para todo v € H.

terminamos esta subse¢do com o Teorema de Stone, que
sera 1util para caracterizar o operador de evolugao tem-
poral, em que se U é um Grupo Unitédrio a 1-pardmetro
Fortemente Continuo entado existe um operador auto-
adjunto, A, tal que

Ut) = e, (21)

3. C*-Algebra e os Teoremas de Gelfand
e Gelfand-Neumark

As C*—Algebras sao um tipo particular de Algebras de
Banach, que constituem uma larga area de estudos dentro
da Anélise Funcional. Nesta drea diversos avancos foram
feitos, entre eles podemos apontar o Teorema de Gelfand
que caracteriza as C*—Algebras abelianas e o Teorema
de Gelfand-Neumark que caracteriza as C*—Algebras nao
abelianas. Um estudo mais detalhado a respeito das C*-
Algebras pode ser encontrado nas referéncias 34137

3.1. C*—Algebra

Ao longo de todo o texto, consideraremos aqui uma
algebra A como sendo um espago vetorial separdvel sobre
o corpo dos complexos C, munido de uma operagao de
produto que é bilinear e associativa. Por simplicidade, de-
notaremos o produto de dois elementos pela justaposicao.

Uma Algebm Normada é uma Algebra equipada com
uma func¢do norma

acA — |a| €R, (22)

tal que, para todo a, b € A e A € C temos que:

(i) [lall =0
(i) lla] =0 a=0
(#dd) [|xall = [A] [lall
(i) |l +b] < [la]l + [|b]
(v) llabll < {lall o]l
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os itens (i) — (iv) requeridos pela fungdo norma, garantem
que A seja um espago normado. J4 o item (v) d4 uma
nocao de regularidade do produto.

Um conceito crucial dentro da Anélise é o conceito
de Completude ou Completicidade, isto é, a propriedade
de que toda sequéncia de Cauchy converge. Nem toda
Algebra Normada é necessariamente completa, como é
o caso da &algebra dos polinémios com coeficientes com-
plexos. Consequentemente, faz-se necessario a definir
uma Algebra de Banach como uma Algebra Normada
completa.

Dentro dessa estrutura, podemos introduzir uma outra
operagao, conhecida como Involucdo

x 1 A= A, (23)

satisfazendo as seguintes propriedades, para todo a,b €

AeleC

(vi) (a+b)* =a*+b*
(vit) (Aa)* = Aa*
(viti) (ab)* = b*a*

(iz) (a*)* =a

onde \ é o complexo conjugado de A.
Uma C*-Algebra é uma Algebra de Banach com In-
volucao, tal que

(z) lla*all = |la]*.

Dois exemplos de C*—Algebras podem ser vistos a se-
guir: o exemplo éaC *—Algebra associada as fungoes
continuas num espago topologico Hausdorfm compacto,
sendo a involugdo a conjugacdo da fungdo ponto a ponto,
enquanto que o exemplo éa C’*—Algebra dos opera-
dores lineares sobre um espacgo de Hilbert

Exemplo 3.1 Seja X um espaco topoldgico Hausdorff
compacto e C(X) o espago vetorial de todas as fungoes
continuas f : X — C. Adicionando o produto ponto a
ponto, isto €,

h(z) = (f9)(x) = fla)g(z), VzeX
temos uma dlgebra. Se além disto definirmos a norma de
uma fungdo f € C(X) por

[1flloo

(24)

= sup[f(2)],ex (25)

resulta numa Algebm Normada.

6Uma topologia de um conjunto X é uma familia 7 de subcon-
juntos de X, que sdo denominados de abertos de X, e satisfazem
as seguintes propriedades: i) 0, X € 7; i) Se A1, A2 € T entdo
A1 () A2 € 7; i) Dado uma familia arbitréria de abertos (Aa)acr
entao UaGL Aq € 7. Um espago topolégico é o par (X, ), sendo
frequentemente denotado somente por X.

7Um espago topoldgico é dito Hausdorff se é sempre possivel separar
pontos, ou seja, dados a,b € X, com a # b, entdo existem duas
vizinhancas V; D a e Vj, 3 b em que V, m v, =0.
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A partir do exemplo [3.I] podemos notar que a Mecanica
Cléssica é uma C*—Algebra abeliana, onde o espacgo dos
estados é representado por X, como por exemplo 0 espago
de fase do sistema, enquanto as observaveis fazem parte
de C(X), que sdo as fungdes continuas sobre este espago
[38].

Exemplo 3.2 Seja ‘H um espaco de Hilbert complezro
e B(H) o conjunto de todos os operadores lineares e
continuos. Esse conjunto € um espago vetorial e com a
composicao usual de operadores, a norma do operador

1T = sup [T €M IEI<1,  (26)
e a involugdo definida como o adjunto, isto €,
(T&m) = (& (T)m), YEmeH  (27)

temos uma C* —Algebm.

J& no exemplo[3.2 observamos que a Mecanica Quéntica
é uma C*—Algebra nao abeliana, com os estados per-
tencentes ao espaco de Hilbert H e os observaveis, os
operadores auto-adjunto, elementos de B(H) [39}40].

Algumas propriedades elementares das C*-Algebras,
sao que 1 = 1%, ||1]| = 1 e |la|| = ||a*||, para todo a €
A. Esses resultados sdo vélidos para qualquer Algebra
Normada com Involugao.

De forma andloga ao que foi visto na Se¢do 2, podemos
introduzir a nocao de espectro e resolvente de um opera-
dor, que agora é um elemento da C*-Algebra. Da mesma
forma, podemos falar de elementos auto-adjuntos (4 =
A*) e de elementos positivos (o(P) C Ry = [0, +o0|).
Um funcional linear, f : A — C, é dito ser um Funcional
Linear Positivo se

fla®a)

Denotaremos por Estado um funcional linear ¢ : A —
C, com 9 € A*, positivo e normalizado, ou seja,

P(P) P(1) =1

onde P é um operador positivo.

O conjunto de todos os elementos positivos de A é
denotado por A, , enquanto que o conjunto de todos os
elementos auto-adjuntos de A serd Ag. Como todo opera-
dor positivo em um espaco complexo é consequentemente
auto-adjunto, segue que

AL =

e R, (28)

€ Ry e (29)

{A2; A€ AR}

(B*B;B € A}, (30)

entao o conceito de funcional positivo coincide com o
da defini¢do de estado. Temos que cada estado ¢ de A*
define um pré-produto internoﬂ

{a,by = (a™D).

8Um pré-produto interno é uma aplicacio que tem todas as propri-
edades do produto interno, menos a que (u,u) = 0 < u = 0, ou
seja, podemos ter elementos ndo nulos cuja seminorma oriunda de
(+,+) é nula.

(31)
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Historicamente o estudo das C*—Algebras foram basea-
das no estudo das algebra de operadores sobre o espago de
Hilbert. Para fazer a conexao entre a estrutura abstrata
das C*-Algebras e B(H) definimos uma Representa¢do
de A em H como um *-homomorfismo linear, isto é, um
homomorfismo linear

7 : A— B(H), (32)
tal que
m(a*) =

[m(a)]", Va € A.

Para 7 uma representacgéo de A num espaco de Hilbert

(33)

H e tomando £ € H normalizado, ||£|| = 1, podemos
definir a fungéo f: A — C por
fe = (m(@)&.€), VaeA (34)

Por defini¢do f é um funcional linear positivo e devido
normalizacdo de &, f é um estado. De modo geral, todo
vetor do espaco de Hilbert de norma 1 esta associado a
um estado.

Se A é uma C *-Algebra e 7T uma representagiao, entao

(@)l < llall, Vae A (35)
No caso em que 7 é um *-isomorfismo sobre sua imagem,
entao existe uma inversa e utilizando a expressao
para a inversa, chegamos a conclusdo que m(A) = ||A].

Uma representacao, m, é dita ser:

e Representacao Fiel se ker(mw) = 0.
o Representagio Irredutivel se {0} e H sdo os tinicos
subespagos fechados invariantes sobre m(.A).

3.2. C*-Algebra Abeliana

O objetivo dessa secao é apresentar o Teorema de Gelfand,
que afirma que toda C’*—Algebra abeliana é isometrica-
mente isomorfa a C' *—Algebra das fungbes continuas sobre
um espaco topolégico Hausdorff Compacto. Entdo, ao
longo desta secdo, toda C*—Algebra é A abeliana (isto é,
comutativa). Uma consequéncia importante da comutati-
vidade é que para todo A € A, temos ||A|| = r(A4), onde
r(A) é o raio espectral.

Um Funcional Linear Multiplicativo, ¢ : A — C, é um
*-homomorfismo tal que

P(A)o(B),

segue diretamente do fato de termos um *-homomorfismos
que: ¢(1) = 1, ¢ é positivo e que |p(A)| < ||A]|, como
expressado em . O conjunto de todos os funcionais
lineares multiplicativos nao nulos serda notado por A.
Note que para todo A € A com [|A]] = 1, ¢ um
funcional linear multiplicativo, entdo |¢(A)| < 1. De fato,
se || Al <1, entéo ||A™|| < ||A|™ < 1, Vn € b. Dal, se por
absurdo |¢(A)| > 1, teriamos |¢p(A™)| = |¢p(A)|" — 40
quando n — 0o, o que implicaria a descontinuidade de

$(AB) = VA,Be A, (36)
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¢. De onde concluimos que V¢ € .Z, A <1, ou

seja, A é um subconjunto da bola unitéria fechada de
A*. Considerando a topologia fraca*’, A é um espaco
topolégico Hausdorff compactd™}

Exemplo 3.3 No contexto em que a C*-Algebm A é
um espaco de fungdes com dominio métrico compacto K,
0s funcionais lineares multiplicativos, f, sdo eratamente
as medidas de Dirac suportadas em algum ponto de K

flo) = /K gda, (37)

com g uma fungdo sobre K e dz, a func¢ao (ou me-
dida) Delta de Dirac suportada em xo € K. Note que,
nesse caso, os funcionais lineares multiplicativos estdo
em bijecao com K.

No contexto geral de C*—Algebra abeliana A, inspira-
dos no exemplo modelar acima, mostraremos que esta
serd isomorfa e isométrica a uma C’*—Algebra algebra de
fungoes em que A fard as vezes do dominio compacto K.

Para obtermos o isomorfismo, ¢ fundamental que os
funcionais em A separem pontos em A, isto ¢, que dados
A,B € A exista ¢ € A tal que ¢(A) # ¢(B). Ora isso
é o mesmo que dizer que A e B estdao separados por
uma curva de nivel (no caso, um hiperplano) de ¢. Ora,
sabemos que as curvas de nivel de um funcional linear
sao hiperplanos que sao um transladados de seu ntcleo.
Portanto, para conhecer suas curvas nivel, precisamos
caracterizar os nucleos dos funcionais multiplicativos.

Os elementos de A sdo exatamente os funcionais linea-
res ¢ tais que ¢(1) = 1 e cujos nicleos sdo ideais maximais
de A. Vale a pena ressaltar que se a C*—Algebra nao ti-
ver unidade entao A é um espago topologico Hausdorff
Localmente Compacto. Como A estd imerso em A™*, o
bidual, podemos definir © : A — C , isto é, funcionais
lineares sobre A tais que

Alg) = o(A). (38)

que associa a cada elemento de A um elemento do bi-
dual. O conjunto de todas essas aplicacgdes, *: A — C,
pertencem a C(A), que é o conjunto de todas as fungoes
continuas definidas sobre o espago topoldgico Hausdorff
At
compacto
A respeito do espectro, um resultado importante é que
dado A € A entao

a(A) = {¢(A); ¢ € A}. (39)

9Uma topologia 7 é mais fina que 7 se 71 C 2. A topologia fraca
é a topologia mais fina definida a partir de abertos no seu dual X*,
enquanto que a topologia fraca-* requer os abertos no bidual X**.

10Pelo Teorema de Alaoglu temos que a bola fechada do dual, B* =
B+ (0;1), com a topologia fraca* é um espago topolégico Hausdorff
compacto.

1 Para qualquer espago Hausdorff compacto X, o espago C(X) das
fungdes continuas sobre X com a norma do sup é uma Algebra de
Banach, ver Exemplo
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Devido ao fato de que A é comutativa, temos que ||A] =
r(A), VA € A, o que implica que para toda A € A,

supA{<I>(A)}. (40)
peA

1Al =

Note que, no contexto do nosso exemplo em que
a C*—Algebra é um espago de fungdes continuas com
dominio compacto K, o espectro de uma fungao nesse
espago é exatamente sua imagem. N

Devido a essa relagao entre o conjunto A e o espectro,
é que A é chamado de Espectro, que é definido de forma
puramente algébrica como o conjunto dos homomorfismos
lineares multiplicativos nao nulos de A.

A idéia da prova do Teorema de Gelfand é mergulhar
a C*-Algebra A em C(A). Isso é feito codificando cada
elemento A de A através da colegdo de valores que ele
gera quando aplicamos nele cada funcional ¢ € A. Tal
é um argumento classico em topologia e Anélise, muito
similar ao mergulho canénico que temos de um espaco de
Banach em seu duplo dual. Essa codificacdo, chamada de
Transformada de Gelfand, nos d4 uma representacio Fiel
de A porque a cole¢ao de funcionais A separa pontos, isto
¢, dados dois elementos de A, B € A, existe um funcional
¢ € A tal que gb( ) # ¢(B), o que é uma consequéncia
da expressao . A Transformada de Gelfand é a fungao
ki A— C(.A) tal que

K(A) = A A(¢) =9(A). (41)

Segue direto da definicao x(A)(p) = ¢(A), ou seja, que
k é um *-homomorfismo. De fato, V¢ € A tem-se:

KA+ B)(9) = o(A+B)=¢(A)+o(B)
= #(A)(¢) + &(B)(9), (42)
#(AB)(¢) = ¢(AB) = ¢(A)p(B)
= r(A)(@)r(B)(¢), (43)
R(AT)(9) = (o(A)
= (s(A)(2)" (44)
logo k(A 4+ B) = k(A) + k(B), k(AB) = k(A)k(B) e

Kk(A*) = k(A)*. Além disso, k é uma contracdo fraca,
isto é, k(A) < ||Al|. A partir dos conceitos de funcionais
multiplicativos e da transformada de Gelfand, somos
capazes de enunciar o Teorema de Gelfand, cuja demons-
tracdo encontra-se no Apéndice A.

Teorema 3.1 (Gelfand) Seja A uma C*-Algebra abe-
liana entdo existe um espaco Hausdorff compacto X tal
que A € isometricamente isomorfa a C(X).

No teorema de Gelfand o espago Hausdorff compacto é
justamente o conjunto dos funcionais lineares multiplicati-
vos, A, enquanto que a isometria isomorfa é determinada
pela transformada de Gelfand.

Como foi dito anteriormente, se considerarmos uma
C*- Algebra sem unidade, A = X seria um espaco Haus-
dorff localmente compacto de modo que, Cy(X) seria o
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conjunto de todas as fun¢des continuas que se anulam
no infinito, no sentido que para todo € < 0 existe um
compacto K C X tal que |f(z)| <€, Vo ¢ K. Temos que
quando X for compacto, Co(X) = C(X). O conjunto
Co(X) é um espago de Banackﬂ e, de forma anéloga
ao que foi feito anteriormente, pode-se definir a trans-
formada de Gelfand e obter um resultado andlogo ao
caso em que A4 é uma C*—Algebra com unidade: Toda
C’*—Algebra abeliana sem unidade é isometricamente iso-
morfa a Cp(X).

Para a préxima secdo, precisamos do conceito de um
Vetor Cliclico de uma representagio, isto é, seja w : A —
B(H) uma representacio de uma dada C*-Algebra A,
entao x € H é um vetor ciclico da representagao 7 se o
conjunto {m(A)x; A € A} é denso em H.

Segue direto da definicdo de vetor ciclico que, se 7 for
uma representacao irredutivel entdao todo vetor de H é
ciclico, pois, se existisse x3 € H que nao fosse ciclico,
entdo o conjunto T' = {7(A4)x1; A € A} néo seria denso
em H; por sua vez o fecho de T seria um subespago
fechado diferente de {0} e de H; logo a representacao
ndo seria irredutivel.

3.3. C*-Algebra Nao-Abeliana

Vamos agora enunciar um dos grandes Teoremas dentro
da teoria das C*—Algebras, que é a Construgao GNS que
relaciona a existéncia de representacoes sobre o espaco de
Hilbert com a existéncia de estados. Em seguida mencio-
naremos um outro grande resultado que é o Teorema de
Gelfand-Neumark que associa toda C*-Algebra a algebra
de operadores sobre um espaco de Hilbert. Para isso,
temos que o conjunto Z = {B € A;VA € A, ¢Y(A*B) =
(A, B) = 0} onde ¢ é um estado, isto é, um funcional
linear positivo e normalizado, é um ideal a esquerda de
A.

Este resultado associa a cada estado um ideal a es-
querda, e pela expressao a esse mesmo estado pode-
mos definir um pré-produto interno; tal fato serd ttil na
demonstracdo do Teorema de Gelfand-Neumark-Segal,
que é apresentada no apéndice B.

Teorema 3.2 (Gelfand-Neumark-Segal) Seja A uma
C*-Algebra e ¥ um estado, entdo existe um espago de
Hilbert Hy e uma *-representacao my : A — B(Hy) tal
que

i) Hy contém um vetor ciclico Xy,
ii) V(A) = (xp, mu(A)x,)-
1i1) Qualquer outra representacio ™ num espagco Hn
com vetor ciclico x € unitariamente equivalente a

7T¢.

A partir da expressao o estado v induz um pré-
produto interno e define um ideal a esquerda Z; tomando
o quociente A/Z o pré-produto interno torna-se um pro-
duto interno no espago quociente. Ao completarmos o

120 espaco de Banach é um espaco vetorial normado e completo.
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espaco, pela expressao , obtemos um espago de Hilbert
que serd denotado por Hy O operador 7y é construido
a partir de um *-homomorfismo entre A e B(A/Z), e
estendido até H, pela expressao ((12)).

As propriedades 7), i7) e iii) sdo consequéncias diretas
da construcao apresentada no apéndice B. O vetor ciclico
é a propria identidade; o estado determina o produto
interno por construcao e qualquer outra representacao é
unitariamente equivalente a 7y, j& que todas sdo cons-
truidas a partir do mesmo estado .

Uma consequéncia muito importante do Teorema [3.2]
é a defini¢do de um operador p, associado ao estado v,
conhecido como Operador Densidade, que sao positivos
com Trp:= 3 n(en, pe,) = 1 satisfazendo a seguinte
relacao

¥(A) (xy, my (A)xy)
— Triry(4)] (45)

A partir da construgcdo GNS, todo estado define uma
realizacao concreta de uma C’*—Algebra na algebra dos
operadores sobre um espaco de Hilbert. Utilizando o
Teorema de Gelfand-Neumark-Segal, obtemos que

Teorema 3.3 (Gelfand-Neumark) Toda C*-Algebra
€ isometricamente isomorfa a uma Algebra de Operadores
sobre um espacgo de Hilbert.

Pela construgdo GNS, para estado 1 temos uma repre-
sentacao my e um espaco de Hilbert H,,. Se definirmos
o espago de Hilbert H = @we 7 Hy, podemos construir
a isometria isomorfa, similar ao caso GNS. Uma con-
sequéncia muito importante do Teorema que é de-
monstrado no apéndice B, é a relagdo entre um estado v
e o operador densidade p. Dado uma C*—Algebra , entao
1 é um estado se e somente se existe p € B(H) tal que
Trp=1ey(A) =Tr(pr(A)).

4. Mecénica Quantica e as C*-Algebras

O objetivo desta secao é considerar a Mecanica Classica
como sendo descrita por uma C*—Algebra e intuir que a
prescricao algébrica para os estados e observaveis é preser-
vada. Ao estender essa construgdo para o caso Quantico
a descricao Mateméatica, via operadores auto-adjuntos
sobre um espaco de Hilbert, surge como a tinica opgao
devido & néo comutatividade entre os observaveis [41H44].
Por fim discutimos brevemente sobre os operadores de
Weyl e a C*—Algebra de Weyl, motivada por esta cons-
trugdo [45)].

4.1. Conexao entre as C*-Algebras Abelianas e
a Mecéanica Classica

A descricdo da Mecénica consiste na construgao da Ci-
nematica e da Dindmica. A Cinemética baseia-se na de-
finicdo do espago de estados, que é o conjunto de estados
admissiveis ao sistema, e do conjunto de observaveis, que
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sdo basicamente as quantidades que podem ser medidas.
J4 a Dindmica caracteriza como o sistema evolui com
o tempo. Buscaremos encontrar a relagao entre a estru-
tura abstrata de C*—Algebra com os entes da Mecanica
Classica, isto é, definir os estados e os observaveis em
termos dos elementos algébricos da C*—Algebra.

Dentro do formalismo Hamiltoniano, o estado do sis-
tema é caracterizado pela posi¢do ¢ = (¢1,q2,..-,qn) €
pelo momento p = (p1,pa, ..., Pn), tais que cada estado
é representado por um ponto no Espaco de Fase, isto
é, w = (q1,492, s qn,P1, P2, --sPn) € I', onde por sim-
plicidade, consideraremos I' como sendo um conjunto
compacto; as observaveis sao fungoes reais e continuas
sobre o Espaco de Fase I'. Temos entao:

Estados +— Elementos de I'.

+— Fungoes continuas
e reais sobre I'.

Observéaveis

Pelo Teorema de Gelfand, para toda C’*—Algebra
abeliana existe um espago Hausdorff compacto X tal
que A é isometricamente isomorfa a C'(X). Sendo A o
conjunto de funcionais lineares multiplicativos ndo nulos
que de modo geral sdo funcionais lineares positivos e
normalizados; A é um espago topoldgico Hausdorff com-
pacto com topologia fraca®. Podemos assim considerar
X = A e pelo isomorfismo isométrico, os elementos da
C*—Algebra estao associados as fungdes continuas sobre
X, entdo as fungoes reais de C'(X) serdo exatamente os
elementos auto-adjuntos da C*—Algebra. Com isso temos
a correspondéncia:

Funcionais lineares
positivos e normalizados.

Elementos de X  +—

— Elementps auto-adjunto
da C*-Algebra .

Funcoes reais e
continuas sobre X

Como observado no exemplo [3.1} a Mecanica Classica
é uma C*—Algebra abeliana em que X é justamente
o espacgo de fase I'. Portanto, a partir dos conceitos
algébricos, podemos postular o que sdo os estados e os
observaveis como elementos de da C*—Algebra abeliana.

Postulado 4.1 (Estados Classicos) Os estados de um
sistema cldssico, sao funcionais lineares positivos norma-
lizados da C*-Algebra.

Postulado 4.2 (Observaveis Classicas) As observdveis

de um sistema cldssico sao exatamente os elementos auto-
adjuntos da C*-Algebra.

Vale a pena ressaltar que essa caracterizagao nao de-
pende do formalismo utilizado. Se tivéssemos conside-
rado o formalismo Newtoniano, I'; seria o espaco de
configuracdo, em que I'y = (g1, ¢2, ..., ¢» ). No formalismo
Lagrangeano, I'; é um fibrado tangente de I'y, dado por
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Iy = (q1,92, -y 9n, 41,42, --s 4n). J& no formalismo Ha-
miltoniano, I" é um fibrado cotangente de I'1, ou seja,
L' = (1,42, > @ns P15 D25 -5 Pn)-

Em todos esses formalismos, o estado do sistema é
descrito como sendo um ponto desses espagos, enquanto
que as observaveis sdo funcoes reais e continuas sobre
sobre esses espagos.

4.2. Descricdo da Mecanica Quéantica via
C*-Algebra

A Mecanica Quantica é responsavel pela descricdo dos
fendmenos que ocorrem na escala atémica. A partir desta
escala resultados obtidos por uma anélise classica do
sistema nao concordam com os valores experimentais.
Em 1926, W. Heisenberg percebeu que

Principio 4.3 (Heisenberg) ”“Quanto mais precisa a
posicao é determinada, menos precisdo se tem sobre o
momento naquele instante, e vice-versa.”

Portanto, a posicdo e o momento nao sao observaveis
compativeis, isto é, se medirmos primeiro a posigao e de-
pois o momento, obteremos resultado distinto da medida
do momento e depois a posi¢do. Com isso, temos que os
observaveis dentro da Mecanica Quéntica ndo comutam
necessariamente.

Utilizando a C*—Algebra para descrever a Mecanica,
temos que os conceitos de estado e observavel ndo devem
depender se a teoria é classica ou quantica. Deste modo,

Postulado 4.4 (Estados Quénticos) Os estados de
um sistema qudntico, sao funcionais lineares positivos
normalizados da C*-Algebra .

Postulado 4.5 (Observaveis Quanticas) Os observdveis

de um sistema qudntico sdo exatamente os elementos
auto-adjuntos da C*-Algebra .

Devido ao Principio de Incerteza os observaveis, que
sao elementos da C*—Algebra, sao nao comutativas. Por-
tanto a C’*—Algebra que descreve a Mecéanica Quéantica
deve ser necessariamente nao abeliana. Dentro da teoria
das C*-Algebras nio abelianas, o Teorernade Gelfand-
Neumark elucida que toda C’*—Algebra nao abeliana é
isometricamente isomorfa a uma Algebra de Operado-
res sobre um espaco de Hilbert. Devido a este teorema,
temos que:

Funcionais lineares <+— Vetores normalizados
positivos e normalizados de H.

Elementos da C*—Algebra <— Operadores sobre H.

Com isso, a caracterizacdo da Cinematica Quantica
esta completa, ja que pelas afirmagoes [£.4]

Estados
Observaveis

<— Vetores normalizados de H.
+— Operadores auto-adjuntos sobre H.
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4.3. Estrutura de Weyl

Na Mecénica Cléssica as observaveis possuem além da
estrutura de algebra de func¢Ges, uma estrutura adicional
de Algebra de Lie, onde o produto de Lie é dado pelos
Parénteses (ou Colchetes) de Poisson [38}46],

df(q,p) 99(q,p)

{f(a;p),9(q,p)} =

dq Op
d9(q,p) 0f(q,p)

tal que {¢,p} = 1.
Passando agora para a descri¢ao de um sistema quantico,

os observaveis sao associadas aos operadores auto-adjuntos
sobre um espago de Hilbert, de modo que essa estrutura
de Algebra de Lie atua agora sobre a algebra de ope-
radores. O produto de Lie é entao representado pelo
comutador dos operadores, [4, B] := AB — BA, o que
implica em

{e.p} =1 «— lgp] = 1, (47)
sendo [g,p] = i1, a relagdo candnica de comutagao. O
fator imaginario ¢ no comutador de ¢ e p garante a
consisténcia, ja que se ndo o tivéssemos chegariamos a
seguinte contradicao

(lg, p))*
pq— qp
—lq, ]

= 1. ¢

(48)

Uma consequéncia direta da relacado de comutacao é
que o espaco de Hilbert que descreve a Mecanica Quantica
nao pode ter dimensao finita, pois se assim o fosse, os
operadores p e ¢ seriam representados por matrizes. To-
mando o traco sobre a relacdo de comutagao, chegamos
ao seguinte absurdo

|

~

=
=
=,

(I
N3
5 3
e oo
hS]
\
=8
)
~—

I
N
=

[~}
S

[

N
=
<
N~—

= 0, ¢ (49)

onde utilizamos somente que o trago é linear e ciclico.
Portanto, H tem que ser um espaco vetorial de dimensao
infinita. Partindo novamente da relacdo de comutacao,
temos que

lg",p] = ing""', VneN (50)
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onde utilizamos a relagao [AC, B] = A[C, B] + [A, B]C,
valida para quaisquer operadores A, B e C. Entéo,

nllg" Ml = lling™ |
= ll¢"p —pg"|
< lg"pll + llpg"
< Alg"Mell + llllg™ |
= 2lplll¢" =
lalllpll = g Vn e N (51)

consequentemente ||g||, ||p|| ndo podem ser finitas con-
juntamente, isto é, se ||¢|| for finito entdao para que a
igualdade seja sempre satisfeita ||p|| — +o0, ou vice
versa.

A interpretacao deste resultado reside no fato de que,
apesar das medidas serem sempre valores finitos, o Principio
de Heisenberg afirma que quanto maior a precisao de ¢
maior serd a imprecisdo de p. Como a priori a precisdo
nao tem um limite fixado, isso se reflete que o opera-
dor momento deve ser representado por um operador
ilimitado. O mesmo ocorre se trocarmos o momento pela
posicao.

Essa questao de ordem técnica foi resolvida por H.
Weyl [47], que sugeriu considerar operadores da forma

Ul) = e e V(B) = PP (52)

conhecidos como Operadores de Weyl, que por serem ope-
radores unitarios possuem o espectro limitado ao disco de
raio 1. As relagoes algébricas entre os operadores de Weyl
sao inferidas a partir das relagoes de ¢ e p. Para isso utili-
zaremos o lema de Baker-Campbell-Hausdorff para obter
as relagbes entre os operadores de Weyl. A demonstracgao
deste lema pode ser encontrada na referéncia [40] e con-
siste em mostrar que se A, B operadores auto-adjuntos
sobre um espaco H em que [A, B] = nl com n € C. Entao
ocorre que
eiAeiB eiA+iB—1/2n1, (53)
num dominio D comum a A, B, A + B.
Os operadores de Weyl satisfazem as seguintes operagdes:

i) U@U(8) = Ula+ B)
i) V(Q)V(8) = V(a+ )
iii) U(a)V(8) = e~V (B)U(a).

A algebra sobre os complexos formada por elementos
abstratos U(a), V(8) com a,8 € R, satisfazendo as
relacoes dos operadores de Weyl, é chamada de Algebra
de Weyl, que denotaremos por Ay .

Dentro da estrutura das Algebras de Weyl podemos
definir uma involucao * : Ay — Aw tal que

Ul@)" = Ul(=a),  V(B)" = V(=h),

entdo tanto U(a) quanto V() s@o elementos unitarios,
no sentido que

Ul@)U(a) = 1,

(54)

V(B V(B) = 1. (55)
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Floquet e cols.

Com essa involu¢do e o completamento do espago,
as Algebras de Weyl formam uma C*—Algebra, onde as
normas de U(«), V(B),U(a)V(B) valem 1, denominadas
C*-Algebras de Weyl.

No formalismo Hamiltoniano, a evolugdao temporal da
Mecéanica Cléssica é gerada pelo paréntese de Poisson, que
satisfaz uma Algebra de Lie. Tanto a Mecanica Classica
como a Mecanica Quéantica admitem uma estrutura de
Algebra de Lie [48], onde a dindmica Quantica pode ser
obtida a partir do Teorema [21] requerendo que o operador
evolugao temporal seja um grupo unitério a 1-pardmetro
fortemente continuo; que por sua vez permite encontrar
as equagdes de Schrodinger e de Heisenberg [39,/40]

5. Conclusoes

Para analisar a estrutura mateméatica da Mecanica Quantica

utilizamos uma descrigao via C*-Algebra. Essa descrigao
consiste inicialmente no mapeamento da Mecéanica Cléssica
dentro das C*—Algebras, caracterizando o que seriam
os estados e as observaveis dentro do contexto de C*-
Algebra . Em seguida estendemos essa construcao para o
caso Quantico levando em conta o Principio de Incerteza.

Para isso partimos do Teorema de Gelfand para C*-
Algebras abelianas. Nesse contexto, os estados de um
sistema classico sdo justamente os funcionais lineares
positivos e normalizados, enquanto que as observaveis
classicas assumem a forma de elementos auto-adjuntos.
Portanto, a Mecanica Cléassica é descrita por uma C*-
Algebra abeliana.

Ja na Mecéanica Quéantica, os resultados experimentais
comprovam que os observaveis ndo comutam necessaria-
mente. Isto acarreta que para a descrigado da Mecénica
Quantica devemos considerar uma C*—Algebra nao abe-
liana. Portanto, pelo Teorema de Gelfand-Neumark te-
mos que os observaveis agora serdo os operadores auto-
adjuntos sobre um espago de Hilbert (H) enquanto que os
estados sdo os vetores normalizados dentro deste espaco.

Deste modo, a descrigao via C*—Algebra faz com que a
Cinematica Quéantica surja de forma natural, explicando
que a necessidade do espago de Hilbert na Mecénica
Quantica é similar a necessidade de um espago de Fase
na Mecanica Classica.

A partir da descri¢ao via C*—Algebra , a formulagao
matematica da Mecanica Quéntica surge naturalmente
como uma consequéncia dessa estrutura algébrica e nao
precisa ser mais postulada da forma que foi feita por P.
A. M. Dirac [39].

Uma outra consequéncia dessa descricao é que podemos
observar de forma explicita, a diferenca essencial entre
as Mecanicas Classica e Quéantica, que é o Principio
de Incerteza, ou seja, o fato dos observaveis nao serem
necessariamente compativeis. Podemos inferir que tanto
a Mecanica Classica quanto a Mecénica Quéntica sao
descritas a partir da mesma estrutura matematica, a
C*—Algebra , onde as nogdes de observaveis e estados
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sdo as mesmas, sendo a Unica diferenga realmente a nao
comutatividade.

Portanto, podemos concluir a partir desta descri¢cao
que, a passagem do mundo cldssico para o mundo quantico
é dado pela troca de uma C’*—Algebra abeliana por uma
C*—Algebra nao abeliana. Uma perspectiva do presente
trabalho é utilizar a formulag¢do de Schoéenberg [49-51]
da Mecéanica Classica, onde as quantidades dindmicas
sdo operadores lineares sobre um espaco de Hilbert-
Koopman [48], e analisar a constru¢do GNS nesse con-
texto classico.

Os métodos algébricos apresentados aqui também pos-
suem aplicacoes no contexto da teoria quantica de campos
e da mecanica estatistica quando o limite termodindmico
¢é considerado. Existem evidéncias para a necessidade
de uma abordagem algébrica envolvendo um nimero in-
finito de graus de liberdade. Conforme salientado por
Emch [52] o formalismo de espago de Fock para campos
livres, por exemplo, ndo é suficiente para uma descri¢ao
geral de campos interagentes, a despeito de sua indis-
cutivel utilidade e adequacao natural na descrigao dos
sistemas de muitos corpos.

Material suplementar

O seguinte material suplementar esté disponivel online:
Apéndice A
Apéndice B
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