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No presente artigo empregaremos a Teoria de Campos Cléssicos para abordar o campo eletromagnético e a
interacdo de uma carga elétrica acelerada com esse campo no espago-tempo de Minkowski. Para tanto, apresentamos
primeiramente as propriedades matematicas do espaco-tempo em questdo e as etapas para a obtencdo das equagdes
do campo eletromagnético com fonte a partir de uma formulacdo lagrangeana desse campo. Em seguida, utilizamos
o formalismo das func¢es de Green para encontrar as solugoes das equagdes de campo, desenvolvendo inclusive os
passos para a obtencdo do propagador de Feynman. Por fim, alcancamos os potenciais de Liénard-Wiechert e
as expressoes dos campos de radiacdo elétrico e magnético, apresentando posteriormente o padrdo de radiagdo
emitida por uma carga em condigdo nido-relativistica, a formula da poténcia de Larmor e sua forma covariante
assim como a generalizacdo de Liénard.

Palavras-chave: Poténcia de Larmor, Generalizagao de Liénard, Teoria de campos classicos, Espaco-tempo de
Minkowski, Célculo de radiacéo.

In this paper we will use the Classical Fields Theory to address the electromagnetic field and the interaction of
an accelerated electric charge with this field in Minkowski spacetime. For this, we first present the mathematical
properties of the spacetime in question and the steps to obtain the electromagnetic field equations with source from
a lagrangean formulation of that field. Then, we use Green’s formalism to find the solutions of the field equations,
including the steps to obtain Feynman propagator. Finally, we reach the potential of Liénard-Wiechert and the
expressions of the fields of electric and magnetic radiation, presenting later the radiation pattern emitted by a
charge in non-relativistic condition, the Larmor formula and its covariant form besides the Liénard’s generalization.
Keywords: Larmor formula, Liénard’s generalization, Theory of classical fields, Minkowski spacetime, Calculation

of radiation.

1. Introducao

Os estudos sobre o fenébmeno da emissao de radiacao
vém sendo realizados desde meados do século XIX por
varios fisicos tedricos e experimentais. No inicio, esses
estudos visavam investigar e explicar a radiacao térmica
emitida por corpos incandescentes. Ainda que muitas
explicacoes fossem apresentadas, poucas eram coerentes
com o referido fendémeno.

Na segunda metade do século XIX, a radiagdo térmica
e outros efeitos recém observados, como o raio-X, passa-
ram a ser analisados com base na teoria eletromagnética
que, por sua vez, ganhava consisténcia matematica nos
trabalhos do fisico e matematico escocés James Clerk
Maxwell (1831-1879).

Influenciado pelos trabalhos do fisico e quimico inglés
Michael Faraday (1791-1867) e do engenheiro, fisico e
matemadtico irlandés Sir William Thomson (1824-1907),
Maxwell apresentou suas contribuigoes ao eletromagne-

*Enderego de correspondéncia: damiao.meira@ifpa.edu.br.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

tismo principalmente em trés artigos [1], a saber: On
Faraday’s Lines of Force (1856) 2], On Physical Lines
of Force (1861) [3] e A Dynamical Theory of the Elec-
tromagnetic Field (1864) [4]. Todavia, é na sua célebre
obra A treatise on FEletricity and Magnetism publicada
em 1873 [5], que Maxwell apresenta uma sintese coerente
do magnetismo, da éptica e da eletricidade (com resulta-
dos dos artigos anteriores), unificando tais dominios [6].
Convém mencionar que a Teoria Eletromagnética foi a
primeira a ser desenvolvida efetivamente com base no
conceito de campo, nesse caso, campo cldssico.

Ainda nesse periodo, importantes trabalhos foram de-
senvolvidos objetivando, por exemplo, a solugdao da equa-
¢do de onda nao-homogénea. Em 1858, o matematico
alemao Bernhard Riemann (1826-1866) considera os po-
tencias escalar e vetorial em instantes retardados para
solucionar tal equacao. O uso pioneiro do conceito de
potenciais retardados por Riemann, entretanto, sé veio a
ser divulgado através do seu trabalho intitulado A Con-
tribution to Electrodynamics 7] em 1867, mesmo ano
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em que o fisico dinamarqués Ludwig Lorenz (1829-1891),
publicou o trabalho On the Identity of the Vibration
of Light with FElectrical Currents [8], onde este sugere
o uso dos potenciais retardados e emprega o chamado
gauge (calibre) de Lorenz que inclusive o mesmo ja havia
utilizado em um trabalho publicado em 1861 ao estudar
ondas de elasticidade ﬂgﬂ

Aplicagoes dessas solugdes a problemas especificos fo-
ram apresentadas independentemente pelo fisico e en-
genheiro francés Alfred-Marie Liénard (1869-1958), em
1898, e pelo geofisico alemdo Emil Wiechert (1861-1928)
em 1900 . Estas solugoes sao conhecidas hoje como
potenciais (escalar e vetorial) retardados de Liénard-
Wiechert.

A importante demonstracao de que uma carga elétrica
acelerada emitia ondas eletromagnéticas foi realizada pelo
fisico e matemadtico inglés Sir Joseph Larmor (1857-1942)
em 1897. No artigo intitulado On theory of the magnetic
influence on spectra and the radiation from moving ions,
Larmor (figurall)) apresentou sua expressao para o cdlculo
da poténcia irradiada por particulas carregadas .

A demonstracdo de Larmor permitiu explicar, por
exemplo, a radiagdo térmica, que passou a ser analisada
como o resultado da aceleracao das cargas elétricas nas
proximidades da superficie de um corpo em processo
de agitacao térmica. Ademais, a férmula de Larmor foi
decisivo, por exemplo, para o calculo da intensidade
das linhas espectrais do hidrogénio, para a evolugao do
modelo atémico e até mesmo para o embasamento da
mecanica matricial .

Em 1898, Liénard (figura [1)) apresentou o trabalho
Champ électrique et magnétique produit par une charge
électrique contentre € en un point et animée d’un mou-
vement quelconque [13], onde tanto demonstrou que o
resultado obtido por Larmor sé era valido para o limite
nao-relativistico como encontrou uma forma generalizada
para a poténcia irradiada, sendo esta nova forma coerente
em regimes relativisticos e nao-relativisticos .

De fato, o interesse da comunidade cientifica sobre a
radiacao emitida por cargas aceleradas nao findou apés
os resultados de Larmor e Liénard. Durante o século
passado, intmeros trabalhos cientificos buscaram am-

Figura 1: Joseph Larmor e Alfred-Marie Liénard (da esquerda
para a direita).
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pliar a discussao sobre o referido fendomeno que, por sua
vez, recebeu até mesmo atencao especial de renomados
fisicos como o alemao Max Born (1882-1970) eo
austro-norte-americano Wolfgang Pauli (1900-1958) [17].
Dentre essas discussoes, cita-se, por exemplo, a oposi-
cao de ideias sobre a radiacao eletromagnética emitida
por cargas uniformemente aceleradas, na qual, o proé-
prio Pauli [17] além do fisico alemdo Max Von Laue
(1879—1960) alegavam que as cargas nessa condigao
de aceleragdo nao emitiam radiacao [19)], enquanto o fi-
sico austro-britdnico Hermann Bondi (1919-2005) e o
astrofisico austriaco Thomas Gold (1920-2004) afirma-
vam o contrario . Uma abordagem minuciosa desse
problema foi desenvolvida posteriormente & luz da Teo-
ria Cléssica de Campos, em especial, com os trabalhos
do fisico austro-norte-americano Fritz Rohrlich (1921-
) B 23

Com o desenvolvimento da teoria cldssica da radiacao
muitos resultados experimentais puderam ser elucidados,
dentre os quais, citam-se: o espalhamento de Rayleigh,
o espalhamento de Thomson, o espalhamento de resso-
nancia ou luminescéncia, o tao discutido problema da
radiagdo térmica e os raios-x no efeito bremsstrahlung.
O ulterior desenvolvimento da mecanica quantica e da
relatividade conduziu a uma compreensao ainda mais
elaborada dos fenémenos relacionados aos campos de
radiagao.

Inegavelmente a tematica acerca dos fendmenos de
radiacao é hoje uma das mais produtivas da ciéncia
moderna, estando presente em diversas areas como astro-
fisica, biotecnologia, medicina nuclear, nanotecnologia,
telecomunicagoes e computacao quantica.

Neste artigo, usaremos a Teoria Classica de Camposﬂ
para tratar o campo eletromagnético e a interagao de
uma carga elétrica acelerada com esse no espago-tempo
de Minkowski.

Por razoes didaticas, inicialmente, introduziremos as
propriedades matematicas do espago-tempo em questao
e obteremos a partir de uma formulagdo lagrangeana do
campo eletromagnético, as equagoes do campo com fonte
que, por sua vez, serdao solucionadas pelo formalismo das
fungoes de Green invariantes. De posse dessas solugoes,
encontraremos o tensor do campo eletromagnético e, apos
alguns passos, o padrao da radiagao emitida pela carga
acelerada (em condi¢do nao-relativistica), a poténcia de
Larmor e a generalizagdo de Liénard.

Enfatiza-se que durante todo o texto, estaremos uti-
lizando o sistema de unidades de Heaviside-Lorent?]
assumindo ¢ = 1.

1 Reforca-se que a abordagem via Teoria de Campos é atualmente
onipresente para descrever as interagoes fisicas ndo somente em con-
digGes classicas, mas também em condigdes quanticas ou quantico-
relativisticas.

2 Sistema de unidades eletromagnéticas que recebe esse nome em
homenagem ao engenheiro e matematico inglés Oliver Heaviside
(1850-1925) e ao fisico holandés Hendrik Antoon Lorentz (1853-
1928). Nesse sistema a constante elétrica eg e a constante magnética
1o estdo normalizadas (ep = 1 e pp = 1) sendo substituidas pela
constante ¢ nas equagdes de Maxwell. As unidades de Heaviside-
Lorentz sao racionalizadas, ou seja, ndo apresentam os fatores de
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2. Espago-tempo de Minkowski

De modo geral, as peculiaridades de um determinado
espaco-tempo podem ser obtidas através de seu elemento
de linha que é invariante sob transformagoes caracteristi-
cas deste espago-tempo, como é o caso, por exemplo, das
transformacoes de Lorentz |26].

Considerando um espago-tempo genérico quadridimen-
sional, o seu respectivo elemento de linha pode ser ex-
presso por

3 3
ds® = Z Zgaﬁ(a:)dajo‘dxﬁ, (1)

a=0 8=0

na qual, g, g representa as componentes do tensor métrico
do espacgo-tempo.

Sabendo que o tensor métrico pode ser empregado
para baixar e elevar indices e fazendo uso da soma de
Einstein que omite o simbolo de somatdério para indices
repetidos, podemos reescrever a equagao no seguinte
formato:

ds? = dxgda” . (2)

Para um espago-tempo arbitrario, o produto escalar
entre dois vetores A e B, por exemplo, é definido por

A.B=A,B" = A"B,. (3)

Além do mais, a equacdo (3) quando escrita em termos
da métrica resultara em:

A BY = g, A*BY = ¢"" A, B, . (4)

Nesse contexto, devem ser evocadas outras proprieda-
des do tensor do espago-métrico, a saber:

g/wgya = 6?; (5)

Gap = Nap =

o OO
_ o o O

0
-1

0 —

0

oo o

onde gog é denominado de métrica de Minkowski.
Com base nessas ultimas relagoes, o elemento de linha
pode ser reescrito como

ds* = dt* — di*?, (6)
onde, dt = d2°, dox = dx', dy = d2?, dz = dz3 e di =
Tdx + ydy + Zdz.

Por fim, os operadores diferenciais no espago quadridi-
mensional sdo definidos como

0 7]

w:au 5 %:au’ (7)

47 e sao comumente usadas no dmbito da fisica das particulas
elementares e campos [24}25].
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e o operador d’Alembertiano como

9, = 0,00 = 2 _ 2 8
b = Ou : (8)

o2
3. Obtencao das equagoes de Maxwell
inomogéneas via teoria classica de
campos

De imediato, seja uma acao classica S definida por

S = / £(&,01¢) d 'z, (9)

na qual, £ representa a densidade lagrangeana depen-
dente de um parémetro covariante £(z*) e de sua derivada
0ué.

Para sistemas continuos, o principio variacional esta-
belece que [27]:

5S = 5/£(5, ore)diz =0. (10)

Admitindo que o quadripotencial do campo eletromag-
nético A, seja o pardmetro covariante, a equacao (10))
resultard em:

58 = /5£(A,,8,LAV) d'z =0. (11)

Desenvolvendo a equacéo ([L1}), como se segue

/

0£ of

0A, +
a(52%)

4.,
oL dr=0 =

0(0,AL)

oa s+ [ G s ou0Ae =0

alcangaremos a seguinte expressao:

of. i of.

———0A, — —= ) A d*
Ecrmk ] [ oGy et +
08

/aAV §A,die =0 (12)

Além disso, sabendo que em pontos extremos 6 A, (z}) =
dA, (xh) = 0 e fazendo uso dessa relagdao na equagao 7
obtemos

0% 0 o0f
o0f 0 o0f
ma(a()) 0w

que é a forma covariante das equagoes de Euler-Lagrange.
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Definindo 2 ax = 0, A, e substituindo essa relacdo na
equagao (|13)), teremos:
of of.
— =0, | == | - 14
0A, s (8(8,“41,)) (14)

Com base nas caracteristicas da lagrangeana para sis-
temas discretos, é razoavel que na auséncia de cargas, a
lagrangeana (equagao apresente termos quadraticos
nas velocidades generalizadas 0, A4, [28]. Para atender
essas caracteristicas, pode-se utilizar um escalar de Lo-
rentz que seja simultaneamente invariante por inversao e
transformagoes de Lorentz préprias e ortocronas. Nesse
sentido, empregaremos o escalar dado pelas seguintes
relagdes [29):

FPF,5 =2(B? - E?) (15)
F% = °7F, P (16)
Onde:
0O E, E, E.
e I ]
~-E, -B, B, 0

As expressoes (15)) e (16 sdo, nessa ordem, as com-
ponentes variantes e contravariantes do tensor de ordem

J
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dois que representa o campo, enquanto que as ternas (E,,
Ey, E.) e (By, By, B;) correspondem as componentes
do campo elétrico e magnético, respectivamente.

No que se refere ao termo de interagao da lagrange-
ana, pode-se admitir o escalar de Lorentz J*A,, haja
vista que este apresenta acoplamento minimo entre a
quadricorrente (J%) e o quadripotencial do campo (A,).

Baseado nessas motivagoes, podemos utilizar uma den-
sidade de lagrangeana do tipo:

1
£= —ZF“'BFQB — JYA, . (17)
Sendo o tensor de ordem dois (que representa o campo
eletromagnético) dado pela expressao

FoP = 9> AP — 9P A~ (18)

e substituindo esse tensor na equagdo (17)), obtemos a
densidade de lagrangeana dada por

1

£ = —Zmanw(ama — QA (AP — P AN — J¥ A,
(

Aplicando as relagoes de Euler-Lagrange, alcancamos
a relagao

O£ _ .04
04, ~ 7 94,

e ap6s minuciosos passos, obtemos a equagao (21)).

— I =—J"  (20)

oy =i { (a7 ~ et | * [sgad ~ seas) )
- {2 - 12
(Wiiy) - & (03000 — SO0 ) FA 4 (53000 — Su0r ) F°]
8(5{5“ — (21)

Se substituirmos essas duas ultimas relagoes e
na equacao (14)), alcancamos a forma covariante das
equacdes de Maxwell ndo-homogéneas expressa por

0, Fr = J¥ (22)
que, por sua vez, representa quatro do conjunto de oito
equagoes.

As quatro outras equagoes (homogéneas) surgem da
identidade tensorial [30], dada por

OOFPY 4 9PF1 4 VR =, (23)
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e decorrem da anti-simetria do tensor de Maxwell (F*¥ =
—F""). Substituindo a definigdo de tensor do campo
eletromagnético (equagéo na expressao , obtemos:

D0 AV — 0¥ (D, A1) = JV . (24)

De fato, uma vez que o quadripotencial A* satisfizer a
condigao de Lorenz (0, A" = 0), este, por consequéncia,
serd uma solugao da equagao de onda quadridimensional,
ou seja:

9 0MAY = JV. (25)
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4. Solugoes das equagoes de campo pelo
formalismo das fungoes de Green
invariantes

Nessa secdo, a solugao da equagao seréd desenvolvida
mediante o emprego da funcdo de Green invariante ou
propagador. Para tal propésito, o primeiro passo consiste
na aplicacao da seguinte expressao

(040,).D(x, 2 ) = 6W(x — ) (26)

na qual, D(x, x/) consiste na funcao de Green ou propa-
gador, (0"0,), indica o operador d’ alembertiano atu-
ando na coordenada z em que x* = (2, 2!, 22, 23), e
6@ (z — ') é a funcdo delta de Dirac quadridimensional.

Sabe-se que uma relevante propriedade da func¢io de
Green do operador d’ Alembertiano é que esta, na au-
séncia de superficies de contorno, depende unicamente
da difgrenga entre os vetores posicao espago-temporais
x —x = ( [29], onde definimos o intervalo espacial
¢ =2t — z% como RY, isto é, ¢! = R'. Nesse sentido,
devemos realizar uma transformagao de variavel a fim
de que o operador 9,,0" atue na varidvel (. Desse modo,
fazemos

0 _ 0o _
Ozt OCv Ozt

e, por conseguinte

0 0

v —_

NaCV = aC/,L

9,0, = 0,0"], -

Observa-se que nesse caso, D(z,2') = D(z —2') =
D((¢), o que nos permite reescrever a equagao (26 como:

9,0"] (D(e,2)) =5(¢) - (27)

O préximo passo consiste em usar a integral de Fou-
rier para transformar do espaco de coordenadas para o
espaco do nimero de onda (ou espago dos momentos).
Em detalhe, a transformada de Fourier D(k) pode ser
definida por

_ 1 (1) ik CY 74
- / D(k)e—ike<” g (28)

onde o argumento da exponencial é dado por:

D(¢)

K, C* = ny kv k= k°C° — |K|R. (29)
A funcéo delta, por sua vez, pode ser representada
por:
_ 1 —ikyC¥ g4
5(<)_167r4/e d*k.

Substituindo adequadamente a expressao em
e aplicando o operador (9"0,,) ¢» alcangamos

(0°0.)D(0) = 155 [ DI 0u)ce "'k (30)
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Analisando minuciosamente a aplicagdo do operador,

) o v ocY . v
(0"0,)c e~ Mok _ g {_WWK& Le*mmkﬁi ]

ocH
(0 0p)c €™ 1K = 90 | i e e Rt
(8#8104 e Mk _naunﬁukakﬂ 5VM e*inﬁ"kﬁk,,
(00 )c ek = kg e R
(099, )c ek = _§B ek =i hoce
obtemos a seguinte expressao:
(0"0)c e Mok = —kkq e e (31)
Substituindo a expressao em , temos:

- 72

Dk) = -

Por sua vez, alocando essa ultima equagdo (32)) na
transformada de Fourier da fungao de Green (28)), obte-

mos:
2 efik,,C"
- d*k.

1674 / k%kq (33)

Sabendo que d*k = dk®d®k e usando a seguinte relacio

(32)

D(¢)

kKo = (k)7 = [k (34)

podemos reescrever a fungdo de Green invariante ou
propagador como

1 - +oo e—iko¢°
D) = ~157 /eZde?’k / = dk’
™ —oo (k)2 — [RP]
(35)
onde o integrando em dk° ndo esta definido para k° =
+|k).
Nesse interim, atentaremos a solucdo da integral em
kO, isto é:

+00 e—1k%¢° 0
[ wr=mm® .

Em detalhe, o quadrivetor k* é representado em termos
de suas componentes, k = (w,E), onde w consiste na
frequéncia e k é o vetor de onda. Convém mencionar que
w e k estdo relacionados a energia e a0 momento linear
da onda, respectivamente.

Em razao do integrando apresentar pontos de sin-
gularidade (figura 7 empregaremos a teoria de residuos
e polos para solucionar a integral em dk°. Embasado
nessa teoria, devemos considerar a integral em k° como
uma variavel complexa e resolver a integral resultante
como uma integral de contorno no plano complexo k°.
Conforme ilustra a figura [2] o integrando possui dois
polos simples, a saber:

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 40, n® 3, e3316, 2018
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Im(k°)
A

P Re(k’)
-k k

Figura 2: Os pontos de singularidade do integrando da expressdo
(36) dispostos no eixo real k°.

KO = +(k'k")? = k| (37)

As solugoes distintas das fung¢oes de Green po-
dem ser obtidas tomando os contornos fechados r e a
e deslocando os polos no eixo imaginario de uma quan-
tidade —e para o contorno r ou 4& para o contorno a
conforme ilustram as figuras |3 e |4} Por fim, tomamos o
limite € — 0.

O contorno r, caracterizado pela fronteira de um semi-
circulo de raio R definido no semiplano inferior e con-
tendo os polos k¥ = i|E |—ie, deve ser selecionado quando
¢ > 0, pois o termo e~ k¢’ diverge no semiplano su-
perior quando R — oo. Por outro lado, o contorno a,
caracterizado pela fronteira de um semicirculo de raio
R tragado no semiplano superior e abarcando os polos
KO = :I:\l;| + ie, deve ser selecionado quando ¢° < 0, pelo
fato de e~**"¢" divergir no semiplano inferior quando
R — oo. Para demonstrarmos essas divergéncias, consi-
deremos as seguintes expressoes:

Im(k°)
P}

& R Re(k)

Figura 3: Os polos deslocados no eixo imaginario de uma quan-
tidade —e.
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Im(k?)
A

— — Re(k)

Figura 4: Os polos deslocados no eixo imaginario de uma quan-
tidade +e.

kO =a+bi (38)

e = gmiac” b (39)

Com base na equacao , observa-se que se (° >0 e
b — oo, o termo e’ 00, 0 que acarreta a divergéncia
no semiplano suyerior. Por outro lado, se (° <0eb—
—00, 0 termo e*¢’ — oo, promovendo assim a divergéncia
no semiplano inferior.

Aplicando a teoria dos residuos e polos [31] na equagéo
(136)) e assumindo o contorno fechado r, temos:

e—iko¢° o _
/r[(kO)Q_U%H dk® = —2mi Z res. (40)

Reescrevendo a integral (36) como a soma da inte-
gral sobre o eixo real de k° e da integral sobre a semi-
circunferéncia de raio R, obtém-se a expressao:

e~ tko¢° —ik®¢°

+R 0 0
/—R [k0)2 — JRP2] " +/01 (k)2 — P2 "
= —27rines

Admitindo que R — oo e que o somatorio dos residuos
nao depende de R, alcancamos a seguinte equagao:

R—o0
(41)

Para obter o valor real da integral no contorno Cf,
devemos tratar a desigualdade

lim [ f(ko)dko} +/+Oo FORO)dR = —2mi» “res.
C —oo

/C f(C)dC‘ < / Al 1], (42)
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onde k¥ = Re'® e a € [r,27].

Sabendo que fc f(¢) d¢ para o contorno C; é dada por

—ik0¢? i, —iRC%e™
/ k0= / iR da (43)
c [(kO)Q _ |k|2} o R2e?io — |E|2
definindo I como

io ,—iRC%e™
I=iR-——° (44)

[R262m _ |E|2}

e usando a desigualdade para tratar a integral do
segundo membro da equacao , obtemos:

27
/ I da

Uma vez que ¢° > 0 e sen(a) < 0, entdo, (°sen(a) < 0.
Ademais, admitindo que R — oo, 0s termos eR¢Tsen(a) o
tendem a zero. Essas observac¢oes nos permitem

R 7T e
< 74/ eRC sen(a) dov (45)
CEoL

__R__
R2—|k|?
verificar que

e—ik"c"
lim / ——dk°y =0,  (46)
R—oo | Jo, [(k())z _ \kﬂ

e, por consequéncia:

efik"c“

+o0
/OO W dk® = —2eres. (47)

Desenvolvendo o somatoério dos residuos
, KO — (|K] — ie) e ik0¢0
E res = lim — - +
KO — (K| —ie) kO — (|k| — i) kO — (—|k| — ie)

. KO — (— K] — ie) o= k00
kO 5 (— | K| —ic) kO — (|k| — ie) KO — (—|K| — ig)

alcancamos a relacdo:

_ —iC(k|—ie) _ =i (=IRI=i) L (48
res = € €
> 2‘k|{ } (48)

Tomando ¢ tdo pequeno quanto se deseja, temos:

lim » res= iﬂ [67i|E|CO - ei“aco}
e—0 2‘k|
400 —ik0¢O . . R
/ B [/FIE° — iR (49)
—oo (k)2 — [K[? k|

De modo analogo, empregaremos a teoria de residuos e
polos para solucionar a integral em dk° da equacio (35),
arbitrando o contorno fechado a. Desse modo:
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e—ikOCO . '
/a[(k;o)2—]3|2]dk = 27mZ7“es. (50)

Separando adequadamente a integral fechada em um
integral sobre o eixo real de k¥ e outra sobre a semicir-
cunferéncia do circulo de raio R no semiplano superior
de k%, ou seja,

/f(ko)dkroz f(ko)dk0+/+Rf(k°)dk° (51)
a Co —R

e tomando o limite em que R — 0o, alcangamos:

400
. 0Y,72.0 0y 7.0 .
Jim [/CQf(k )dk } +/_Oo FRO)dR® = 2miy " res.
(52)
Convém observar que o somatério dos residuos nao
depende de R. Nesse caso, aplicando a relagao 7 temos

e—ikOCO

+oo
/Oo Mdko = 271'2'27‘687 (53)

na qual, a somatoria dos residuos é dada por

S res = 1 {e—ic°<|1€|+ie) _e—z‘<0<—\f€|+z'e)} . (50)
2|kl

Novamente, admitindo € — 0, a expressdo (b3)), torna-
se-a:

:7.0 -0
67116(

+oo ; = P
o = T [ ] L (55)
—oo (K%)? — |K[? ||

Substituindo a expressdo (49) em , alcancamos a
funcdo de Green retardada ou causal, dada por:

B(¢0) [ sen (|E|CO) eif R -
DealQ) = o [~ R @

Nesse caso, a funcio de Heaviside 6(¢°) surge em de-
corréncia do fato de assumirmos um contorno fechado
r onde (Y > 0. Sabendo que a funcio de Heaviside é
definida como

¢" >0,
®<o0

1, se

o ={ ¢ %

e que em coordenadas esféricas

Ak = |k|?sen(6) df d¢ d|k|
entao, a equacao pode ser reescrita como:
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Dyes(C) = 27(522 /0+OO sen (|E|R> sen (\EKO) d|E|.
(57)

Na equagao (57)), R refere-se a distdncia espacial entre
! ~ . 7’ .
z# e x #. Reescrevendo as fungoes trigonométricas em
termos de exponencias complexas, isto é,

sen (|E|R> sen <|E|CO) =

+

[eumtfc) I 67i|1€|<cﬂfR>]

[ B N

{ei|E|(<°+R> n e—i|E|<<°+R>}
(58)

integrando convenientemente as exponenciais conforme
apresentado abaixo

+oo . 0 -
/ LI (R=¢°) alF| = / SIFI(¢"-R) AR (59)
0 —o0

too . 0o .
/ IR (S +R) d|l§|z/ IRI(C+R) dF| (60)
0 —0o0

e substituindo apropriadamente essas expressoes
e [60) na expressao (57)), alcangamos:

Dret(()

(61)
Aplicando a defini¢do do delta de Dirac em termos do
vetor de onda, isto é

0O [T aRi(co=R)  aEI(c°+R)] g7
_87T2R/ [e ( )—e ( ) d|k|.

— 00

s =g [T aE )

— 00

a expressao (61)), torna-se:

! H(mo—wlo)é(mo—wlo—R). (63)

Dret(o = m

Desenvolvendo um tratamento similar ao que fora re-
alizado para a funcdo D,., porém fazendo a integral
sobre o contorno fechado a e observando através da de-
sigualdade que a integral se anula no contorno Cj,
temos:

Duo)= 20 [ [R(E=r) R .
(64

Aplicando a relacéo em (64), alcancamos:

— 00

Dan(C) = gifr;) [5 (g’o _ R) — (c'o + R)} . (65)
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Uma vez que (0 = —¢% e 6 [~(¢° + R)| =8(¢° + R),
a equacao resultard em

1
" 4R

na qual, a funcdo de Heaviside figura em decorréncia da
condicao de contorno a, onde ¢° < 0.

Sabendo que as fungdes de Green podem ser dispostas
em uma forma covariante a partir da seguinte propriedade
do delta de Dirac:

Dav(¢) 0(—¢*) 6 (¢" +R) (66)

df (z:)
dx

(67)

5lf@)] = 3 ole — )

E que nesse caso

5 [(m“ - x/uﬂ = 6[CrC] =0 [(g0)2 - RQ] . (68)

se diferenciarmos & {(C 0)2 — RQ} em relacdo a 20 e reali-

zarmos as devidas manipulagoes algébricas, teremos:

o[y -] = P -
+ 5(xofx/O+R)} (69)

Dessa forma, observa-se que, uma vez que as fungoes
teta selecionam um ou outro entre os dois termos da

expressao , entao:
1 0 0 v w\?
:%9@: —x )5 (z —x ) (70)

D, () = % 0 (xlo - 3:0) 4] [(x” - x/”)? . (7D

As relacdes e determinam as funcoes de Green
retardada e avangada, respectivamente, como expressoes
invariantes. Vale mencionar que a fun¢éo teta, aparen-
temente nao-invariante, quando submetida as restrigbes
da fungdo delta, torna-se invariante sob transformagoes
de Lorentz proéprias.

As funcoes teta e delta em mostram que a funcgao
de Green avangada contribui unicamente na frente do
cone de luz do ponto de observagdo, enquanto que na
expressao , essas fungoes indicam que a funcao de
Green retardada contribui apenas atras desse cone de luz
(figura 5]).

Com efeito, podemos reescrever a solugdo da equagao
de onda em termos das fungdes de Green, isto é,

A¥(z) = A (x) + /Dret (:13 - x/> Jz)d'z  (72)
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Tempo

x*

X (X
X' (X))

X,u (X’O)

Espaco

Figura 5: Pontos de interseccdo entre a linha de mundo da fonte
e o cone de luz passado e futuro do ponto de observac3o.

ou

A%(g) = A° (2) + / Doy (2} oy d%’, (73)
onde os termos A§, e A% correspondem respectivamente
aos quadripotenciais incidente e emergente, sendo ambos
solucdes da equacio de onda homogénea. E conveniente
verificar que se admitirmos (xo—xlo) — +00 nas equagoes
(72) e , as integrais das fontes se anulam em razao
da natureza das fungdes de Green retardada e avancada.
Nesse caso, estamos diante do potencial de campo livre
incidente A, (x) e potencial de campo livre emergente
A¢ (x), respectivamente.

Para compreendermos adequadamente o quadrivetor
J#(x), de inicio, consideremos que a fonte seja um carga
elétrica cuja posicao em um dado referencial inercial é
7(t) e que as densidades de carga e corrente, na devida
ordem, sejam dadas pelas expressoes

p(E.1) = 6 [F — (1)) (74)

J(Z,t) = et(t) 0 [F — 7(t)]
onde ¥ = ‘;—f representa a velocidade da carga no referen-
cial dado.

As densidades de carga e de corrente também podem
ser representadas como componentes de um tensor de
primeira ordem, ou quadrivetor, da seguinte forma [32]

(75)

() = e / Ue(r) 6@ 2 — i (r) dr,  (76)
na qual, r*(7) = [t, 7(t)] e U*(T) = [y, 7] correspon-
dem, nesta ordem, & posicdo e velocidade no espaco-
tempo de Minkowski. Acentua-se que a quadricorrente
J%(x) é definida em termos de componentes como J*(z) =

)
Calculando explicitamente as componentes espaciais e
temporal de J(x), obtemos novamente as relagoes
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e (7).

p(@,t)=J%z)=e / Ur)6(t —7)6W [Z — 7(7)] dr
) =J

p(Z,t x) =ed [T —7(t))

J(x) = e / VE(R)3(E — )8 [T — 7)) dr

=

J(@,1) = ed(t) 6 [ — 7(t)]

5. Obtencao do propagador de Feynman

Em particular, h4 uma importante funcdo de Green in-
variante denominada de propagador de Feynman. Para
esse propagador [32] definido por

Dp (m — ac/) =40 (CO) Dt (x — x/>+9 (—CO) D~ (x — x/>
(77)

dependendo do sinal de (2° — xlo) obtemos a contribuicao

de um ou outro polo separadamente, sendo estas contri-

buicoes representadas pelas fungdes D+ e D~. Enfatiza-

se que DT e D~ nao sdo funcdes de Green quando ana-

lisadas isoladamente haja vista que nao satisfazem a

expressao .

Para obtermos o propagador de Feynman como uma
combinagdo das fungoes DT e D™, inicialmente, obtere-
mos as integrais de residuos destas funcoes.

De inicio, determinaremos D~ tomando o contorno
fechado F; e deslocando no eixo imaginério o polo k% =
—|K| de +¢ e polo k° = |k| de —¢ e resolvendo a integral
para este contorno (figura @ Procedendo deste
modo, teremos

FEYY dk® = —27i Z res, (78)
Py
Im(k’)
V'
—R >- R—P Re(k’)

Fi

Figura 6: Os polos deslocados no eixo imaginario da quantidade
+e para k® = —|k| e da quantidade —e para k° = +|k| onde o
contorno fechado Fy contém o polo deslocado k° = +|k| — ie.
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onde f(k) = {[(kO)Z IR e—ik°<"}.

Atente que nesse caso:

+R
F(EY) dk° = / FE"Y dk°® + F(E®) dk° .
F1 —R Cl
(79)
Conforme foi analisado anteriormente, admitindo R —

oo e que limpg_, o UCI f(ko)dko] = 0, entao:

/+<><> F(E®)dk® = 27TZZT€S (80)

Como o contorno fechado F; contém apenas o polo
kY = |k| — ie, alcangamos
- (|/5| - ie)

k
Z res = lim A W

kO—|k|—ie
()

kO — (—|1€| - ie)

e, deste modo, a expressao , pode ser reescrita como:

+00 o (1El—ie)¢
/ f®) dk°® = —2mi | —-—< | . (81)
e (2/F| — 2i¢)
J
: sz
() =t
p (x x) |k|/167r3
i sz
+|k|/167r3
onde
0(1@0)* 1, se k%>0,
T10, se EkY<O.
Considerando a relagdo
(KO = IRT) + 6 (k0 + 1)
5 (k"k,) = (86)

2k|

e alocando-a na equacgao , alcancamos:

Dt (o) = g [ 00 0(6) '
(87)

Para determinarmos a fun¢ado D™, o procedimento é

similar ao que foi realizado para obtermos a funcio DT,

porém, nesse caso, tomamos o contorno fechado Fy e
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Por fim, admitindo ¢ — 0, obtemos:

lim [ / o f(ko)dko} = —m’ﬂ. (82)

e—0 o |k|
De posse dessas relagdes, podemos definir previamente

Dt (33 — x,) pela seguinte expressao:

ikR —ik0¢°
+ _ ’ _ _ (& 37 (& 0
D (l‘ 1‘) /16ﬂ4dk/[(k0)2_g|2] k.
(83)

Considerando o polo contido no contorno fechado F}
(figura [6) e usando o resultado da integral de residuo

(82), a equacdo resultard em:

Dt (z-2") =

Sabendo que [§ (ko - |E\) e
ap6s algumas manipulagoes algébricas, obtemos a ex-
pressao,

= /e“zjiffillac0 Pk, (84)
16 73| k|

=ik gp0 — o—ilkIC® o

|k| Z’“°<°dk0} 6 (k°)

promovemos o deslocamento no eixo imaginario o polo
= —|k| de € e 0 polo k° = |k| de —¢, conforme ilustra

a ﬁgura
Deste modo, teremos

/ f(EY) dik° = 277@'27"65, (88)
Py

onde

+R

F (k) di° :/ f(E®) dk® +

—R Cs

F(E®) dK°.
>

Tomando o limite em que R — oo e que para tal
condicgdo a integral em C5 é nula, a equagao resulta
em:

/+0° F(EAK® = 271'1'27“65 (89)

— 00
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Em razdo do fato de o contorno fechado F5 conter
apenas o polo k® = |k| + ie, o somatério dos residuos
pode ser descrito por

kO — (is - |E|) o (=iK0C)

Z res = lim = =

koo ffltie | K0 — (K] — i) | | ko — (ie — |RI)
e, desta forma, substituindo esse ultimo resultado na
expressao (89)), teremos

+o00 i (IRl viz) ¢
/ f(E®) dk°® = 2mi | ——— (90)
. (—2|l<:| + 215)

Empregando novamente a condi¢do tal que ¢ — 0,
temos

, i sz
D~ (x - ) = —/
|k| 167r3

i sz
+|]€‘ / 16773

onde

— k% >0,
- k% <0.

1, se

— 0 —
0(=K") { 0, se
Aplicando a relacao , podemos reescrever

Ccomao:

Im(k°)
V'

F2

R—} Re(k?)

Figura 7: Os polos deslocados no eixo imaginario da quantidade
+¢ para k° = —|k| e da quantidade —e para k° = +|k| onde o
contorno fechado F» contém o polo deslocado k° = —|k| + ie.
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lim {/m f(ko)dko] _ e (91)

e—0 oo |]€‘

e, por conseguinte:

, eiFR e—ik’C°
D (z—z )=— Ak | | ————| dk°.
(”” ‘r) /167r4 /[(k0)2—|k2

(92)

Avaliando o polo contido no contorno Fy e usando
o resultado da integral dada em (91)), a expressao (92))
torna-se:

D~ (z-2") =

L /eiﬁﬁeilﬁ\d’ &Pk . (93)
1673 | k|

Sabendo que [ 8 (ko + |E|) e~k g1 = ¢RI ¢ de-
senvolvendo a equagado , obtemos
[/5 ko + |k\ ”“°<°dk0] 6 (—k)
(94)

|k\ —lk°<°dk0] 0 (—k°)

D~ (a: - x) 8% =K g (kPh,) 0 (—K°) dE.

Por fim, de posse das equacoes , e 7 a
funcao de Green para o contorno de Feynman pode ser
expressa por:

e™ "G (kik,,) d ke [0 (K°) 6 (¢0)] +

6 (=C")]

(96)

/ i
i ik
el G Mo (k"k,,) d K [0 (—k°)

6. Determinagao da poténcia irradiada
por uma carga elétrica acelerada no
espacgo-tempo de Minkowskiﬁ

Conforme abordado anteriormente, a carga acelerada
pode ser representada por um quadrivetor de densidade
de corrente J¥(z) dado pela expressao , 0 que conse-

3 Enfatiza-se que alguns dos passos dessa secio também podem ser
consultados em [29].
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quentemente nos permite escrever o potencial produzido
por esta carga em movimento como:

A (z) = / Dyeslz — 2 ) Jo ) da (97)

Substituindo adequadamente a equagao ([76)) na equa-
¢éo ([97)) e usando a relagao (70, podemos reescrever a
equagao e obtermos

() = / d's'dr U (7) 5@ [ (1) A (98)

onde n =5 (a=o') | o (a2,

De fato, para resolvermos a integral em d*a’ emprega-
remos a propriedade da filtragem do delta de Dirac. A
aplicacao dessa filtragem estd expressa do seguinte modo:

€ oo 2
@ = o[ U |- )]
x 0[2°—r7)]dr (99)

E relevante atentar para o fato de que a integral sobre o
tempo préprio da carga contribui unicamente em 7 = Ty,
onde 7q é definido pela condi¢ao do cone de luz, conforme
ilustra a figura

Aplicando a propriedade do delta dada por

df
(#)...

O] = d(r—m) (100)

onde f(r) = [z —r(7)]" [x —r(7)], e a diferenciando,
teremos a relacao

d a

% = —2U, (z —7) (101)
na qual, U, (1) = (1, ¥).

Tempo
()
X'(X)
I'p("o)
Espaco

Figura 8: O ponto de interseccdo entre a linha de mundo da
fonte e o cone de luz passado do ponto de observac3o.
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Desenvolvendo a expressao ((100)), temos:

O0(T—Tp)+0(T—7yp)
2|U, (x — )"

S[f(m)] = (102)

Nesse fnterim, considerando Z — 7(ry) = R, temos pelo
cone de luz que 2° — r%(m) = R. Ademais, definindo
2 =1 — B2, podemos

H como:

as relagoes R = RR, 5 =dery”
reescrever o produto escalar U, (z — )

U, (x — )" = 0,,U" (z — )" =R (1 - |§\) . (103)

Uma vez que a expressao li é positiva, pois | B | <1,
podemos reescrever a equagao (102) sem a relacdo de
moédulo, isto é:

stsm) = 27 Q,Z)(j o,

Substituindo as expressoes (103]) e (104) na equagéo
(199), temos:

(104)

i e U“(TP)H[:EO—TO(TP)]
A )‘4w{ Ua () [ =7 ()" }+

i U“(Tf)a[l‘o*?"o(’rf)}
dr | Ua (14) [v =7 (1)]"

Admitindo a condicdo do cone de luz passado, z° >
r0 (1), e definido 7, = 7y, podemos exprimir a equagdo

(1105)) como:
} T=T0

Decompondo o quadrivetor A*(x) nas suas compo-
nentes temporal e espacial, obtemos respectivamente as
seguintes expressoes

(105)

At ()

¢ { U () (106)

IRAUAGITEGR

A(@) = (@) = - = ;) - (107)
- - ret
i 1= e _ 5 _
- - ret

denominadas de potenciais retardados de Liénard-Wiechert.

Nesse contexto, uma outra etapa fundamental consiste
na obtengao do tensor do campo eletromagnético. Para
tal propésito, determinemos inicialmente 0¥ A*. Reali-
zando a substituicao da equacao na equacao (97) e
integrando em d4x', teremos:

+oo
At (x) = e/ U (T) Dyet [x — r(7)] dT. (109)

— 00
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Derivando essa tltima expressao em relagao as coorde-
nadas z¥, obtemos

Hoo oD, 0 [(m - r)z]
VAP = " 11
0 6/700 U pl(EsE O, dr (110)
que, por sua vez, pode ser transformada em
“+oo
OV A* = 26/ dr [z —r(7)]" U* ddDr dr 5
= ™ |- ()]
(111)
| (x—r)*(x—r
diante do fato de que [(#i%] =2(x—r)".

e [T
o A¥ = %/ dr 0 (xo — 7"0(7')) 0 [(x — 7’(7’))2] 7

— 00

e3316-13

De fato, podemos ainda simplificar a equagao (111]

ao fazermos uso das equagoes (100 e (101), o que nos
retorna a expressao

+oo o \VTTH
oAl — —e/ dr (x —r)YU* dD,

oo (x —r)2Uy dr -~

Integrando por partes a expressao (|112)) e assumindo
que para instantes diferentes de 7y,

(112)

1) [(I - 7“(7'))2] =0

além do fato de que a radiacdo da carga pontual emitida
num instante infinito (ou também emitida de uma distan-
cia infinita do ponto de observagao) nao serd efetivamente
detectada, entdo, alcancamos a expressao:

i [(x - T)VUM] (113)

(x —r)oU,

Fazendo uso da relacdo (104) nessa tltima equagdo, chegaremos na expressao (114]), na qual, usamos o delta de

Dirac para efetuar a integral em dr.

VAR 0 [xo r ( )] ( i ([L’ - T(TP))VUM(TP)
= [ el -
020 —r(rg)] e(dm) " d [(x—r(ff))”U“(Tf)]
[z —7(7p)]* Ua(ry) dr [(z —r(7s))*Ualrs)
[
Considerando a condicdo do cone de luz passado, 20 > 4
r%(79), a expressdo ((114) torna-se FH = a WZL 3 [(x —r)'a” — (z—r)"a”]
[(z —7)" Ud]
o e (4m) v
1 z — 1)U, xz—r)*U
o ap = Sl L4 [la ) U el g e
['T - T(TO)](X dr (‘T - T(TO))QUOL(TO) 7(1, . ,,,)VUM] i [(1[,’ _ T)aU ] (116)
dr
que também pode reescrita como na qual, a¥ = [7433&., V2 + 745 (5&)] consiste na qua-
driaceleracao.

9’ AF =

e[4nUa(ro)] ! d {(m - r(TO))uUV(TO)}
[z —7(m0)]" dr [ (z —r(70))*Ual(r0) ]

Substituindo essas tltimas relagoes na equagao (18)),
obtemos:

e(4m) ! d
(x —7r)* U, dr

(x —r)PUY — (x — r)YU*
(x — 1)U,

FH =

(115)
Aplicando a regra da derivada do produto nessa tltima
expressdo, chegamos na seguinte relagao
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Sabendo que campos elétrico e magnético sao definidos
em termos dos potenciais escalares 1) e/ou do vetor A,
isto é

. . 04
B(Zt)=VxA

e lembrando que A* = (1/), ff) e P = grAY — g¥ AH,

verifica-se facilmente as seguintes relagoes:

FOOZFii:O
FOi:—FiO:—Ei.
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Nesse caso, E' = E*, E? = EY e E3 = E*, além
de F12. = —B* F13 = BY ¢ F?® = —B?. Efetuando
as manipulagoes algébricas adequadas com a expressao
, encontramos a seguinte expressao do vetor do
campo elétrico:

E==2 -5) +
T or? (1-8R)|
re (117)
o J[Rx((R-5) xa)]
am (1—5}%31% »

Ademais, fazendo uso das componentes puramente
espaciais do tensor de ordem dois F*¥, podemos alcangar
a expressao vetorial do campo magnético dada por:

B=RxE=—

ret

(118)

Empregando a definicéo S = [E X Bﬂ para o vetor de

Poynting e integrando em uma superficie fechada com
raio infinitamente grande ¢p S d/f, verifica-se a predomi-
nancia dos termos que decaem com R~! em comparacio
aqueles que decaem com R™2. Em detalhe, os termos
predominantes sdo chamados de campo elétrico de radia-
¢ao (ETad) e campo magnético de radiagao (érad), sendo
descritos respectivamente pelas relacoes abaixo.

Eraq = I ( _B’fg) - y (119)
PO bl i Gty K01 Qs
A (1 - 51%)3 R B

Observando as expressoes dos campos elétrico e mag-
nético de radiacdo é relevante atentar para o fato de
que tais campos dependem explicitamente da aceleragao
da particula carregada, evidenciando assim que cargas
pontuais aceleradas, em relagdo a um certo sistema de
coordenadas inercial, emitem radiacio eletromagnética!

Admitindo o célculo desses campos a partir de um
referencial instantaneamente em repouso com a carga
acelerada, onde v = 0 e, por consequéncia, E = 0, as
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expressoes dos campos assumem formas mais simples.
Nesse caso, o campo elétrico se reduz a equagao

. e R x (]:2 X d’)
Ergg & — | —————= 121
d 4 R (121)

ret
cujo moédulo é dado pela expressao

- e asen(0)
Erog| & ————= 122
d 4t R (122)

enquanto que o campo magnético, por sua vez, pode ser
reduzido a equacao

e Rx[ﬁx(ﬁx&)]

Brog & — 123
d 47 R (123)
ret
sendo o médulo desse campo representado por:
- e asen(0)
By & —————= 124
d it R (124)

Em ambos os casos (equagoes el124)),  indica o dngulo
entre a aceleragao e a direcdo do ponto de observagao.

Para obtermos o vetor de Poynting é necessario abor-
darmos o tensor energia-momento candénico que no caso
do campo eletromagnético é definido por:

1
TH — FHPF;’ + ZguuF/)ono_ .

Sabendo que as componentes T deste tensor estdo
diretamente relacionadas com as componentes S* do vetor
de Poynting S, teremos

T% = F*F) = §".

Desse modo, o fluxo instantaneo de energia por unidade
de érea e tempo (vetor de Poynting) serd dado por

—

S = [Erad X émd] (125)

onde sdo considerados apenas os campos que contribuem
com o fluxo de energia a longas distancias.

Uma vez que os campos E e B sdo perpendiculares,
temos que B =R x E, 0 que nos permite reescrever a

equacao (|125) como:

2

5": ‘Erad ‘Erad sen (g) R = Erad R
~ [eld|sen(6)]? A 2 A
15 [ | R=|S|R. (126)

A figura |§| ilustra o comportamento da radiacao de
uma carga movendo-se com baixa velocidade. O padrao
de intensidade da radiagdo tem um formato toroidal com
a maxima emissao situada no plano equatorial.

Sendo a poténcia irradiada por unidade de angulo
sélido df2 dada por
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Figura 9: Padr3o de radiacdo emitida por uma carga em condicdo
n3o-relativistica, na qual, a maxima emissdo ocorre no plano
perpendicular a aceleragdo da particula [33].

P

a = S Rr? (127)

onde, nesse caso, d2 = sen(0)dfd¢, a poténcia total
emitida pela carga é obtida integrando a equagao (127]),
ou seja:

dP
d—QdQ.

Substituindo adequadamente as relagdes (126]e [127)
na expressao (|128)), alcangamos finalmente

— <64|f|>2 # [sen (0)]° dO do =

e? |af’

6m

P = (128)

P = (129)
que consiste na poténcia total irradiada por uma carga
elétrica acelerada, denominada de poténcia ou férmula
de Larmor .

A poténcia de Larmor também pode ser disposta
em um forma covariante, utilizando para isso, sobretudo,
argumentos de invaridncia sob transformagoes de Lorentz
proprias. Para encontrarmos a generalizacao apropriada,
reescrevemos a poténcia de Larmor na forma

P = ¢ (dp dp
6mrm2 \ dt dt )’
onde m corresponde a massa da particula carregada e

P o seu momento linear. A generalizacdo covariante de
Lorentz é, portanto, dada por

p_ ¢ (dppdp"
6rm2 \ dr dr )’
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na qual, dr = y~'dt é o elemento de tempo préprio
e pt = (F, mv) é o quadrivetor momento-energia da
particula carregada. Perspicazmente, se admitirmos um
referencial instantaneamentg €I repouso com a_carga
acelerada, em que ¥ = 0 e § = 0, a expressao se

reduz & expressao ((129).

7. Férmula ou generalizacao de Liénard

Para encontrarmos uma expressdo geral para a poténcia
total irradiada por uma carga acelerada, consideremos
E =~m e p= EV. Nesse sentido, podemos reescrever a

equagcao ((130) como:

P =

YT
dp dp) RENGED

o2
——— G ——
6m™m dr dr
Efetuando as devidas manipulagoes algébricas como
se segue

e2 dp® dp° 5 dp® dp"
P  6rm2 < 0ar dr ;g“ dr dr
o @ (@) _didp
6mm?2 dr dr dr
po_ @ (@ |
6mm?2 dr dr
e? dEN®  |dp
P = “) |2 132
6mm? <d’r> dr ] (132)
obtemos
pP— _ e @Q,iﬁ (133)
- dt dt '

Sabendo que

dE _ p d|p]
—_— = = 134
dt E dt (134)
e substituindo essa ultima expressdo na equagao ((133)),
alcancamos
9 L2 2
€ 2 ||dP o [ dD
= - - — ) 135
G6rm2 ! [dt o (dt) ] (135)

que representa a expressao relativistica para a poténcia
total irradiada pela particula. Em geral, essa equacao é
aplicada para os aceleradores de particulas carregadas
[BG).

Partindo da equagdo (132)), podemos ainda alcangar
outro resultado relevante. Nesse caso, fazemos inicial-
mente
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dry dry 1 _ion —3/2 _ d|7]
2N (1~ _91g) 224
=g = 5 (1= [8F) T (=200
dy N e el ()
dy _ T | dleal”
Ty [(L-1o?) i
d’}/ o 41 _,_,_1/2 d’U_, _,dl_f
o [Ty 5 (0.9) il + 7. 7
e obtemos:
d
g}z 4(7.8) . (136)
Os préximos passos sdo destinados a obtencdo dos
12
termos g—f e (%)2. Para alcancarmos uma expressao

12
de 'd—p‘ fazemos
T

2 2 2

aw
dr

2

- md(vﬁ)

gdl dv
B dr

dr +7%

dp|?

dr

:nf[ﬁFW(a®2+2¢mam2+7ﬂmﬂ.

(137)
dFE

~ 2 .
A expressao de (F) , por sua vez, pode ser conseguida
por meio dos seguintes passos:

(&) =[5 - [5°] - o

dE\? L
<d7’) = m?y8 (7.3)°

Substituindo as expressoes (137 e [138)) na equacao
(132)) como se segue

(138)

7 x @’ +|v.a’ =19 a’
alcangamos:
€ 6 [1a2 o =2
Pzégy{M —lgxa?| . (139)

A expressao (139) foi obtida em 1898 por Alfred-Marie
Liénard e hoje é conhecida como a férmula ou generali-
zacao de Liénard.
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8. Comparacao com a poténcia emitida
por uma fonte escalar interagindo

com campo escalar nao-massivo de
Klein-Gordon

Empregando boa parte dos passos desenvolvidos nas se-
¢oOes anteriores, podemos estudar outras interacoes entre
matéria e campo, como é o caso da interacao de uma fonte
escalar pontual interagindo com o campo nao-massivo de
Klein-Gordon El Esse campo, fundamentado na interpre-
tagdo de Feynman-Stueckelberg, tem importante papel
na descricdo do comportamento de particulas de spins
nulos, como os mésons (7, 7T e 7¥) e, por consequéncia,
em abordar determinados campos bosonicos

No caso da interacdo em questdo, consideremos um
campo escalar sem massa ¢(x) interagindo com uma
fonte puntual acelerada J(z). Em foco, a densidade de
lagrangeana que descreve esse sistema é dada por:

£= 0°60,0+ 5 ()0(). (140)

Fazendo uso das equagoes de Euler-Lagrange, podemos
alcancgar a expressao

09,6 = J

conhecida como equacao de Klein-Gordon nao homogénea
para o campo escalar classico ndo-massivo gerado por
uma fonte escalar J(x).

Aplicando o formalismo das fung¢ées de Green, a ex-
pressdo para o campo escalar ndo-massivo sera:

(141)

_ q
47U, (10) (@ — 2(70) )"

Nessa tltima expressao , o termo 7 representa
o tempo préprio da fonte no instante da emissdo da
radiagdo, evento este associado a posigao z#(7y) da carga
no espago-tempo de Minkowski, enquanto U,, refere-se a
quadrivelocidade. Para a obtencdo do vetor de Poynting,
o tensor energia-momento candnico é dado por [35]:

o(x) (142)

0£
T,ul/ - maﬂﬁfﬁlwa‘l-

Empregando alguns dos passos apresentados para ob-
tencao da poténcia de Larmor, alcangaremos

2 2
JE. g a

P = SdA =
# 127

4 Campo descrito pela equacio de Klein-Gordon proposta original-
mente em 1926 pelo fisico sueco Oskar Klein (1894-1977) e pelo
fisico alemao Walter Gordon (1893-1939) para descrever elétrons
relativisticos. Convém mencionar que algumas vezes, essa equagao
é também conhecida como equacao de Klein-Gordon-Fock devido
ao fisico soviético Vladimir Fock (1898-1974) que também obteve
a mesma expressao.

5 Menciona-se que embora o campo de Klein-Gordon néo tenha
anélogo classico por ser estritamente quantico, o mesmo pode ser
tratado como campo cléssico |37].

(143)

(144)
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Figura 10: Esquema estrutural do acelerador de elétrons Synch-
rotron SOLEIL na Franca .

Observe que o resultado é igual a metade do
valor cldssico da poténcia irradiada para o campo eletro-
magnético A* . Na verdade, isso ja era um resultado
esperado, haja vista que o campo eletromagnético en-
quanto campo vetorial ndo-massivo, possui dois graus
de liberdade associados aos dois graus de polarizacao do

mesmo [38].

9. Radiagao Sincrotron

H4 diversas aplicacbes dos fendémenos da radiacdo no
mundo contemporaneo que reconhecidamente mereceriam
um texto exclusivo para aborda-las tanto no que se refere
as atuais tecnologias quanto as investigagoes cientificas
que as utilizam. De todo modo, discutimos brevemente
nessa secao sobre a radiagdo sincrotron em razao do
imponente projeto Sirius.

Em termos gerais, a radiacao sincrotron é aquela emi-
tida por uma carga movendo-se com velocidade relativis-
tica ao longo de uma trajetéria curva. Particularmente,
essa condicao é aplicavel para particulas circulando em
aceleradores de elétrons que, por sua vez, apresentam
raio de curvatura da ordem de dezenas de metros.

Para se obter essa radiacgao, os elétrons a serem acele-
rados sao gerados pelo aquecimento de uma liga metalica
e, em seguida, sdo conduzidos para o anel de acelera-
¢do, no qual os elétrons tém suas velocidades elevadas
antes de serem enviadas para o anel principal (figura
. Nessa estrutura principal, as particulas passam a
viajar com velocidades relativisticas por um sistema de
tubos de vicuo sendo devidamente guiadas por uma rede
magnética; quando suas trajetérias sao desviadas, os elé-
trons emitem radia¢bes que sao coletadas pelas linhas de
luz (localizadas em estagdes fora do anel principal). A
obtencao do feixe de radiacao com a frequéncia de inte-
resse é alcancada condicionando a radiagdo emitida a um
complexo sistema de espelhos, fendas e monocromadores.

Desde 1997, a ciéncia brasileira ja tem acesso a tec-
nologia da radiagao sincrotron, com a inauguracao do
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Laboratério Nacional de Luz Sincrotron (LNLS)E' situado
na cidade de Campinas, onde o acelerador UVX (sigla
de "Ultravioleta do Raio-x”) opera. Esta previsto para
2018 a inauguragao do Sirius (referéncia & estrela mais
brilhante no céu noturno, localizada na constelacao de
Canis Major), uma superfonte moderna de luz sincrotron
que representard o projeto cientifico mais ambicioso do
pais até hoje e que permitird a comunidade cientifica,
tecnolégica e industrial do pais colocar-se na fronteira da
ciéncia, da tecnologia e da inovacao em nivel global .
As principais aplicacoes de luz sincrotron estao nas
areas de fisica da matéria condensada, ciéncia dos mate-
riais, quimica, farmécia, paleontologia, nanotecnologia,
biologia (molecular e estrutural), agricultura (sementes
e fibras), energia (andlise de rochas da camada pré-sal
e desenvolvimento de baterias) e medicina (em especial,
na obtengao de imagens detalhadas de tecidos).
Convém mencionar que a radia¢do sincrotron também
pode ter origem natural, sendo produzida, por exemplo,
por objetos astronémicos como quasares, nucleos de gala-
xias ativas e remanescentes de supernovas (pulsares) [41].

10. Consideragoes finais

Desenvolveu-se no presente texto, os passos necessarios
para abordar o fenémeno da emissao de radiacdo de-
vido a uma carga elétrica acelerada no espago-tempo de
Minkowski; em foco, obtemos mediante a teoria classica
de campos a poténcia total irradiada num referencial
instantaneamente em repouso com a carga (poténcia de
Larmor) além da generalizacio de Liénard.

Os aspectos fisicos gerais dessa interacao sao relevantes
por permitirem compreender intmeros fenémenos clas-
sicos envolvendo radiacdo (térmica, sincrotronica, etc.)

@\
/ '
AN

Y

Figura 11: Inconsisténcia do modelo atémico de Rutherford, no
qual, pela eletrodindmica classica, o elétron por ter aceleracio
n3o nula, irradia energia e descreve uma trajetéria espiral em
direcdo ao ndcleo até colapsar com o mesmo .

6 O LNLS é administrado pelo Centro Nacional de Pesquisa em Ener-
gia e Materiais (CNPEM), uma organizacdo social supervisionada
pelo Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovacées e Comunicagbes
(MCTIC).
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e espalhamento (Rayleig, Thomson, ressonéncia, etc.).
Ademais, a conclusao de que cargas pontuais aceleradas
irradiam e, por consequéncia, perdem energia, teve um
importante papel no desenvolvimento de um modelo ato-
mico fisicamente consistente. Por exemplo, os modelos
atomicos do tipo planetario como aquele proposto por
Ernest Rutherford (1871-1937) ndo conseguiam justificar
a estabilidade da matéria, pois se os elétrons orbitas-
sem um nucleo, seriam constantemente acelerados e, por
conseguinte, perderiam energia pela emissao de radiacao
eletromagnética, de tal forma que os raios de suas 6rbi-
tas diminuiriam e a frequéncia da radiacdo aumentaria
até que essas particulas fossem capturadas pelo ntcleo
resultando assim no colapso do dtomo (figura . Para
uma Orbita de ordem atdémica, esse colapso ocorreria em
um tempo inferior a 1 nanossegundo [42]. O problema
da estabilidade do 4tomo sé veio a ser esclarecido com
o advento da Mecénica Quéntica, através dos modelos
atémicos de Niels Bohr (1885-1962) e Erwin Schrédinger
(1887-1961).

Por fim, ainda que a abordagem empregada tenha
objetivado, essencialmente, o estudo do fenémeno da ra-
diagdo de carga acelerada por meio da Teoria Classica de
Campos, o desenvolvimento apresentado pode ser profi-
cuamente utilizado como um passo inicial para investigar
diferentes campos e suas interagdes com a matéria, assim
como um texto didatico preparatorio para o estudo da
Teoria Quantica de Campos.
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