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O método de integrais de trajetoria, desenvolvido por Feynman no artigo “Space-Time Approach to Non-
Relativistic Quantum Mechanics” de 1948, é uma das formulagdes da teoria quintica que se junta, considerando
a época do artigo, a duas anteriores: (i) a formulacdo, de certa forma o padrao apresentado em livros-textos,
desenvolvida na década de 1920 por Schrodinger, Heisenberg, Dirac, Von Neumann, Born, Jordan e outros, e
que se baseia no espaco de Hilbert e operadores que atuam nesse espaco, e (ii) a descrigdo no espaco de fase,
também conhecida como a quantizacdo de Moyal, que se baseia na fun¢do quasi-distribui¢do de Wigner proposta
em 1932 e na lei de Correspondéncia de Weyl de 1927, e conduz a estrutura matemética ndo comutativa baseada
no produto estrela (x). Neste trabalho, apresentamos uma revisdo pedagégica de pontos considerados bdsicos para
o desenvolvimento de Feynman. Destacamos a linha de pesquisa de Dirac na busca de analogias entre a Mecanica
Cléssica e a Mecénica Quéntica, bem como os postulados formulados por Feynman no artigo acima citado, aspectos
importantes para a compreensdo da teoria mas pouco conhecidos e pouco divulgados de forma completa. Um
exemplo é apresentado para elucidar o método e sua relagdo com a equagdo de Schrédinger dependente do tempo.
Palavras-chave: mecénica quantica, integrais de trajetoria, principio da acdo minima.

The method of path integrals developed by Feynman in the paper “Space-Time Approach to Non-Relativistic
Quantum Mechanics” of 1948, is one way of formulating the quantum theory. This development joins previous
ones: (i) the formulation developed by Schrédinger, Heisenberg, Dirac, Von Neumann, Born and Jordan, which is
based on the Hilbert space, and (ii) the phase space picture also known as Moyal’s Quantization which is based
on the quasi- distribution function of Wigner proposed in 1932 and leads to the non-commutative mathematical
structure defined by the star product (x). In this work, we present a pedagogical review of points considered basic
for the development realised by Feynman. We emphasize Dirac’s research line in the search for analogies between
the classical and quantum mechanics as well a the postulates formulated by Feynman in the article quoted above.
We note that these aspects although important for the comprehension of the path integrals formulation are little
known and little divulged of complete form. In order to elucidate the method an example is presented and its
relationship to time-dependent Schrédinger equation analyzed.

Keywords: quantum mechanics, path integrals, the action principle.
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1. Introducao

Atualmente, entre as formas conhecidas de quantizar um
sistema microscépico, pode-se destacar trés formulagoes
como mais usadas. A primeira, de certa forma o padréo
apresentado em livros-textos [1,/2], é a baseada no espago
de Hilbert e operadores que atuam nesse espago [3]; foi de-
senvolvida por Schrodinger [4], Heisenberg [5], Dirac [6],
von Neumann [7], Born e Jordan [§] e outros na década
de 1920. A segunda é a formulagdo no espago de fase [9],
também conhecida como a quantizagdo de Moyal [10];
baseado na fungao quasi-distribuicao de Wigner proposta
em 1932 [11,[12] e na lei de correspondéncia de Weyl de
1927 [13] entre operadores quanticos no espago de Hilbert
e fungoes no espago de fase, esse desenvolvimento conduz
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a estrutura matematica nao-comutativa definida pelo pro-
duto estrela (x) [14H16]. A terceira refere-se & formulagao
conhecida por integrais de trajetéria desenvolvida por
Feynman [17]. E essa formulagdo o motivo do presente
artigo. O método de integrais de trajetéria de Feynman é
reconhecido atualmente como eficiente em véarias areas e,
em particular, em teorias de gauge. Desde o surgimento
do livro de Feynman e Hibbs [18] vdrios sdo os textos que
tratam do assunto: alguns em carater introdutério ou
conceitual [19H21]; outros em Teoria de Campos [22}23]
e Mecénica Estatistica [24], e ainda outros em aplicagdes
a dreas especificas [25H27], havendo inclusive um Hand-
book de integrais de trajetéria de Feynman [28] onde é
possivel encontrar uma tabela de integrais de interesse;
deve-se também citar a extensao do método de integrais
de trajetéria para férmions sendo referéncias importantes
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Berezin [29] e Coleman [30]. E usual em vérios desses
textos, o que também se observa na introdugao do ar-
tigo “Space-Time Approach to Non-Relativistic Quantum
Mechanics” [17], a informagéo que o desenvolvimento re-
alizado por Feynman tem como origem “uma conjectura
de Dirac” ou foi sugerido por “algumas observacoes de
Dirac com respeito a relagdo da acao classica e a mecanica
quantica”. Entretanto, para o melhor de nosso conheci-
mento, ndo ha uma exposicdo completa de como surgiram
essas sugestoes e/ou conjectura de Dirac. Em face desse
fato e como forma de preencher essa possivel lacuna na
literatura, procuramos nesse artigo abordar esse aspecto
da formulacdo do método. O artigo estd dividido em
secoes: na sec¢ao 2| trataremos dos desenvolvimentos de
Dirac relativos ao assunto no texto “The Principles of
Quantum Mechanics” 6] e no artigo “On the Analogy
Between Classical and Quantum Mechanics” [31]; na
secao [3] para enfatizar a relacdo do desenvolvimento de
Feynman com os aspectos abordados por Dirac, tratare-
mos dos postulados propostos por Feynman [17]; na se¢do
[] como forma de elucidar a aplicagao das ideias de Dirac e
Feynman, consideramos um caso especifico [18,32] e mos-
traremos como a amplitude de transicdo na formulacéo
de Feynman satisfaz a equagdo de Schrodinger usual. Na
secao |2 seguiremos de perto a apresentagao de Dirac
e, nesse sentido, manteremos sempre que possivel sua
notagdo. Assim, para coordenadas, considerando um sis-

tema com n graus de liberdade, temos ¢ = (¢1, G2, - -, qn);
para os momenta p = (pi1,p2,...,Pn); também serao
usados ¢ = (qi,qé,.-.,qg), q¢" = (Q1aq27"'7qn)
p =05, ..., 0h), p" = (], pY,...,pr) e para os cor-

respondentes bras e kets, (¢'|, |¢'), (¢"], l¢"), '], Ip),
(p"|, Ip"), respectivamente; as fun¢des quinticas serdo
notadas por F(q,p) onde ¢ e p sdo operadores, e as
correspondentes fungoes classicas serdao designadas por
F.(q,p) onde g e p serdo varidveis cldssicas. Na se¢do 3
seguiremos Feynman e nas se¢oes seguintes a notacao
acompanhara a convengao usual onde for possivel. Neste
sentido deve-se observar que Dirac nota a agao referente
a um intervalo de tempo por S(t;,¢;11) ftl“ L(t
enquanto Feynman nota a mesma ag¢ao por S (qu, qz),
ou seja, S(qiy1,q) = f:“ L(t) dt simbolizando que g;11
refere-se a ¢ no instante ¢;41, e ¢; refere-se a ¢ no instante
;.

2. O desenvolvimento de Dirac

De acordo com alguns autores [19}23], uma das linhas
de pesquisa de interesse de Dirac era a elaboragao da
Mecanica Quéntica com base na analogia com a Mecanica
Classica. De fato, consultando o livro “The Principles
of Quantum Mechanics” e o artigo “On the Analogy
Between Classical and Quantum Mechanics” observa-se,
em véarias segoes, essa busca de analogia entre as duas
mecanicas; em particular ha duas se¢oes do livro-texto,
em que este fato é bem explicito sendo na secdao “The
action principle” onde Dirac apresenta a possivel relagao
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entre o bra-ket (¢',t|q",t0) = (qlqi,) e o principio da
agdo minima. Para compreender como essa proposta surge
iremos, por razoes histéricas e porque essa discussao nao
é apresentada nos desenvolvimentos da formulacao das
integrais de trajetoria, seguir Dirac resumindo os aspectos
de interesse para o presente artigo.

1. Movimento de pacote de ondas

Em seu livro-texto, na se¢do movimento de pacote de
ondas, Dirac chega ao resultado expresso por “vemos
deste modo como as equagodes classicas do movimento
sao derivadas da teoria quantica como um caso limite.”
Para chegar a essa conclusao, Dirac considera um sis-
tema dindmico com operador Hamiltoniano H(g,,p;)
(r=1,2,...,n) tendo um sistema cldssico anélogo des-
crito pela Hamiltoniana H.(g,,p,), fun¢do real obtida
usando varidveis algébricas para os operadores ¢, p, em
H(g.,p:), e fazendo fi — 0 onde aparecer essa constante
em H. Dirac propde, entdo, que a funcao de onda de-
pendente do tempo na descrigao de Schrodinger seja da
forma:

Y(q,t) = Ae'® (1)
onde A e S sao fungoes reais de ¢ e t, e ndo variam de
forma rapida com seus argumentos.

Ao propor a expressao para (g, t), Dirac procura
verificar se essa proposta leva a alguma inconsisténcia e
se ha interpretacdes fisicas para as fungoes A e S; para
isto leva a eq a equagao de Schrodinger

0
o que resulta em
0A as R is
ha - Aa n H(qy,pr)Ae'n (3)

;S .
e, explorando o fato que U = e'% pode ser visto como
um operador linear unitario, mostra que as coordenadas
q permanecem inalteradas por U e que, para p,, tem-se

s a8

e -+
Pr Pr g,

S
e h

e assim

9]

_is s oS
€ ‘R H(qrvp'r‘)elh = H(qrvp'r' + 87)
qr
uma vez que as relagoes algébricas sdo preservadas por
U. Em consequéncia tem-se, de (3)), que:
0A a8

a8
22— 4% _ Hg,.p,
ot A = Hlanp + 5

)A (4)

Chegando a eq (4) Dirac considera o limite i — 0, aban-
donando os termos em que h aparece ou seja, em zh

e em p, que é o operador —ifi-2-
qr. Assim, resulta em

a8 a8
- bt Hc(qr, 87qr) (5)

e aplicado a fungao de

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0373



Viana

que é a equagao diferencial para a funcédo S, sendo ela
assim determinada pela Hamiltoniana classica H..

A eq , conhecida equagao de Hamilton-Jacobi da
dindmica classica, permite que S seja real e mostra que
nao ha inconsisténcia em admitir a eq COMO exXpressao
para (g, ).

Para obter a equacdo diferencial para A, apdés um
desenvolvimento relativamente longo [6] obtém-se que:

._ 0S8
Pi=%q;

A% _ -y 9 ) 4 [0Hcé;§,pj)} ©)

em que a notagao [] py=2S significa que se deve substituir,
2

J
na expressao obtida, p; por g—fj de modo que no final se
tenha uma funcao de g; apenas.
Interpretando A2, na eq @, como a densidade de
um fluido no ponto ¢ e instante ¢, Dirac mostra que
essa equagao pode ser analisada como a equacao de

conservacao desse fluido sendo sua velocidade dada por

@ — |:8HC(QT7PT):| (7)
dt Op; pj=25

e com p; definido como g—(i, segue que
dpj _ 4 0S _ _OHc(qr,pr) (8)
dt dt aq]' Oqj
ou seja, as equagoes e sao equagoes classicas
de movimento na forma Hamiltoniana mostrando que,
no limite 7 — 0, s@o obtidas equacgoes classicas para o
sistema quéntico descrito por H (g, p,).

2.2. O principio da agao

Na se¢ao 2.1 um dos pontos bdsicos do desenvolvimento
é a introducdo da eq onde é definida a fungdo S
dependente de ¢ e t. Na se¢do sobre o principio da ac¢ao
minima Dirac continua explorando essa fungao e escreve

S
(d,tlqd",t =0) = (glq") = €'n (9)

(@] = (1T () (10)

sendo T'(t) o operador que satisfaz a equagdo:

zha—T =H@W)T, T(0)=1
ot
A eq. @ é agora a definicdo de S, funcdo das varidveis
q; , ¢ e explicitamente do tempo.
Comparando a funcgao S da eq. (]ED com a fungao S da
eq. (1) Dirac observa que a auséncia da fungdo A na eq.
exige que S agora seja complexa mas com sua parte
real igual a S da eq , e sua parte imagindria da ordem

de h. Desta forma, no limite iz — 0, o S da eq. @D sera
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igual ao S da eq. e, portanto, satisfard a rela¢do, na
notacao de Dirac,

08

T o = HC(qa/"t’p;'t) (11)

onde o5
= 12
prt aq;‘t ( )

e H. é o Hamiltoniano cldssico nas variaveis algébricas
q,., Dve- Por outro lado, com g, = ¢, tem-se

(q5,ld") = o(at, —q")

e o quadrado do médulo de (g}|q”), i.e. [{gi|g")|?, é a
probabilidade das coordenadas ¢ terem valores ¢’ no
instante ¢ > ¢y se elas tiverem, com certeza, os valores ¢”’
no instante ¢o. Neste contexto Dirac observa que |q;,) e
(q/'| podem ser considerados um auto-ket e um auto-bra
do operador posi¢ao na descrigdo de Heisenberg e, como
em qualquer instante os auto-kets da posicao na descri¢ao
de Heisenberg constituem um conjunto completo, tem-se
naturalmente

/ dg" 1q')a!'] = 1. (13)

Além disso, (q;|q") = (qilqi,) sera solugao da equagao
complexo-conjugada de Schrédinger nas varidveis ¢, , o
que implica na relac¢oes

05

R & "o 14
Bt (g, p7) (14)
com 85’

E Dirac conclui que a consequéncia das equagoes de
Hamilton-Jacobi, e , é que a funcao S, sua
solugdo, é a agdo da Mecanica Cldssica no intervalo [tg, t],
isto é, a integral da Lagrangiana L,

S = tL(t’) dt’ (16)

to

ou seja “a funcao S definida pela eq. (@ é o analogo
quantico da fungao agao classica e igual a ela no limite
h — 0”. Para obter o andlogo quantico da Lagrangiana
cléssica ele considera intervalos de tempo infinitesimais
colocando t = to+ 4t e obtém (q; . 5,/q;,) como o andlogo
de eXp[iL(to)%], o que segue da eq. @D

Na sequéncia, Dirac procura determinar a que corres-
ponde na teoria quantica o principio da a¢do minima e
propoe a relacao

exp {; /t: L(t) dt’} = exp {zs(thto)} = B(t,to)

(17)
onde B(t,ty) corresponde a (qt|q;,) na teoria quantica.
Dai, supondo que o intervalo [tg, t] seja dividido em um
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grande niimero de pequenos intervalos de tempo to — t1,
t1 =ty ..y tm—1 = tm, tm — t, escreve para B(t, o)
B(t,tg) = B(t,tmm)B(tm,tm-1) ... B(te,t1)B(t1,10)

(18)

que afirma, pelas propriedades conhecidas dos vetores

base |q.,) (vide eq. (L3))), corresponde a equagdo quantica

(qtlao) = // /qthm Ay, (@ |G —1) A5

(12‘611>dQ1<Q1|QO> (19)

onde, para simplificar a notagao, ¢, significa g, .

Dirac faz entdo uma anélise das equacdes e
realcando alguns pontos: (i) que se deve olhar cada fator
em como uma funcao dos ¢’'s nos dois pontos extre-
mos do intervalo de tempo a que ele se refere; (ii) que,
em consequéncia, o lado direito da equacao (|18)) é uma
funcao nao somente de ¢; e ¢;, mas também de todos
0s ¢'s nos instantes intermedidrios; (iii) a equagéo
é vélida para os valores de ¢ efetivos (trajetéria real)
nos instantes intermedidrios; (iv) pequenas variagoes em
torno dos valores efetivos, deixando S estaciondria, pela
equacio também deixarao B(t,to) estaciondrio; (v)
é o processo de substituicao em , dos valores de ¢
nos instantes intermediarios, que corresponde em
a integragdo em ¢ naqueles instantes. E conclui que: “o
analogo quantico do principio da acdo encontra-se na lei
de composi¢ao dada em ”.

O tema de obter uma descri¢do quantica préxima a des-
cricdo classica, em que as coordenadas ¢ de um sistema
dindmico tenham valores definidos em qualquer instante
t, é retomado por Dirac ao discutir o conceito de proba-
bilidade no artigo “On the Analogy Between Classical
and Quantum Mechanics”. Nesse artigo Dirac considera
uma sequéncia de instantes t,ts, t3,..., tdo proximos
quanto possivel um do outro, e trata de como descrever
formalmente a probabilidade considerando os valores de
q, determinados em cada instante e pertencentes em cada
instante a pequenos intervalos espaciais; explica entao
que, desta forma, “terd uma probabilidade formal para a
trajetoria do sistema, em mecanica quantica, permanecer
dentro de certos limites”. Especificamente, Dirac consi-
dera trés instantes t1,t2,t3 € que, em cada instante t;,
haja uma representagio cujos vetores bésicos sejam |g.),
(q}] (i =1,2,3). Sendo f(q1, g2, ¢3) uma fungdo geral das
coordenadas nesses instantes e |x) um estado arbitrédrio,
ele mostra que:

(x| f(q1,92,93)|x) = // f(d1, 5, 43)(xId1)day
X (q1]95)da5(q5]q5) daz (az]x)  (20)

onde ¢} sdo os valores de ¢ no instante ¢;, e a integracdo
é na regiao onde os valores de ¢; na trajetéria podem
variar.

Observa-se da exposi¢do de Dirac que as bases para o
desenvolvimento de uma formulacido quantica em termos
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de trajetérias estdo delineadas na equagdo (20) que se
refere diretamente a trajetérias, e nas equagoes ,
e que buscam uma correspondéncia com a acao
classica. Ha necessidade, no entanto, de um detalhamento
para completar tal formulagao, o que foi realizado por
Feynman em seu artigo “Space-Time Approach to Non-
Relativistic Quantum Mechanics” [17].

3. As Integrais de Trajetoria de
Feynman

Nesta se¢ao apresentaremos os dois postulados elaborados
por Feynman como base da sua formulacéo e que de certa
forma resumem os desenvolvimentos da secao anterior.

3.1. O primeiro postulado

Feynman inicia o artigo “Space-Time Approach to Non-
Relativistic Quantum Mechanics” [17] situando o traba-
lho como consequéncia de observagoes de Dirac sobre
a relacdo da acado classica com a mecanica quantica.
Estabelece entao a busca de uma amplitude de probabi-
lidade associada a trajetérias no espago-tempo em lugar
da amplitude de probabilidade associada a posicao da
particula em um particular instante de tempo. Com
esse objetivo, baseado nos trabalhos que apresentamos
na sec¢ao 2| Feynman discute, por simplicidade, o caso
unidimensional de uma particula cuja posicao ¢ pode
assumir varios valores e supoe que tenha sido realizada
uma quantidade enorme de medidas sucessivas separadas
por pequenos intervalos de tempo e: as medidas da coor-
denada g nos instantes t1,%o,...,t;,t;+1,... sdo notadas
por ¢1,q2,---,4qi,q+1 - - -, Yespectivamente, o que, com
€ = t;41 — t; define, do ponto de vista classico, uma tra-
jetoria ¢(t) no limite e — 0. Na sequéncia Feynman ana-
lisa resumidamente o processo de medida comparando as
teorias classica e quantica e introduz o que denomina “me-
dida ideal”; com essa denominagcao caracteriza, em linhas
gerais, a situagdo em que nao é realizada uma medida
detalhada da trajetéria no sentido de determinar efetiva-
mente cada ponto mas é possivel afirmar que a trajetoria
encontra-se em uma regiao R do espago-tempo. Com-
plementando, Feynman afirma que a probabilidade que
a particula seja encontrada por uma “medida ideal” na
regido R é o quadrado de um niimero complexo |p(R)|?; o
nimero ¢(R) é denominado amplitude de probabilidade
para a regido R e dado por

e(Ry=1lim [ ®(...,q,Gi+1,---).--dgidgit1 ... (21)
e—0 JRr
onde ®(...,q;,qi+1,--.) é uma fungio das varidveis g;

definindo a trajetéria. Em consequéncia, ele formula o
que denomina de primeiro postulado da teoria: “Se uma
medida ideal é realizada para determinar se uma particula
tem uma trajetoria em uma regido R do espago-tempo,
entao a probabilidade que o resultado seja positivo é o
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moédulo ao quadrado de uma soma de contribui¢ées, uma
de cada trajetéria na regiao”.

Apoés esse postulado, Feynman tece consideragoes so-
bre o significado dos termos “uma de cada trajetoria” e
explica: (i) que uma trajetéria é definida pelas posi¢oes
q; determinadas na sequéncia de intervalos de tempo
€ = tiy1 — t; e que todos os valores das coordenadas
na regido R tém peso igual; (ii) que o valor desse peso
depende de € e pode ser escolhido de forma que a probabi-
lidade de um evento ocorrer com certeza seja a unidade;
(iii) o limite ¢ — 0 deve ser considerado no final dos
calculos.

Deve-se observar na equagao que, no limite € — 0,
a quantidade ® depende da trajetéria como um todo
sendo natural considera-la um funcional das trajetérias

q(t).

3.2. O segundo postulado

Como explica Feynman, enquanto o primeiro postulado
estabelece o esquema matematico exigido pela teoria
quéantica para o calculo de probabilidades, o segundo
postulado trata de calcular a importante quantidade ®
para cada trajetéria. Diz esse postulado: “As trajetérias
contribuem igualmente mas a fase de suas contribuicoes
é a agdo cldssica S[q(t)] (em unidade de ) i.e., a integral
no tempo da Lagrangiana ao longo da trajetéria.” E
Feynman explica que a contribuigdo ®[¢(t)] de uma dada
trajetoria q(t) é proporcional a exp{+S[q(t)]}, com

Sla(t)] = / Liq(t). 4(t))dt, (22)

onde a Lagrangiana L(q(t), ¢(t)) pode ser uma funcao
explicita do tempo.

Comparando os dois postulados, Feynman aponta que
para o primeiro postulado é necessario definir uma tra-
jetéria dando apenas a sucessdo de pontos g; pelos quais
a trajetéria passa em instantes sucessivos t;. J4 para
calcular S[q(t)], que aparece no segundo postulado, é
necessario conhecer a trajetéria em todos os pontos e
nao apenas em ¢; o que conduz a admitir que a fungao
q(t) é a trajetéria seguida por uma particula cldssica com
Lagrangiana L e que, partindo de ¢; em ¢;, chega a ¢;41
em t;11. Esta hipdtese, afirma Feynman, permite aplicar
o segundo postulado a trajetorias descontinuas; o ponto
observado é que, apesar das mudancas abruptas de velo-
cidade nos instantes ¢;, ndo ha dificuldade no célculo da
acdo ja que L depende no maximo da primeira derivada
de ¢(t); como a trajetoria cldssica é aquela que torna a
acao minima, pode-se escrever:

S = ZS(%‘H,%‘) (23)
onde

S(gis1,q:) = min /t L. de (24)

i
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0 que exige da mecanica classica somente o conhecimento
da Lagrangiana. Feynman também observa que, na ex-
pressao , mesmo para ¢ finito a soma é infinita por
causa da extensao infinita do tempo; dai, para que os
postulados tenham significado, deve-se restringir o inter-
valo de tempo a um valor finito embora suficientemente
grande.

Combinando os dois postulados e a relacao pode-

se escrever para (21

dgi+1 dg;
1A
(25)
onde o fator de normalizagao esta dividido em fatores %
para cada instante de tempo e a integragao é sobre os
valores ¢;, ¢;+1, ... que estdo na regido R.

Concluindo a secdo, Feynman afirma que a equacao
, a defini¢do de S(gi+1,9:) e a interpretacao
fisica de |p(R)|?> completam a nova formulacio da
mecéanica quantica. A generalizagdo para um sistema
com k graus de liberdade é imediata: neste caso te-
mos ¢ = (¢, ¢?,...,¢™) e uma trajetéria serd uma
sequéncia de configurages, em instantes sucessivos, des-
crita no instante t; por ¢; = (ql(l), qZ@), el qgk))7 ou seja,
o valor de cada uma das coordenadas ¢(¥) em um dado
instante t;. O simbolo dg; significa neste caso o elemento
de volume no espago de configuracdes no instante ¢;.

Comentando o contetdo desta se¢@o, apontariamos
que os postulados enunciados por Feynman constituem
na realidade uma sintese e sistematizacdo das ideias
desenvolvidas por Dirac em suas exposi¢coes a respeito
da possivel analogia entre a teoria classica e a teoria
quantica; neste contexto, um dos feitos de Feynman é
indicar como realizar o célculo completo de (25)) o que
elucidaremos na secio [f e no Apéndice.

Devemos também observar que Feynman em seu ar-
tigo, apds apresentar os postulados, considerou com sua
formulacao o conceito de funcdo de onda, a equagao de
Schrodinger, o limite classico e outros aspectos como a
algebra de operadores, equagao de Newton e uma possivel
generalizagdo, itens que nao abordaremos no presente
artigo por estarem além do proposto.

. 1
o(R) :gg% Rexp [hZS(Qi+17Qi)]

4. Aplicagao

Para melhor acompanhar o desenvolvimento adotaremos
uma notacao de bras e kets explicitando posicao e tempo,
ou seja, em lugar de (g;'|q;,) escreveremos (q¢”,t"|q’, o),
por exemplo, e para a relacdo de completeza dos autokets
da posicao, em lugar da equagao , usaremos:

/ dg" |¢" ") g" £"| = 1 (26)

Com esta notagdo, apliquemos a formulacdo das inte-
grais de trajetéria para calcular a amplitude de transi¢ao
para um sistema (uma particula) no espago-tempo ir do
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ponto inicial (¢1,¢1) ao ponto final (¢x, tx), considerados
fixos.

De acordo com o exposto nas se¢oes anteriores devemos
dividir o intervalo ¢; — tny em (N — 1) partes iguais a &,
dadas por:
in—t
N -1
e explorando a propriedade de completeza dos auto-kets,
segue que

=ty —t; = (27)

(gn,tnlqr, tr) = /"'/(C]N,tN\QN—htN—ﬁdQN—l

X (gqN-1,tN-1]qN—2,tN—2) dgn_2

X (qn—2,tN—2|.-.|q2,t2) dg2
% (qa,t2|q1,t1) (28)
Para o intervalo de tempo t;—t;1 (j = 1,2,...) é preciso

determinar a amplitude de probabilidade (g;j+1,t;+1/g;, ;)
e, pela expressao , integrar em g2, 4¢3, ..., qj, .-, qN—-1
o que corresponde a considerar todas as trajetérias no
plano (g,t) com os extremos (q1,t1) e (gn,tn) fixos, ja
que dg; varia no instante t; entre os limites que definem
a regiao R onde a particula pode ser encontrada.

Nota-se assim que, para determinar a amplitude de
transicao (g, tn|q1,t1) faz-se necessdrio considerar todas
as possiveis trajetérias, ou seja, mesmo aquelas que nao
tém qualquer semelhanca com a trajetéria classica. Como
Dirac apontou ao analisar o principio da a¢ao minima,
isto constitui um aspecto fundamental na diferenca entre
as duas mecanicas uma vez que na mecanica classica
h4 uma trajetéria definida no plano (g,t) que é obtida
considerando a condi¢ao de extremo

5 / N L(g.d) = 0. (29

Ainda, de acordo com Dirac (vide se¢do [3.2)), para ¢ =
ti+1 — b,

exp{hS(t t )}B(tj,tj_l)
ti-1) = 7 L(t)dt.

Segue, portanto, de | . que a contribuic¢ao de uma tra-
jetoria definida sera

N .
H exp [;S(tj,tj_l)] = exp
j=2

corresponde a (g;|g;—1) com S(t;,

= exp

ou, na notacao de Feynman:

N . . N
(3 (3
geXp {hS(Qjan—l)] =exp | > S(g5:95-1)

= exp
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Agora, para determinar (gn,tn|q1,t1), pelas se¢es [2] e
deve-se considerar todas as trajetérias e, pelo segundo
postulado de Feynman, tem-se:

Y dgy—1 [ dgn_2

ZS qjﬂq] 1

x [ =Zexp (30)

ou seja:

(@5,t5lgj—1,tj-1) = ﬁexp l:;S(ijle):| (31)

com

S(aeq1) = / " L(q(t), d(t)) dt

tj,1

(32)

com L a Lagrangiana cldssica e o fator de normalizagao
dependente somente do intervalo de tempo € = ¢;
e nao do potencial.

Para elucidar a aplicagdo de , e a determinacao
de A(e), seja o caso de uma particula cuja Lagrangiana
¢ L(g,¢) = ™=~ V(q).

Considerando o intervalo de tempo € bem pequeno,
pode-se tomar a trajetéria entre dois instantes sucessivos
como uma linha reta o que, da expressao

St = [ [ vl

j—

—tj1

escrevendo ¢ = %=1 resulta em

K G —ai-1) K
Staa = [ ay (222 - [ v
tiia € ti_

J j—1

_m(gmaa) | (ntaa
2 € 2

Em particular, para o caso de uma particula livre, V(gq) =

0 e tem-se, de (31)
. 2
1 tem [ q; — qj—1
@ l (=) ]

1 im(q; — gq;— )?
A(s) exp{ 2he : } (33)

<%at ‘QJ 1t 1>

h>

o que possibilita determinar o fator A(e); de fato, como
o mesmo independe do potencial e os kets satisfazem a
relagao:

(@i tilgj—1,tj—1)|e;=t,., = 0(q5 — qj—1), (34)
usando para a func¢do J a expressao:
PV ANNE P 7((]—(]/)2
(g —¢) = lim GE exp [ A2 } (35)
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obtém-se, de , e , que:

I m
Ae)  V 2mihe’
Assim, para ¢ — 0, segue pelo postulado de Feynman

que

m
— ex
2mihe

7
(g5, tjlaj—1,tj-1) = p |:hS(qjan—l):| (36)

e, para a amplitude de transicdo (qn,tn|q1,t1), com
ty — t1, finito,

L\
(gnstnlar, th) = glg% (A(s)) /dQN—1/dLIN—2"'
N i
X /dqul:Izexp [hS(ij(Ij—l)} (37)

/52 € 0s pontos do espago-tempo (qn, tx)
e (q1,t1) fixos.
A expressao (37)) é usualmente escrita como:

1 _
Comm—

N

(v, tnlqi,t1) =

D[(ﬂam{;sman}

/ Dlq(t)] exp { h /;N Le(g,4) dt}

(38)

e denominada Integral de Trajetéria de Feynman. Na
equacao tem-se a expressao:

aw . m o\
[ o=y 5 2) -
X /qu,QN-/dQQ (39)

definindo uma nova medida no sentido matematico e
significando integrar sobre todas as trajetérias indo do
ponto (q1,t1) ao ponto (gn,ty) fixos, ty — t1 finito.

Um fato a observar é que, de (¢”,t|¢’,tp) com
|¢',to) e (¢”,t] auto-ket e auto-bra do operador posi¢ao
na descrigdo de Heisenberg, tem-se (¢”,t|¢',to) =
(q"e”#MMteMMlolq') = (¢"|e” #HU=10)]¢) que é uma das
expressoes do propagador K(q”,t;¢,to). Assim alguns
autores [21] ao discutir o método de Feynman dao énfase
ao calculo do propagador e suas propriedades. No pre-
sente volume da RBEF, o conceito de propagador aparece
nos trabalhos de Pleitez e Aguilar.

4.1. A formulagdao de Feynman e a equacao de
Schrédinger

Para analisar a equivaléncia da formulacdo de Feynman
com a formulagao de Schréodinger, busca-se mostrar que
a expansdo de Feynman para {qn,tx|q1,t1) satisfaz a
equagao de Schrédinger dependente do tempo com relagdo
as variaveis qn e ty.
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Com esse objetivo é usual considerar a relagao

(gn,tnlq,t) = /<QN7tN|QN71>tN71>dQN71
X (gn-1,tNn-1]q1,t1)

que, com a Lagrangiana L(q,q) = %(32 —V(q) e a ex-

pressao de Feynman para o bra-ket (gn, tn|gN—1,tN—1),
nos da:

+oo m
(gn,tN|qr,t1) :/_Oo dgn_—1 9rihe
im\ (qy —qn-1)® i€V
exp K 2h) c I

X (gn-1,tNn-1]q1,t1)

Fazendo a mudanca de varidvel n = qn — gn-1 €
supondo qn — q e ty — t + €, segue que

+oo
t+e t =4/
<qa |q1) 1 2 Zh /

><exp< e

) (g —n,tlq,t1)
(40)

O fator exp (”"" ) oscila de forma muito rapida com

n uma vez que € ¢é infinitesimal e A é uma constante
pequena. Quando uma fungdo que oscila rapidamente
multiplica uma funcao bem comportada como o bra-
ket (¢ —n,t|q1,t1) a integral tende a se anular devido a
variacao aleatoria da fase da exponencial. Dai a contri-
buicéo efetiva vem da regiao onde a fase é estaciondria; no
presente caso é o ponto 7 = 0, sendo justificivel expandir
(q — n,t|g1,t1) em poténcias de 7. Também é justificivel
expandir (q,t+€|q1,t1) e exp (—%) em poténcias de ¢,
0 que resulta em:

+c>o
t t t t
(q, |Q1, 1> 6t Qa |Q17 1 \/27”716/
mn
1—7—
xeXp(2h5>( h+ )

772 2
tiq1,t — =5 tq,t
<ttt + 5 o o)+
(1)

ja que o termo linear n é nulo quando integrado. Por

outro lado
teo immn? 2mihe
d —
/,oo T exp ( 2he > m

o0 : 2 10 3
/ dnn? exp AL, V2 e
oo 2he m
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o que nos dé, substituindo esses valores na relacao (41))
e mantendo os termos lineares em ¢, a equagao

0 m —\ [ ihe 3
€a<q,t|q1,t1> —V 2mike ( Qﬂ-) (m)
2 0q?

i
(h> eV{g,tlqr, t1)

(q,t|qu,t1)

ou ainda

0 m2\ 02
Zha<Q7t|qlvtl> = - <2m> 67(12<q,t|(11,t1>

+ Vg, tlq,t1)

que é a equagdo de Schrodinger dependente do tempo.
Concluindo essa sec¢do frisarfamos, com as ref. |21}
23.127), quatro pontos: (i) a defini¢do do fator de nor-
malizacdo A(e) ndo é um problema facil e ndo se sabe
como resolvé-lo em termos gerais. O fator que aparece
na equagao normaliza a amplitude de transicao, tem
um valor préatico e com esse valor o limite da equagao
existe; (ii) a soma sobre todas as trajetérias, necessaria
para determinar a amplitude de transicdo (b, a) entre
dois pontos espago-temporais (a,t,) e (b,t}), é outro con-
ceito que ainda merece andlise cuidadosa do ponto de
vista matematico. Na realidade hé diferentes formas de se
definir um subconjunto de trajetorias entre dois pontos
fixos; a defini¢do a ser usada deve ser a melhor dentro de
certos propositos matematicos. Muitos textos usam uma
notagao geral escrevendo como indicado na equacao

v = [ oo { sl } plat

com D[q(t)] representando a “medida de integragao” ade-
quada ou, como dizem alguns autores, o desconhecimento
da natureza precisa da “medida de integracao”. Trabalhos
sobre a medida de integracdo podem ser encontrados nas
ref. [21,126]; (iii) a integral de agdo, base de todo o desen-
volvimento, aparece nas duas mecénicas mas de forma
diferente: na mecanica classica o que interessa é a forma
da integral de acdo S = fttab L(q,q,t)dt e sua variagao.
Ja na teoria quéntica, tanto a forma da integral quanto
o valor de seu extremo sdo de interesse; (iv) um aspecto
importante é como sdo compostos eventos em sucessao.
Para compreender essa composicao, deve-se lembrar que,
se entre t, e t, houver um instante intermediario t., a
acao ao longo de qualquer trajetéria entre a e b é dada
por
S[b,a] = S[b, ] + Slc, a]
e em consequéncia teremos para a amplitude de transi¢ao
i

ot0.0) = [ o { L5l + 50e1 | Dlato]

expressao que exprime o fato que é possivel considerar
uma trajetoria de a a b dividida em duas partes, i.e. de
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(o & qc € de qg. a qp, sendo possivel somar sobre todas as
trajetérias de a para c e de ¢ para b. Tem-se entao, apos
efetuada a soma sobre todas as trajetérias de a a c,

b= [ [ e {isina} stcavlalan

e somando sobre as trajetérias de c a b,

p(b,a) = / (b, O)plc,a) da (42)

c

ou seja, as amplitudes para os eventos que ocorrem em
sucessao se multiplicam de acordo com a eq. (42)).

5. Consideracoes finais

Neste trabalho, visando preencher uma possivel lacuna
na literatura, apresentamos uma breve revisao sobre
pontos considerados bésicos, para o desenvolvimento rea-
lizado por Feynman, do método de integrais de trajetoria.
Introduzimos com visao pedagdgica o estudo de Dirac
sobre analogias entre as mecanicas cldssica e quantica. A
relacdo entre o desenvolvimento de Dirac e os postulados
apresentados por Feynman é entao apontada. Através
de um exemplo conhecido e simples, procuramos eluci-
dar o método das integrais de trajetdria e sua relagao
com a equagdo de Schrodinger dependente do tempo.
No Apéndice procuramos resumir os passos a seguir na
aplicacdo do método das integrais de trajetéria.
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