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Estudamos qualitativamente as propriedades microscépicas de um condensado bosonico em uma rede 6ptica
periddica através do modelo homogéneo de Bose-Hubbard, e em uma rede quase periédica, através do modelo nao
homogéneo de Bose-Hubbard. Ambos os modelos sdo resolvidos analiticamente através da Aproximagdo de Campo
Médio. Enfatizamos o aspecto didatico do estudo com riqueza descritiva de detalhes no aspecto matemaético.
Palavras-chave: Hamiltoniano de Bose-Hubbard, Redes Opticas, Transicdes Quanticas de Fases.

We qualitatively study the microscopic properties of a bosonic condensate in a periodic optical lattice through
the homogeneous Bose-Hubbard model, and in a quasi-periodic lattice through the inhomogeneous Bose-Hubbard
model. Both models are solved analytically through the Mean Field Approach. We emphasize the didactic aspect
of the study with descriptive richness in the mathematical aspect.

Keywords: Bose-Hubbard Hamiltonian, Optical Lattices, Quantum Phase Transitions.

1. Introducao

O modelo de Bose-Hubbard foi proposto em 1989 por
Fisher et al. [1] e previa a existéncia de um diagrama
de fases quanticos que, inicialmente, descrevia a tran-
sicdo entre duas fases: superfluida e isolante de Mott.
Posteriormente, Jakchset al. [2] propds que o modelo
fosse aplicado ao estudo de gases quanticos ultrafrios.
Finalmente, em 2002, Greiner et al. [3] demonstrou ex-
perimentalmente a transicao de fase prevista pelo modelo
supracitado. Do ponto de vista experimental, isto nao
é tudo, o modelo de Bose-Hubbard foi responsavel por
desencadear esforgos que culminaram na observacao de
uma nova fase quantica em 2007 [4]. Recentemente, o
interesse neste modelo foi renovado gracas as possibili-
dades tedricas [5, 6] e experimentais de observar uma
fase supersélida [7]. Um supersélido, ou uma fase super-
solida, é o resultado de um fenémeno paradoxal em que
uma substancia resistente ao cisalhamento — um sélido
— também apresenta comportamento caracteristico de
um superfluido [8]. Em outras palavras, o sistema se
organiza em duas ordens: superfluida e sélida. Léonard
et al. [6] e Li et al. [9] relatam a observacdo de um
comportamento caracteristico de um supersélido. Os au-
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tores supracitados prepararam um sistema inicialmente
no estado superfluido através de técnicas de resfriamento
jé consolidadas e em seguida utilizaram um par de lasers
para agitar os dtomos de forma regular, fazendo com que
eles se alinhassem em um padrao de repeticao espacial
— comportamento este que corresponde a ordem sélida.
Para uma compreensdo mais clara do fendmeno, recomen-
damos que o leitor veja o video presente na referéncia
[10].

Devido a possibilidade de encontrar novas fases, alguns
trabalhos tedricos e numéricos enfatizam a importancia
da rede 6ptica [11-19]. Em especial podemos destacar:
um estudo tedrico que investiga o diagrama de fases em
uma rede éptica quase periddica [15] ; um estudo numé-
rico que leva em conta as interagoes dipolares [20] e um
estudo que utiliza Aproximacao Variacional para soluci-
onar o hamiltoniano de Bose-Hubbard [21]. Além disso,
devemos enfatizar ainda as oportunidades que o modelo
fornece em: computagio quantica [22] e emaranhamento
quantico [23-25]. Em esséncia, o movimento de dtomos na
rede Optica é analogo ao de elétrons em uma rede crista-
lina. Consequentemente, muitos modelos teéricos foram
motivamos por sélidos reais, como o modelo de Hubbard
que descreve a transicdo de fase condutora para isolante
em metais. Entretanto, o estudo de gases quanticos for-
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nece vantagens que em sélidos reais sdo inviaveis. Em
primeiro lugar, a escala de energia em gases quanticos é
muito menor, o que significa, na prética, que a dinamica
do sistema varia muito pouco em funcdo do tempo e
isto permite o monitoramento em tempo real do sistema.
Recentemente, novas técnicas experimentais, como high
spatial resolution [26], permitem observar a evolugao tem-
poral de um tinico atomo. Em segundo lugar, os gases
quanticos por serem mais acessiveis experimentalmente
permitem um controle maior. Em suma, os gases quan-
ticos nada mais sdo que simuladores quéanticos, como
proposto por Feynman [27].

Neste trabalho, recorremos ao Método de Aproxima-
¢do de Campo Médio para solucionar os hamiltonianos e
investigarmos o modelo homogéneo de Bose-Hubbard em
uma rede optica periédica e o modelo nao-homogéneo
em uma rede quase peridédica. Assim, apresentamos o
diagrama de fases para os respectivos sistemas do modo
mais didatico e detalhado possivel. No capitulo 2, abor-
daremos matematicamente e conceitualmente o modelo
homogéneo de Bose-Hubbard. No capitulo 3, investigare-
mos o comportamento de bésons aprisionados em uma
rede Optica quase periddica, o qual é descrito através do
modelo ndo homogéneo de Bose-Hubbard. No capitulo 4,
apresentaremos os nossos resultados e discutiremos seus
respectivos significados fisicos.

2. Hamiltoniano de Bose-Hubbard
Homogéneo

O potencial através do qual as particulas sdo aprisiona-
das é gerado através da interferéncia de lasers contra-
propagantes. A rede éptica permite a controlabilidade
da dindmica do condensado, ou seja, o condensado pode
ser manipulado alterando a intensidade, frequéncia ou
diferenca de fase dos lasers. Em um condensado tipico,
apenas interacoes fracas sdo relevantes e o sistema pode
ser perfeitamente descrito atavés da equacao de Gross-
Pitaevskii ou de uma equagao hidrodinamica de campo
médio. Ao assumirmos que os 4tomos sao aprisionados
dentro da banda de Bloch de menor energia [2], e con-
siderarmos uma rede éptica profunda, de modo que a
fungdo de Wannier [28] que representa os dtomos nos
sitios da rede nao ultrapasse a extensao do pardmetro de
rede, ou seja, apenas a interagdo entre dtomos do mesmo
sitio sao consideradas, o comportamento de dtomos em
uma rede Otica pode ser escrito utilizando o Hamiltoni-
ano de Bose-Hubbard. O hamiltoniano para o modelo
de Bose-Hubbard em uma dimensao pode ser expresso

como [15, 21]:
H = —-J Z a;a; -i-Z(EZ — )Ry
<i,j>
1 L
+ iUZn,(nz -1 (1)
onde ¢; corresponde a energia do menor estado de Wan-

nier, para o caso homogéneo, ¢; = 0. Os termos dje
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a;s20 os operadores de criagdo e aniquilagao de campos
de bésons no sitio i, n; = &jdi é o operador de niimeros
de bésons no sitio i, trata-se do potencial quimico, U
é a interacdo entre as particulas e J é o tunelamento.
A competicdo entre o tunelamento e a interagdo entre
as particulas caracteriza a transicao de fase quéntica.
Quando a intensidade de tunelamento for maior que a
interacdo entre as particulas, o sistema se encontra em
uma fase superfluida e os 4tomos estarao deslocalizados,
por outro lado, quando a interacao entre as particulas for
maior que o tunelamento, o sistema estara em uma fase
isolante de Mott. No caso repulsivo (U>0) o termo de
interacao impde que cada sitio seja ocupado e os bdsons
sejam incapazes de se mover sem fornecer energia U.

Iniciamos a solugdo para o caso homogéneo através
da Aproximacdo de Campo Médio [29]. Basicamente,
os operadores de aniquilacao e criagdo de bdsons sao
reescritos como:

i = (et =grsal 0 ®)

Onde (a) é o parAmetro de ordem e da; representa as
flutuagoes quanticas e térmicas. Considerando as relagoes
dadas pela Eq. (2) e (3,) a Eq. pode ser escrita como
segue,

H = —J ) (¢ia;—eip; +afe;)

<ij>
- ZM%%—%UZ?%(’%—U (4)

O indice j pode ser absorvido introduzindo o ntimero de
boésons vizinhos z:

A

H = —Jzz (gpdi — <p2 + diﬂp)

ZM%-&-%UZT%(?% -1) (5)

Reorganizando os termos, a equagao fica:

—Jzapz (a; +a;)

7

1
+ Y e’ — i+ Ui — 1] (6)

i

H =

Iniciamos agora a segunda fase da resolu¢do do hamil-
toniano. Em decorréncia da Teoria da Pertubacao de
Raylegh-Schrodinger [30], podemos decompor o hamilto-
niano em dois operadores menores:

1
ﬂi = JZL,DQ—M’ﬁZ‘FiUﬁZ(ﬁZ —1) (7)

a; = Jz(a; +a;) ()
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O hamiltoniano de Bose-Hubbard para um tnico sitio
da rede éptica, entao, adquire o seguinte formato:

Ainda em decorréncia da Teoria da Pertubagao, o opera-
dor «; serd considerado como uma pertubagcao sobre o
operador 3; Expandindo a equagdo de Schrodinger até a
segunda ordem, temos:

n) = Hi| n) = (pd; + B;) |n) (10)

(En) = (Bi) + ¢ (n|ailn)

2% |m|04z|nﬂ|m> —|—O(<p3) (11)

Adotando a dlgebra dos operadores escadas, chegaremos
ao seguinte resultado:

(En) = (J2) ¢ + ¢ (J2)°

. {U(n—nl)— — }+0(<P3) (12)

w—Un
Por fim, expandimos a energia do sistema em func¢ao de
uma série de poténcia da funcdo de onda microscopica
que descreve o condensado [31]. Esta série é conhecida
como expansao de Landau.

<En> = ao (717 Ua /J) + a2 (n7 U’ M) (p2 + ) (@4) (13)

1
—pn + §Un(n— 1)+

Comparando as equagdes (12) e (13), fica evidente que:

as (n, U, p) ¢* = (J2)¢* + ¢* (Jz)°

Mnj U}n } (14)

X{U(n—nl)—u

A transi¢do quantica de fase ocorrera efetivamente quando
as (n,U, u) = 0, ou seja:

n n+1
= 1
U(n—l)—u+u—Un} ! 18)

1+Jz{

Onde n é o nimero médio de bdsons por sitio da rede
optica.

3. Modelo nao homogéneo de
Bose-Hubbard em uma rede optica
quase periodica

Para um gas de bdsons interagindo fortemente em uma
rede Optica quase periédica, o hamiltoniano do sistema

7

e:

H = —J ) alag,

1 Z P
iU : Nis (nia- -1
<i,j>0 10

+ VZ ity — Z (Ho — D)Mo (16)

10
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Onde <i,j>denota os sitios vizinhos mais préximo, J é a
intensidade de tunelamento, a interacao entre os bésons
em um mesmo sitio é dada por U, a interagdo entre
bésons vizinhos é representada por V, u, é o potencial
quimico, f;, = &;&w é o operador de niimero de bdsons,
o =7, | representa os dois estados internos do condensado
e A; é a barreira de potencial entre dois sitios dentro
de uma supercélula. A Figura 1 ilustra a definicdo de
uma supercélula em uma rede 6ptica quase periddica, os
sitios da supercélula sdo separados por uma diferenca de
potencial A.

Assim como no caso homogéneo, iniciamos nossa solu-
¢ao reescrevendo os operadores de criagdo (aniquilagao)
de campos de bésons usando o argumento da Aproxima-
¢ao de Campo Médio:

(af,)(ajo)  (17)

Deste modo, o hamiltoniano adquire a seguinte formas:
—Jz Z Vi (&w + &;;) +Jz Z 02
3 o
1 A A
+ §UZnig(nw—l)+VZniTnu
10 3

- Z (to — Di)Nio (18)

0

A ajo = () ajo + a3, (dj0) —

A

H =

Note que novamente o nimero de bésons vizinhos pro-
ximos z foi usado para eliminar o somatorio relativo ao
indice j. Decompondo o hamiltoniano em dois operadores
[30], teremos:

H= Z {Qic®ic + Bic} (19)

Onde, definimos:

big = —J 2 (50 + ) (20)
. s 1 o X
Bic = J2p;, + §Unio (Rioc — 1)+ VA, — (e —Ai) i
(21)

Ainda em decorréncia da Teoria das Pertubacgoes, o ope-
rador &;, serd considerado como uma pertubagao sobre

05/

Figura 1: Definicdo de uma supercélula em uma rede 6ptica
quase periddica.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n® 1, e20180031, 2019



€20180031-4

A
Bia':

(En) = (Bio) + Z‘Pia (n|diq|n)

s

Novamente, recorrendo a dlgebra dos operadores escadas
iremos obter:

> @?UW +0 () (22)

na> - <ﬁm0>

m#n

1
(En)=>_ {JZ¢§U +5U8i0 (9ic = 1) + Vgirgiy

- (MU - Al) gio’} + Z (JZ)QQP?U

X{ gio'"'l
V(1 —=git — 9i1) — Ugic + (o — L)

gZO'
+U(gw -+ Vi(gir +gip — 1) = (po — Ai)} (23)

A expansido de Landau para esse sistema é ligeramente
diferente:

(Ey) = ao (n,U, 1) + a2 (n,U, p) o3, + O (¢},)  (24)

A comparacio entre as equagoes (23) e (24) resulta na
igualdade:

2

a2 (nv U, N) 9012:7 = Z {JZ(,O?U + (JZ)2901'0
{ Gio +1

X

V(1—=9i1—9i) — Ugio + (o — Ay)

Gio
JrU(gw = 1)+ V(git+g;,y — 1) = (o — Ai) }} (25)

As transi¢oes quanticas de fase ocorrem quando o coefi-
ciente ag (n, U, p) é nulo, ou seja:

1 J Gic +1
e Z { V(1= git—g:;) — Ugio + (o — i)

Jio
U, D+ Vigata, — D~ (o~ &) } 00

Ao contrario do caso homogéneo, o caso ndo homogé-

neo apresenta particulas em estados quanticos diferentes,
deste modo, teremos pelo menos 4 possibilidades de pre-
enchimento: (911914, 9ot g21)- O g1r representa o nimero
médio de bésons com orientagdo do spin T no primeiro
sitio da supercélula. Por sua vez, definimos g;; como o
nimero médio de bdésons no primeiro sitio da supercélula
com orientacdo do spin |. Do mesmo modo, ga1 repre-
senta o numero médio de bésons com orientacado do spin
1 no segundo sitio da supercélula. Finalmente, definimos
g2y como o numero médio de bdsons no segundo sitio
da supercélula com orientacdo do spin | Onde adotamos
A =V=1, e a barreira de potencial ficou definida como:

~_J 0, sei forimpar.
Ai= { A, sei forpar. (27)
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4. Resultados e Discussoes

O resultado obtido na equagao nos fornece os di-
agramas de fase para o sistema. Na Figura 2 podemos
observar os chamados 16bulos de Mott. Cada I6bulo de
Mott corresponde a um niimero médio de atomos n por
sitio da rede éptica periddica. O eixo horizontal corres-
ponde ao tunelamento Jz, enquanto que o eixo vertical
corresponde ao potencial quimico . Note que tanto o
tunelamento quanto o potencial quimico sao normaliza-
dos em fungdo da interacdo entre bésons, isto é Jz/U
e u/ U. Isso significa que, considerando que a interagao
entre bdsons seja constante, o potencial quimico para um
numero médio de n dtomos por sitio varia em funcao do
tunelamento. Por outro lado, a Figura 3 exibe o mesmo
diagrama, com a diferenca que a Figura 2 estid norma-
lizada em funcdo da interacao enquanto que a Figura 3
estd normalizada em funcdo do tunelamento Jz.

i
]
i
1
0.5 n=1
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02

JzZU

Figura 2: Diagrama de fases do modelo homogéneo no plano
(w,U). A area correspondente 3 fase de isolante de Mott varia
de acordo com o nimero médio de bdsons por sitio da rede.

120

n=3

n=2

27F

Uz

Figura 3: Diagrama de fases do modelo homogéneo. A area
correspondente a fase de isolante de Mott varia de acordo com
o nimero médio de bdsons por sitio da rede.
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A Figura 2 mostra ainda que, quando o termo u/U
aumenta ao mesmo tempo que Jz/U diminui em uma
rede Optica, o sistema sofre uma transicado quantica de
fase e, quanto maior for o niimero médio de bésons, maior
deverd ser o termo p/ U e menor deverd ser o termo Jz/U
para que a transicao ocorra.

Em contraste com o resultado obtido na Figura 2, a
Figura 3 exibe o eixo horizontal correspondendo a intera-
¢ao entre os bésons na rede 6ptica periédica normalizado
em funcdo do tunelamento U/Jz, enquanto que o eixo
vertical corresponde ao potencial quimico p/Jz Onde n
é o nimero médio de bdsons por sitio da rede éptica.

A Figura 3 mostra que, quando o termo p/.Jz aumenta
ao mesmo tempo que U/Jz em uma rede ptica, o sistema
sofre uma transicdo quantica de fase e, quanto maior for o
numero médio de bdsons, maior devera ser o termo p/Jz
e maior devera ser o termo U/Jz para que a transicio
0COITA.

O resultado obtido na equacao obtido nas Figuras 2 e
3 através da equagao estdo em acordo com outros
trabalhos tedricos [3, 20, 21].

A equacéo é responsavel por gerar o resultado que
podemos observar nas Figuras 4 e 5. Onde adotamos na
equacao A =1 e na equacao V = 1. Ou seja,
a interagdo entre bésons vizinho (V') é da mesma ordem
que a barreira de potencial (A) que separa os sitios da
supercélula da rede 6ptica.

Ao contrério do caso homogéneo, o caso ndo-homogéneo
de Bose-Hubbard descreve um condensado cujo a menor
unidade da rede éptica quase peridédica corresponde &
supercélula definida na Figura 1 e possui quatro possibili-
dades de preenchimento: g4 representa o nimero médio
de boésons com orientagdo do spin T no primeiro sitio da
supercélula. Por sua vez, definimos g;; como o niimero
médio de bdsons no primeiro sitio da supercélula com
orientagdo do spin |. Do mesmo modo, g2t representa
o numero médio de bdsons com orientacao do spin 1T no

0 0.05 01 0.15 02 0.25 03
JzU

Figura 4: Diagrama de fases no caso ndo homogéneo e em
uma supercélula. O ndmero inteiro de bdsons por supercélula
corresponde a fase de Mott. O I6bulo correspondente 4 (2,0,0,1)
caracteriza uma fase Density Waves e uma fase supersélida em
sua extermidade.
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50 T T

40 r

Uiz

Figura 5: Diagrama de fases do modelo ndo homogéneo de
Bose-Hubbard.

segundo sitio da supercélula. Finalmente, definimos ga;
como o numero médio de bdsons no segundo sitio da
supercélula com orientacao do spin |.

Sendo assim, a configuracdo (0,1,1,0), como mostra a
Figura 4, corresponde ao ntimero médio de um bdson no
primeiro sitio da supercélula com orientacao do spin | e
um nimero médio de um béson no segundo sitio da super-
célula com orientagao do spin 1. O numéro médio total
de boésons por sition no primeiro lébulo (0,1,1,0) é igual
a 1, isto é (0+1+1+40)/2. O primeiro l6bulo corresponde,
portanto, & fase isolante de Mott.

Do mesmo modo, o segundo l6bulo da Figura 4, defi-
nido como (2,0,0,1) corresponde a um nimero médio de 2
bésons no primeiro sitio da supercélula com a orientacao
do spin 1 e com o nimero médio de 1 bdson no segundo
sitio com orientacao do spin |. No segundo 16bulo, o
nimero médio de bésons por sitio é (2+0+0+1)/2=3/2,
o que corresponde a fase Density Waves (Spin Density
Waves ou Charge Density Waves). Este 16bulo também
corresponde a fase supersélida na extremidade do 16bulo,
isto é, para valores relativamente altos do tunelamento
para o segundo l6bulo, mas que ainda permanecem dentro
da curva do l6bulo.

O terceiro l6bulo, definido como (1,1,0,0) corresponde
a um nimero médio de 1 béson no primeiro sitio da super-
célula com a orientacdo do spin 1 e a um ntimero médio
de 1 bdsons no primeiro sitio da supercélula com orienta-
¢ao do spin |, o niimero médio de bdsons na supercélula
para o terceiro l6bulo corresponde a (1+1+0+1)/2=1 —
que corresponde a fase isolante de Mott.

O quarto l6bulo (1,1,1,1) corresponde a um nimero
médio de 1 béson no primeiro sito da supercélula com
orientacdo do spin T e 1 bdson com orientacdo |, no
segundo sitio da supercélula temos um nimero médio
de 1 béson com orientagdo do spin T e 1 bdson com
orientacao |. Este l6bulo corresponde & fase isolante de
Mott ja que (14+1+1+41)/2=2. Um ntmero médio inteiro
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de bésons por sitio da supercélula corresponde a fase
isoladora de Mott.

O quinto 16bulo (3,1,1,1) corresponde a um nimero
médio de 3 bdsons no primeiro sitio da supercélula com
orientacao do spin 1T e 1 bdson com orientagdo |, no
segundo sitio da supercélula temos um nimero médio
de 1 béson com orientagao do spin T e 1 bdson com
orientacao |. Este l6bulo corresponde a fase isolante de
Mott j& que (3+1+1+41)/2=3. Um ntimero médio inteiro
de bésons por sitio da supercélula corresponde a fase
isolante de Mott.

A Figura 5 exibe um diagrama de fases para o modelo
nao-homogéneo de Bose-Hubbard para gases quanticos
aprisionados na rede 6ptica quase periddica interagindo
fortemente. Note que a diferenca entre a Figura 4 e a
Figura 5 reside unicamente no fato de que a Figura
5 exibe os l6bulos para o caso em que o tunelamento
é mantido constante, em outras palavras, o diagrama
fornecido pela Figura 5 é regido pela competicao entre
o potencial quimico e a interacdo entre os bdsons em
um mesmo sitio. Na Figura 4 apresentamos o valor do
potencial quimico em fung¢ao do termo de tunelamento
normalizados em funcdo da intera¢do. A Figura 5 por sua
vez apresenta o potencial quimico em funcao da interagao
— normalizados em fung¢do do tunelamento.

Os resultados exibidos no modelo ndao homogéneo de
Bose-Hubbard através das Figuras 4 e 5 estdo em acordo
com outros trabalhos [15, 20]

5. Conclusao

Neste trabalho apresentamos o fendmeno de transigao
quantica de fases em duas situagoes distintas com ri-
quezas de detalhes no que diz respeito ao formalismo
matematico. No primeiro caso, o modelo homogéneo de
Bose-Hubbard, abordado no capitulo 2, demonstramos
todas as etapas para a obtencado de seu diagrama de
fases. Neste caso, o diagrama de fases é essencialmente
caracterizado por um preenchimento que corresponde a
um nimero inteiro de atomos e por uma transicao entre
a fase isolante de Mott — onde ndo ha movimento de
dtomos através da rede Optica —, e a fase superfluida. No
capitulo 4, por outro lado, além da riqueza de detalhes
matematicos para a obten¢ao do diagrama de fases para
0 caso nao homogéneo, demonstramos a complexidade
inerente em se observar nossas fases. Em primeiro lugar,
devemos destacar que as possibilidades de preenchimento
sdo muito maiores e isto desempenha um papel funda-
mental nos fenémenos que ocorrem na rede éptica. Além
disto, devemos enfatizar ainda que a fisica do modelo
nao homogéneo nao é determinada por um tunico sitio e
sim por uma parcela da rede éptica quase peridédica co-
nhecia por supercélula, o qual é constituida de dois sitios
separados por uma barreira de potencial, como definido
na Figura 1. Em virtude de a fisica do sistema ser regido
pela supercélula, podemos obter um preenchimento que
resulta da média do ntimero de bdsons por sitio da su-
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percélula. Em outras palavras, se tivermos um bdson no
primeiro sitio e dois bdsons no segundo sitio, o nimero
médio de bésons por sitio é de 1/2 bdsons por sitio, ou
seja, um numero semi-inteiro. E isto caracteriza preci-
samente o pré-requisito para obtencdo da fase Density
Waves (Spin Density Waves ou Charge Density Waves).
Além disto, uma vez que ocorra um preenchimento semi-
inteiro de 4tomos, podemos ter acesso a fase supersélida.
Do ponto de vista puramente conceitual, a superconduti-
vidade nada mais é que um subproduto da superfluidez,
embora seja aquela e nao esta que atraia maior interesse.
Os gases quanticos degenerados estdo em um regime
de superfluidez e, gracas ao modelo de Bose-Hubbard,
podemos observar e prever novas fases quanticas presen-
tes no condensado. O mesmo condensado que estd em
uma fase superfluida pode sofrer uma transi¢ao de fase e
entrar em um regime como o isolante de Mott — como
descrito e previsto pelo modelo de Bose-Hubbard em
uma rede 6ptica periédica. Do mesmo modo, gracas a
outros tipos de rede como a rede éptica quase periddica
que utilizamos, o sistema pode sofrer outras transi¢oes de
fase, como a supersolida. A fase supersélida é de longe o
fendmeno mais fascinante ja previsto em matéria conden-
sada — trata-se de um sélido que exibe comportamento
de um superfluido. Nosso estudo limitou-se ao estudo
de uma rede duplamente periédica, mas provavelmente,
outros tipos de rede podem prever e descrever outros
tipos de fases. Do ponto de vista tedrico, podemos prever
novas fases utilizando novos valores para a barreira de
potencial, interagao entre bésons no mesmo sitio e em
sftios vizinhos, configuragdo do preenchimento (inteiro,
semi-inteiro, racional, irracional, etc). No contexto espe-
cifico da Ciéncia dos Materiais podemos enfatizar ainda
que existem estudos que exploram as propriedades de
gases quanticos degenerados para a litografia atomica
[32]. Isto é, os dtomos aprisionados na rede éptica se
acumulam nos nodos do potencial formando uma “grade
de difracao” de atomos que podem ser depositados na
superficie de um substrato [33]. A possibilidade de cul-
tivar nanoestruturas através da litografia atémica com
atomos incoerentes (caso ndo degenerado) também ja foi
demonstrada [34, 35]. A dopagem estrutural também ja
foi demonstrada pelo uso simultaneo de um feixe atémico
e a matriz de um material homogéneo [36]. A passagem
da litografia atomica constituida de dtomos em estados
quénticos incoerentes (ndo degenerado) para dtomos em
estados quanticos coerentes (degenerados) aumenta con-
sideravelmente as possibilidades da litografia atomica.
Portanto, a aplicacao de redes éptica quase periddicas
no aprisionamento de dtomos ultrafrios podem ampliar
as possibilidades em litografia atdémica.
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