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Neste trabalho exploramos a técnica da transformada de Laplace inversa, conhecida como transformada de
Fourier-Mellin, para solucionar, de forma direta e rigorosa, o problema de um sistema que oscila sob a acdo de uma
forca externa periédica. Também propomos um modelo em que essa forca externa é descrita por uma sucessao
de deltas de Dirac, uma estrutura conhecida na literatura como pente de Dirac. Esse modelo é adequado para
descrever o problema cldssico de uma crianca sendo impulsionada em um balango, usualmente descrito em termos
de uma forca externa senoidal. Indicamos nosso modelo de oscilador forcado como mais realista na descri¢cao
desse tipo de problema por considerar a atuacdo da forca externa apenas no intervalo que corresponde ao tempo
de contato entre a crianga e o agente externo que realiza a forga, intervalo esse que tende a zero. O principal
resultado deste trabalho foi obtido no regime de ressonancia, no qual a poténcia média transferida ao sistema
apresentou uma série de picos, associados aos miltiplos inteiros da frequéncia natural de oscilagdo, diferente do
que ocorre no caso ordinario, em que a forga externa é descrita por uma funcao trigonométrica.
Palavras-chave: Mecénica cléssica; Transformada de Fourier-Mellin; Oscilagoes forgadas.

In this work we explore the technique of the inverse of the Laplace transform, which is known as the Fourier-
Mellin transform, to solve, in a direct and rigorous way, the problem of a system that oscillates under the action of
a periodic external force. We also present a model in which the external force is described in terms of a sequence
of Dirac deltas. This model is pertinent to describe the classical problem of a child boosted in a park swing,
usually described in terms of a sinusoidal function. We indicate our forced oscillator model as more realistic to
the description of this kind of problem as it considers the action of the external force only during the very small
time interval of contact between the child and the agent that applies the force. The principal result of this paper
were obtained in the resonance regime, in which the average power transferred to the system presented a series of
peaks, corresponding to the entire multiples of the natural frequency of oscillation, in contrast to what is obtained

in the ordinary case in which the external force is described by a trigonometric function.
Keywords: Classical mechanics; Fourier-Mellin transform; Forced oscillations.

1. Introducao

A partir das leis fundamentais da dinamica estabelecidas
por Isaac Newton em fins do século XVII é possivel obter
de forma deterministica as grandezas fisicas, tais como po-
sicao, velocidade e aceleracao, associadas ao movimento
de corpos que possuam dimensoes relativamente grandes,
comparadas as dimensbes da escala atdmica e molecular,
e que se locomovam a velocidades relativamente baixas,
comparadas a da luz. De forma especifica, a aplicacao da
segunda lei de Newton na descrigdo do movimento de um
corpo de massa m submetido & acao de forgas externas
resulta em uma equacao diferencial que, dependendo da
complexidade das forgas envolvidas, e sendo conhecidas
as condicoes iniciais obedecidas pelo sistema, pode ser
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resolvida de modo a fornecer uma expressao analitica
para a dependéncia temporal das grandezas em questao.

Entre os diferentes tipos de movimento que podem ser
estudados destacamos o movimento oscilatério, no qual
um sistema é posto a oscilar em torno de sua posicao
de equilibrio estdvel sob a acdo de uma forga restaura-
dora, cuja agao se dirige a trazer o sistema novamente
ao ponto de equilibrio. A importéncia especial dada a
esse problema se deve ao fato de que, independente da
forca conservativa que atue sobre um determinado corpo,
por mais complexa que seja sua forma matematica, para
pequenos deslocamentos em relacao a posicao de equili-
brio, podemos aproxima-la por uma forga restauradora
proporcional a esse deslocamento, fazendo dessa situacao,
aparentemente restritiva, um paradigma geral. Frequen-
temente esse movimento oscilatério é afetado pela acéo
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de forgas dissipativas significativas e/ou pela acdo de
uma forca externa aplicada.

Entre as modalidades de movimentos oscilatérios, o
movimento oscilatério forgado [1H3] é certamente o mais
interessante pela riqueza da fisica incorporada ao sis-
tema através da forca externa aplicada, que, em geral,
depende do tempo. Em sua versao mais completa, na
qual séo incluidos os efeitos dissipativos, esse movimento
é descrito por uma equagao diferencial nao homogénea,
cujo termo independente é associado a forga externa apli-
cada. Tradicionalmente propoe-se um modelo em que a
parte dissipativa dessa equagao é incluida através de uma
dependéncia linear com a velocidade, enquanto a forca
externa depende do tempo através de uma funcgio senoi-
dal E A solugao dessa equagao é geralmente obtida pela
composicdo de uma solucdo referente a parte homogénea
com outra referente a solugao particular estacionaria da
equagao inomogénea, solucao esta que descreve a dina-
mica do sistema ap6s um tempo suficientemente grande,
contado a partir do inicio do movimento.

Uma forma mais direta de se resolver uma equacao
diferencial desse tipo é utilizando a metodologia das
transformadas de Laplace, que consiste em aplicar o ope-
rador Laplaciano £ em cada um dos termos da equagao
diferencial, para em seguida obter uma solucao no es-
paco complexo, e, por fim, retornar com a solugao para o
espaco real através da transformada de Laplace inversa,
no plano complexo, conhecida como transformada de
Fourier-Mellin [4].

Neste artigo exploramos o método das transformadas
de Laplace para obter a solugdo da equagao diferencial
associada a um movimento oscilatério menos tradicional,
no qual a forca externa é descrita por uma série de “fun-
¢oes”delta de Dirac [51[6], representando, por exemplo, o
sistema composto por uma crianca sendo periodicamente
impulsionada em um balango por uma forca externa que
atua em intervalos de tempo extremamente pequenos.

Na segunda secao deste trabalho apresentamos a meto-
dologia das transformadas de Laplace inversas aplicadas
na solucao de equagdes diferenciais inomogéneas associa-
das a osciladores forgados. Na terceira secao aplicamos
essa metodologia ao problema especifico proposto e na
quarta e ultima secdo apresentamos as consideragoes
finais, com as conclusoes sobre os resultados obtidos.

2. O Método de Laplace

Consideremos o movimento de translagdo de um corpo de
massa m preso a uma mola de constante eldstica k que,
para pequenos deslocamentos, exerce uma forca restaura-
dora que obedece a lei de Hooke, F..s; = —kx. Imagine-
mos todo esse sistema imerso em um meio viscoso, cuja

1 H4 uma justificativa didatica para esse tratamento: as funcdes
senoidais constituem uma base em termos da qual podemos escrever
os mais variados tipos de fungdes, de modo que, se soubermos
resolver o problema na situacdo em que o termo independente é
senoidal, os problemas mais gerais serdo resolvidos em termos de
superposicoes desses casos.
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forga de amortecimento modelamos como sendo propor-
cional a velocidade, F;,,,-+ = —bv, onde a constante de
proporcionalidade b depende da aerodinamica do corpo e
o sinal negativo indica que o sentido de atuagdo da forga
se opoe ao da velocidade. Esse sistema, posto a oscilar
por meio de uma forca externa dependente do tempo
F(t), é conhecido como oscilador amortecido forgado.

Considerando um movimento retilineo ao longo da
direcdo X, a aplicacdo da segunda de lei de Newton
fornece a equacao de movimento para esse sistema: —kx —
bu + F(t) = ma. Expressando a velocidade e a aceleragio
em termos das derivadas temporais da posigao, v(t) =
dr/dt = i e a(t) = d*x/dt? = i, obtemos [7]

i+ Bi + wix = F(t)/m, (1)

sendo 8, igual a b/m, o coeficiente de amortecimento,
e w,, igual a y/k/m, a frequéncia natural de oscilagio
do sistema. E importante mencionar que uma equagao
analoga pode ser obtida no estudo de circuitos elétricos
oscilantes sob a acdo de picos periddicos de tensao e
que a metodologia aqui descrita pode ser aplicada a tais
sistemas.

Definimos o operador linear Transformada de Laplace
de uma funcio f(¢), representado por £{}, como

LUOY=6() = [ e ane>0, @)
0
Aplicando-o a ambos os lados da equagao (1)), temos

L{i} + BL{i} +w2L{z} = L{F(t)}/m. (3)

Realizando, em seguida, algumas integragdes por par-
tes, temos que L{z} = X(s), L{z} = sX(s) —zp e
L{i} = s?X(s) — swg —vp [8]. Obtemos assim a chamada
funcéo de transferéncia do sistema, dada por

208 + (vo + Bxo)
s2 + s + w}

F(s)
m(s? + Bs + wd)’

X(s) = (4)

onde xy e vy representam, respectivamente, a posicao
e a velocidade inicial do oscilador, com F'(s) sendo a
transformada de Laplace da forca externa, L{F(t)} =
F(s).

Para obter a solugao final, é preciso efetuar a transfor-
mada de Laplace inversa da fungdo de transferéncia X (s)
dada pela equagao . Costuma-se obter essa inversao
decompondo a transformada de Laplace em funcoes cujas
transformadas sdo conhecidas e recorrendo ao auxilio de
uma tabela. Todavia, como podemos notar a partir da
referida equagdo, nem sempre serd uma tarefa facil a
decomposigdo de X (s) em fungoes com transformadas
conhecidas, uma vez que a fungao F'(s) pode ser a mais
geral possivel.
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Para solucionar o problema de maneira rigorosa, utiliza-
mos a inversa da expressao , conhecida como transfor-
mada de Fourier-Mellin, dada pela integral de Bromwich
no plano complexo [9):

LG} = f(B) = —

Y+iw .

: S
= 5 Jim A_iw G(s)e™ds, (b)
onde a integragio é realizada numa linha vertical, R(s) =
7, no plano complexo, de tal modo que « deve ser maior
do que a parte real de todas as singularidades de G(s),
uma vez que, para aplicarmos o teorema de Cauchy,
devemos utilizar um percurso fechado a esquerda dessa

linha vertical, envolvendo essas singularidades.
Substituindo a expressdo de X (s) dada pela equacio
no lugar da G(s) que aparece no integrando da equa-
cao 7 conseguimos identificar duas contribuicoes para
a solucao da equagao diferencial, cada qual referente
a uma das parcelas de X(s). A primeira contribuigao
corresponde a solugcdo da equagdo homogénea, dada por

1 y+ioo .
xp(t) / Xp(s)e®ds =
8!

211 —ioo

1 THIoO s+ (vo + Bxo) 4
)= — stds, (6
Zat) 27i [y_ioo s2 + Bs + w? evds,  (6)

onde a analiticidade do integrando nos permite defor-

mar o caminho de integracdo e aplicar o teorema de
Cauchy. Na Figura [l representamos o caminho de inte-
gracao, juntamente com os pélos simples do integrando,
sy = —f3/2 + iw, sendo w = /w3 — 32/4, para o caso
de amortecimento subcritico, ou seja, quando wy > 5/2.
Aplicando o teorema de Cauchy [10], temos

f(s-)
Seg)

f(8+)
J'(s4)

xp(t) = 2mi ZXh(s)eSt = 2772'(

Tes

com Y . Xp(s)e* representando a soma dos residuos
de Xp(s)est, f(s) = mose®t + (vg + Pxg)et e g(s) =
52 4+ Bs + w?. Obtemos, assim, a conhecida solugdo de
um oscilador harménico amortecido

on(t) = 2Re(z0(5/2 + zw) + Bxo + vo eﬁt/geiwt) _

21w

Ae P2 cos(wt + ), (8)

sendo A=k | /4w?z3+(2v0+B20)? € p=— arctan (29L20) res-
pectivamente, a amplitude inicial e a fase do movimento.

A segunda contribuigdo corresponde a solugdo parti-
cular da equagdo inomogénea e é proveniente do termo
contendo a transformada de Laplace da forca externa
F(s), sendo dada por
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Figura 1: Caminho de integracdo no plano complexo da integral
de Bromwich.

1 Y+ico o

xp(t)zﬁ/ ‘ Xp(s)e*ds =
y—1i00

F(s)

1 y+ioco .
— *ds. 9
27i [y_,;oo m(s? + Bs + w?) e ©)

A solucgéo final do problema dependerd da forma funcional
de F(s).

3. Aplicacgao

Nesta se¢do a metodologia de Fourier-Mellin é aplicada
na solugao de um problema classico, mencionado com
frequéncia em livros de fisica béasica, a saber, o de uma
crianga periodicamente impulsionada em um balanco. E
comum modelar esse problema considerando uma forca
senoidal aplicada pelo agente externo que empurra a
crianca. Todavia, uma forca dessa natureza estaria apli-
cada de forma permanente, durante todo o tempo de
oscilagdo, e ndo apenas nos curtos intervalos de tempo
em que o balango estd em contato com a mao que o
empurra, como ocorre na pratica. Além disso, tal mo-
delagem leva a inversées no sentido da forga, algo que
também nao verificamos na pratica, quando apenas uma
pessoa, parada, empurra o balanco. Dessa forma, para
modelar o sistema de modo mais realista, consideramos
a forga externa descrita por um trem de impulsos, todos
no mesmo sentido, com mesma intesidade Jy e atuando
em intervalos de tempo muito curtos, comparados com o
tempo 7 que corresponde ao intervalo entre dois empur-
roes consecutivos. Essa forga pode ser representada pela
distribuicao

N
F(t)=Jo Y 6(t—nr), (10)

conhecida na literatura como pente de Dirac [11H13],

pois as sucessoes de impulsos no tempo fazem lembrar
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os dentes de um pente, como representada na Figura
. A aproximagao considerada (t—0 em cada um dos n
pulsos) serd cada vez melhor quanto menor for o tempo
de contato do agente externo comparado ao periodo de
oscilagao do balanco.

Aplicando a transformada de Laplace na equagao ,

w N N
Fs) = Jo / S0t —nr)eStdt = Jo 3 e (1)
0 n=1 n=1

e substituindo na equagao @ a expressao obtida, chega-
mos na integral

N
JO 1 /“/+ZOO e(tfn'r)s
z,(t) = —=— ds,t > nr,
o(t) QO7Z:1 y—ico M(5% 4 Bs +wp)
(12)
cujo integrando possui os mesmos polos associados ao

termo transiente, que, assim como o caminho de integra-
¢ao, podem ser representados pelo diagrama da Figura
Assim, aplicando o teorema de Cauchy através da
equacao , obtemos a solugao particular

zp(t) = — Z Ot — nr)e P 2 gin(w(t — nr)),

(13)
que, somada a solucdo da equagdo homogénea, dada
pela equagao , fornece a solugao final do problema
proposto.

Observemos que a forca externa possui um carater
permanente, de modo que escolhemos, N = tiota1/7,
sendo typ1q; 0 tempo total de observagdo do movimento.

As equacoes e mostram que tanto a solu-
¢ao homogénea quanto a solucao particular possuem um
amortecimento exponencial e~ #t/2 em sua amplitude, de
modo que, para tempos suficientemente grandes, a dina-
mica do sistema passa a ser fortemente influenciada por
efeitos dissipativos, o que leva a uma grande perda de
energia mecanica. Nas subsegoes a seguir veremos que

F(0)

T 2T 3T 4t 5t ¢

Figura 2: Representac3o grafica do pente de Dirac.
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essa perda de energia pode ser controlada em situacoes
nas quais o periodo de oscilagdo da forca externa se apro-
xima do periodo natural de oscilagao do sistema, quando
os efeitos de batimento e ressonincia se manifestam. Para
obtencao dos resultados preparamos o sistema com 08
seguintes pardmetros: xo = 0.1m, vg = 0, 8 = 0.0257!,
wo = lrad/s, Jo = 0.01N.s, 7 = 6s e m = 0.5kg.

3.1. Batimentos

Para tempos suficientemente grandes, t >> 1/, o mo-
vimento oscilatério passa a ser governado pela solugao
particular, dada pela equagao , de modo que podemos
desprezar o termo transiente. Para melhor compreender
a fisica do problema escrevemos essa solu¢do como

x(t) =~ ﬁfl(t) sin(wt) + iB(t) cos(wt), (14)

mw mw

(onde utilizamos a propriedade sin(a—b) = sin(a) cos(b)—
sin(b) cos(a)), tal que

N
A(t) =) Ot —nr)e P72 cos(wnr)  (15)

n=1

N
B(t) ==Y _0O(t—nr)e =" 2gin(wnr).  (16)

No regime considerado podemos interpretar a solugao
como uma superposicao de dois batimentos defasados
de 7/2, que ocorre quando o perfodo 7 de oscilacdo da
forga externa difere ligeiramente de um multiplo inteiro
do periodo natural de oscilagao do sistema, dado por
T = 2mn/w. Nessa situagio, as envoltdrias representadas
pelas equacdes e expressam o acoplamento entre
a forga externa, que tende a manter o batimento, e o
atrito viscoso, que tende a dissipa-lo.

As Figuras [Bla e [3}b mostram o efeito do amorte-
cimento no regime de batimento. Na primeira vemos
que o amortecimento dissipa as oscilagbes das envolté-
rias, de modo que, para longos periodos de oscilacao,
essas envoltérias variam lentamente, |dA(t)/dt| << 1 e
|dB(t)/dt] << 1, e a amplitude de oscilagdo se estabiliza.
Nesse regime a dindmica do sistema passa a ser gover-
nada pela superposi¢ao de duas oscilagbes com a mesma
frequéncia natural w.

O dominio da solugado particular para tempos sufici-
entemente grandes estd de acordo com as equagoes (14)),
e , e reflete o fato de a solucao da equacao ho-
mogénea ir a zero para esses valores de tempo, como
exposto no pequeno quadro da Figura a, quando final-
mente a solugdo particular é predominante. Um aspecto
interessante é que, devido ao fato dos periodos de ba-
timento ocorrerem em torno de multiplos inteiros do
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x[m]

-0.1

-0.2

Figura 3: Posicdo em funcdo do tempo. a) Consideramos a
situacdo em que o periodo da forca externa difere ligeiramente
do periodo natural de oscilagdo 07 = |7 — 27/w| ~ 0.28s, com
os efeitos de batimento e amortecimento competindo entre si.
No grafico em anexo temos a evolu¢do do termo transiente,
associado 2 soluc3o da equac3do homogénea. b) Consideramos o
amortecimento nulo 5 = 0 e repetimos os outros parametros de
entrada.

periodo natural de oscilagdo, podemos concluir que tal
sistema possui infinitos periodos, e consequentemente
infinitas frequéncias, em torno das quais o fenémeno do
batimento se manifesta. Por outro lado, quanto maior
for esse multiplo inteiro, menor serd a amplitude estabili-
zada, uma vez que aumentara o periodo de atuacao dos
efeitos dissipativos sem a atuagéo da forga impulsora.
Na Figura [B}b consideramos o amortecimento nulo,
regime sob o qual o sistema evolui em termos de uma os-
cilagdo livre que se soma aos batimentos. Nesse caso as en-
voltérias se reduzem a A(t) — S°,_, ©(t — n1) cos(wnT)
e B(t) = =30, ©

sendo dada por

(t—n7) sin(wnT), com a solugao final
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Jo zo Jo ~
z(t) = Acos(wt+<p)+mA(t) s1n(wt)+mB(t) cos(wt),
(17)
onde a solugdo da equagao homogénea dada pela equagao
om B = 0, é adicionada & solugdo z(t) da equagio
(14)

2. Ressonancia

No regime de ressonancia o periodo de oscilagdo da
forca externa se iguala a um multiplo inteiro do pe-
riodo natural de oscilagao do s1stema T = 27m[w tal
que, de acordo com as equacoes e (16), A(t) —

SN Ot —nr)e Bnn/2 ¢ B(t) — 0. Portanto, para
tempos muito longos, a posi¢do do oscilador é dada por

Ot — nr)e P/ Zgin(wt).  (18)

Jo
W~

i

Vemos a partir da equacao que as oscilagoes senoi-
dais da solugao sao moduladas por uma envoltéria que
cresce indefinidamente na auséncia de amortecimento,
quando 8 = 0, proporcionando um aumento gradual da
amplitude de oscilagio, que diverge para tempos grandes
(A(t) — oo quando t — ©0), 0 que caracteriza o fend-
meno de ressonancia mostrado na Figura [4}b. O efeito
do amortecimento, introduzido a partir do pardmetro
B # 0, por sua vez, estabiliza o aumento da envoltéria a
partir de um determinado tempo, como mostra o quadro
principal da Figura [la, de tal modo que a amplitude
passa a variar lentamente nesse regime, |dA(t)/dt| << 1.

A poténcia média transferida pela forga externa ao
longo de um periodo de oscilagao 7 é dada por

< P(t)>=2 / R

T

(19)

Para tempos grandes a dindmica do sistema é governada
pela solucao particular, de modo que a velocidade é
obtida pela derivada da equagao ,

B(t—nT)/2

v(t)Ndxp JOZ@ t—nt)e

X cos(w(t — nT)), (20)
onde usamos o fato da variagdo da envoltéria ser muito
pequena, apés longos periodos de oscilagao, sendo toda
a variacdo de z,(t) atribuida ao fator sin(w(t — nr)).
Substituindo as equagoes e em , obtemos
uma expressao para a poténcia média transferida pela
forca externa em fungdo de seu periodo 7 de oscilagao,
dada por

J N N
0 _ B(n —n)T/2
<P >—
£ 5 S e - e
n’/=1n=1
x cos(w(n' —n)T). (21)
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Figura 4: Posicdo em fun¢io do tempo. a) Consideramos a
situacdo em que o periodo da forca externa se iguala ao periodo
natural de oscilagdo 7 = 27/w =~ 6.2s, com os efeitos de
ressonancia e amortecimento competindo entre si. No grafico em
anexo temos a evolucdo do termo transiente, associado a solucao
da equacio homogénea. b) Consideramos o amortecimento nulo
B =0 e repetimos os outros parametros de entrada.

A Figura [5| mostra o espectro de ressonancia que se
manifesta na poténcia média transferida pela forca ex-
terna em funcao de seu periodo de oscilagao. A série de
picos periddicos obtida, nos quais a poténcia transferida
é maxima, evidencia os sucessivos acessos do sistema ao
regime de ressondncia, que ocorrem nas intmeras vezes
em que o periodo da forca externa se iguala a multiplos
inteiros do periodo natural de oscilacdo do sistema. A
Figura a mostra que na presenca de amortecimento
os valores maximos atingidos pela poténcia média trans-
ferida diminuem de forma gradativa com aumento do
nimero de vezes em que o regime de ressonancia é aces-
sado pelo sistema. Por outro lado, a Figura [5}b mostra
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Figura 5: Espectro de poténcia: poténcia média transferida pela
forca externa em funcdo do periodo T de oscilacdo dessa forca.
a) Na presenca de amortecimento, 3 = 0.02s™". b) Na auséncia
de amortecimento, 8 = 0.

que na auséncia de amortecimento os valores ressonantes
da poténcia média transferida ndo apresentam o acentu-
ado efeito de redugdo observado na Figura [5a.

4. Consideracgoes Finais

Neste trabalho apresentamos a transformada de Fourier-
Mellin como uma importante ferramenta para a solucéo
de equacoes diferenciais associadas ao problema do os-
cilador forgado pela acdo de uma forga externa F'(t)
dependente do tempo. Apresentamos uma metodologia
para a aplicacao dessa transformada considerando o pro-
blema geral do oscilador forgado, com a dependéncia
temporal da forga externa ainda nao determinada, e com
a possibilidade de amortecimento proveniente de efeitos
dissipativos com dependéncia linear em relacdo a velo-
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cidade. Em seguida, aplicamos essa metodologia para
solucionar o problema especifico de oscilacoes forcadas
no qual a forga externa é representada por um pente de
Dirac. Observamos a importancia do problema proposto
pelo fato de a equagao diferencial a ele associada poder
ser utilizada na modelagem de sistemas oscilatorios sob
o efeito de impulsos externos periddicos, exemplos que
vao desde a situagao mais cotidiana em que uma crianga
é impulsionada em um balanco a possiveis aplicagbes em
circuitos elétricos, quando submetidos a picos periddicos
de tensao.

Em relacao aos resultados, observamos que, de modo
geral, a dindmica do sistema é fortemente influenciada
por efeitos dissipativos provenientes do amortecimento
exponencial e P%/2 presente tanto na solucdo particular
como na solugdo da equagao homogénea, o que acaba pro-
movendo uma abrupta queda na amplitude de oscilagao.
Entao, ajustamos o periodo de oscilacdo da forca externa
e levamos o oscilador a dois regimes de interesse, a saber,
os regimes de batimento e de ressonancia, ambos carac-
terizados por uma forte reducao dos efeitos dissipativos
e pela consequente estabilizagdo da amplitude.

O regime de batimento é acessado pelo ajuste do pe-
riodo de oscilagao da forca externa a valores no entorno
de multiplos inteiros do periodo natural de oscilacao do
sistema. A solugdo obtida nesse regime mostra a presenca
de duas envoltérias responsaveis por modular as ampli-
tudes de oscilacao. Essas envoltoérias incorporam tanto
os efeitos de amortecimento, que tendem a diminuir a
amplitude, como os efeitos provenientes da forca externa,
que tendem a manter os batimentos. Para tempos peque-
nos observamos a predominédncia dos efeitos dissipativos,
presentes tanto na solucdo homogénea quanto na parti-
cular. Ja para tempos suficientemente grandes, a forca
externa passa a desempenhar um papel importante na
dindmica do sistema, competindo com a forga de atrito
e promovendo a estabilizacao da amplitude. Verificamos
uma competicdo andloga no regime de ressonancia, que
pode ser acessado ao selecionarmos o periodo da forca ex-
terna para ser um multiplo inteiro do periodo natural de
oscilagao do sistema. Nesse regime a amplitude também
¢é estabilizada na presenca de efeitos dissipativos, em de-
corréncia da competicao entre o termo de amortecimento
e a forca externa aplicada.

Por fim, mencionamos que o problema do oscilador
forgado por um pente de Dirac expoe um cenario no qual
o regime de ressonancia se manifesta através de uma série
de picos que refletem os miltiplos termos das frequéncias
de Fourier presentes no sinal associado a forca externa,
cada qual contribuindo com um dos picos observados na
poténcia média transferida.
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