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A forma mais comum de definir matematicamente o momento angular é através da operagdo de produto vetorial
como definido por Josiah Willard Gibbs e ao mesmo tempo por Oliver Heaviside. Neste sentido, a contribuigao
deste artigo é mostrar que a definigdo do momento angular também pode ser feita usando outros sistemas algébricos
existentes e menos conhecidos da maioria dos estudantes, como a dlgebra de Hamilton, a dlgebra de Grassmann
e a algebra geométrica de Clifford. Por fim, realizamos uma comparagcao critica entre estas defini¢cdes e o seus

significados.
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The most common way to mathematically define the angular moment is through the vector product operation
as defined by Josiah Willard Gibbs and at the same time by Oliver Heaviside. This way, the contribution of this
article is to show that the definition of angular moment can also be made using other algebraic systems existing
and less known to most students, such as Hamilton algebra, Grassmann algebra and Clifford geometric algebra.
Finally, we make a critical comparison between these definitions and their meanings.
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1. Introducao

O momento angular é uma grandeza associada a um
objeto que executa um movimento de rotagdo em torno
de um ponto fixo, sendo uma das principais grandezas
tanto na fisica classica quanto moderna, podendo ser
observado em diversas situagoes, por exemplo, Lekner [1]
mostra que os pulsos sonoros transportam momento an-
gular e sdo conservados quando o amortecimento e o
espalhamento viscosos sdo desprezados. Nessa mesma li-
nha Wunenburger, Lozano e Brasselet [2] realizaram uma
demonstracao experimental da troca de momento angu-
lar orbital entre som e matéria medida por um processo
de espalhamento quiral nao dissipativo. Na mecénica
quantica, Singh e Mobed [3]| afirmam que a curvatura
do espaco-tempo local pode contribuir de forma n&o tri-
vial para as propriedades do momento angular orbital
ja em [4] hd uma discussdo de novos resultados sobre a
conversao spin-orbital do momento angular orbital da
luz e em [5], um estudo experimental mostra a reconstru-
¢ao do spin e do momento angular orbital da luz apds
distorcao em amplitude, fase e estado de polarizagao.
Apesar do momento angular ter uma expressao apa-
rentemente simples muitos estudantes encontram difi-
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culdades quando iniciam o estudo de rotagao de sélidos.
Essas dificuldades estao relacionadas diretamente com
o conceito de momento angular e a velocidade angular.
Uma das causas destas dificuldades sdo conceituais e
deve-se ao fato de que as leis que governam a translacao
e rotagdo sdo semelhantes [67]. Por outro lado, varios
experimentos podem ser feitos para que os alunos possam
visualizar e demonstrar o momento angular [8H10] ou a
conservagao do momento angular [11414]. Aliado a isto,
a prépria descricdo matematica do momento angular,
dependendo do sistema &dlgebrico usado pode dificultar
ou facilitar o entendimento dos signficados e a precisao
deste conceito aos estudantes.

Neste sentido, o presente artigo apresenta uma descri-
¢do matematica do conceito de momento angular usando
diferentes sistemas algébricos. O objetivo aqui é defini-
lo usando quatro algebras diferentes: a algebra vetorial,
com base em Gibbs-Heaviside, a algebra de Hamilton, a
algebra de Grassmann e a algebra geométrica de Clifford,
apresentando uma comparagio entre estas defini¢oes que
nao sao comumente abordados em livros de fisica. Nao
serdo abordados as interfaces entre estas algebras, pois
esse assunto ja foi, e continua sendo, bastante discutido
na literatura como em [15-19].
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Na primeira secido é feito uma sucinta revisdo dos
principais conceitos para definir a algebra vetorial de
Gibbs-Heaviside. Logo apés, é colocado uma descrigao
detalhada do momento angular frisando os conceitos
que serdao usados para uma melhor compreensao da sua
descricdo com as outras algebras partindo da criacao
histérica de cada uma delas e como se interpreta o con-
ceito de produto entre vetores. No final, apresenta-se
uma comparacao critica do momento angular escrito nes-
tas quatro algebras apontando a melhor forma para sua
representagao matematica e uso pratico em problemas
da fisica.

2. A Algebra Vetorial

Por volta de 1883, Josiah Willard Gibbs fez uma ané-
lise da Algebra de Grassmann assim como a &lgebra
de Hamilton [20] e pdde simplificad-las de forma consi-
deravel. Gibbs apresentou seus estudos sob a forma de
notas de aula que utilizava junto aos seus alunos [21]
que posteriormente foi publicada em forma de livro [22].
Ao mesmo tempo, Oliver Heaviside, chegou a resultados
semelhantes ao de Gibbs, de forma independente, mas
nunca escreveu um tratado formal sobre anélise vetorial.
Os resultados desenvolvidos sobre vetores foram introdu-
zidos em seus artigos sobre eletromagnetismo que depois
foram reunidos em dois volumes chamados Electrical Pa-
pers |23]. Estes acontecimentos marcam o nascimento
da chamada dlgebra vetorial conhecida também como
dlgebra de Gibbs-Heaviside.

Nesta algebra os elementos existentes sao escalares e os
vetores. Os vetores se dividem em duas classes: os vetores
polares, ou simplesmente wvetores, que possuem direcao
e sentido natural e os vetores aziais ou pseudovetored]]
que possuem direcao e sentido convencionados pela regra
da mao direita (ou regra de Flemin@ [24] na operagao
de produto vetorial entre eles. A definicado da algebra
vetorial pode ser encontrada em uma vasta lista de livros
bésicos de geometria [25]26].

Para definir os elementos desta algebra toma-se o es-
paco euclidiano tridimensional R? e uma base ortonor-
mal B = {é1,é,,é3} neste espaco. Assim, a represen-
tacdo de um vetor w € R? ¢é dada simplesmente por
w = xé1 + yés + 2é3 com x,y,z € R. O médulo de um
vetor é dado por

| w|= vz +y%+ 22

Gibbs, ao mesmo tempo que Heaviside, definiram dois
produtos entre estes elementos. Sejam w,u € R3eao
menor angulo entre eles. Para a # 0, w e u definem um
plano e o produto escalar entre eles, representado por
w - u, é um numero real definido por

w-u=|wl| ulcosa.

10s adjetivos polares e axiais foram introduzidos por Woldemar
Voigt em 1896.
2Criada originalmente pelo fisico John Ambrose Fleming
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A interpretacdo geométrica desse produto pode ser
vista como a multiplicagdo do médulo de w com moédulo
da componente de u que tem mesma direcao de w como
ilustrado na figura . Esse produto esta relacionado
com comprimento uma vez que ele amplia/reduz o com-
primento de um dos vetores. Segue que o produto escalar
é comutativo mas ndo associativo e satisfaz as seguintes
relagOes entre os vetores da base BB

é;-¢; =1 para
éléJ:é]éZ:O para

i=1,2,3
o 1
it (1)

Ja o produto vetorial entre esses vetores, representado
por w X u, é um vetor definido por

w X u=|w| ulsinan,

onde 7 é um vetor unitario cujo sentido é normal ao
plano formado por w e u e diregao satisfazendo a regra
da mao direita e com moédulo dado por

|wXxu|=|wl|ulsina. (2)

A interpretacdo geométrica do médulo desse produto
pode ser vista como a multiplicacio do moédulo de w
com moédulo da componente de u que é perpendicular
a dire¢do de w, também ilustrado na figura . Esse
produto estd relacionado com o valor da area do parale-
logramo formado por esses vetores ji que a componente
perpendicular é a altura deste paralelogramo.

Segue que o produto vetorial, por sua vez, nao é comu-
tativo e nem associativo e satisfaz as seguintes relacoes
entre os vetores da base B

éi X é1 =0
éi X éj = Eijkék

para
para

i =1,20u3
P47k ®)

sendo e;5; = 1 se ijk = 123,231 ou 312 (permutacdo ci-
clica) ou e;5; = —1 se ijk = 213,132 ou 321 (permutagéo
aciclica) o que d4 origem a conhecida regra mnemonica
da mao direita.

Com isso, dado os vetores w = x1é; + x9éy + 363
e u = y161 + y262 + y3é3 segue das relagoes , e
das propriedades associativa e distributiva dos ntimeros
reais as expressoes conhecidas para os produtos escalar e
vetorial, respectivamente

WU = 21y1 + Taye + T3Ys. (4)
u lu|sin a
a W
lulcos

Figura 1: Interpretacdo geométrica do produto escalar e do
médulo do produto vetorial.
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wxu = (ays —x3y2)é1 + (T3y1 — x1Y3)é2 (5)
é

+  (21y2 — w2y1)é3.

Em qualquer livro de fisica, por exemplo [27,28], pode-
se encontrar a definicho do momento angular de uma
particula usando o conceito anterior de produto vetorial.
Com esta algebra o momento angular de uma particula
de massa m, denotado por ¢, com relagdo ao ponto O
movendo-se com velocidade v é calculado como

H=rxp=m(rxv) (6)

sendo r o vetor com origem no ponto O até a posigdo da
particula e p = mv é o momento linear desta particula.
Decorre que o momento angular é normal ao plano for-
mado pelos vetores r e p. Geometricamente, 0 momento
angular pode ser representado como o expresso na figura
B)-

Se um vetor posi¢ao é r = r1é;1 +roés+1r3é3 e um vetor
velocidade é v = v1é1 4+ v2és + v3é3, segue da equacao
que a representacao algébrica do momento angular
serd

% = m[(’l“g’()g — T’3U2)él + (7’31}1 — 7’11)3)@2 (7)
+ (7‘1’[)2 - T2U1)é3]

que é a forma padrao com que a totalidade dos estudan-
tes tem contato com a defini¢do do momento angular.
Porém, como abordamos neste artigo, outras formas me-
nos conhecidas do grande ptblico podem ser usadas para
descrever o mesmo conceito fisico do momento angular.

3. A Algebra de Hamilton

Bem antes dos trabalhos de Gibbs e Heaviside, Wil-
liam Rowan Hamilton construiu no século XIX um novo
conjunto de objetos com propriedades semelhantes aos
numeros complexos tentando generaliza-los para o espago
tridimensional com uma estrutura fechada. Esses novos
objetos com quatro componentes sendo uma escalar e

p=mv

)

}Z:rxp

<1

X

Figura 2: Representacio geométrica dos momentos linear e
angular
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trés unidades imaginarias foi por ele denominado quatér-
nions e publicado no livro Elements of quaternions [29)
em 1843. Com este formalismo, as regras validas para
os numeros complexos eram satisfeitas, com a tnica di-
ferenga de que o produto entre quatérnions nao é uma
operacao comutativa.

O conjunto dos quatérnions, denotado por H, satisfaz
as propriedades de espago vetorial sobre o corpo dos
nameros reais. Um quatérnion pode ser representado,
conforme Kuipers [30], por

qd=qo+ @i+ q2j + g3k,

sendo qo, q1,q2 € g3 € R 0s componentes de g e i,j e k as
unidades imaginarias que satisfazem as seguintes relagoes
fundamentais

i2:j2:k2:*1

ij =k = —ji

jk=i= —Kj (®)
ki =j = —ik.

Um quatérnion ¢ possui uma parte real, chamada por
Hamilton de parte escalar, denotada por S(q) = qo e
uma parte imaginaria, conhecida como parte vetorial ou
simplesmente vetor, denotada por V(q) = ¢11+ ¢2j + gsk.
Assim, um quatérnion pode ser escrito simplesmente
como ¢ = S(q)+V(q). Se V(¢) =0, entdo ¢ = S(q) é um
ndmero real; agora se S(q) = 0, entdao ¢ = V(q) ¢ dito um
quatérnion puro (vetor). Hamilton também definiu o pro-
duto entre quatérnions utilizando as regras dos ntimeros
complexos e alguns relagdes fundamentais, descritas pelas
equacoes (8)) envolvendo as unidades imaginérias. Aqui
serd considerado o caso particular de quatérnions puros
que se mostram suficientes para a definicao do momento
angular. Dados os quatérnions ¢ = 0+w = x1i+aoj+xz3k
ep=0+4+u=1yi+ y2j+ ysk, o produto entre eles é
dado por

= —(z1y1 + z2y2 + z3Y3)
+  (22ys — x3y2)i+ (z3y1 — 21y3)]  (9)
+  (r1y2 — x2y1)k

gp =wu

O espaco vetorial real H equipado com o produto entre
quatérnions é dito uma algebra, denominada algebra de
Hamilton. A élgebra de Hamilton é associativa em relacdo
ao produto mas nao é comutativa que claramente pode
ser visto nas relagbes , porém é uma algebra fechada.
Como o objetivo é escrever o momento angular serd
considerado o vetor posicao r e o vetor velocidade v como
quatérnions puros da forma 7 =0+ r = ryi + roj + r3k
e5=0+v:v1i+v2j+v3k.

Vale observar que foi utilizado na algebra de Hamilton
as mesmas componentes dos vetores r e v da algebra
vetorial. Isto significa considerar uma equivaléncia entre
os vetores da base B e as unidades imaginarias i, j e k.
Apesar de Hamilton ter chamado estas unidades de "ver-
sor perpendicular’e defini-los a partir de um conjunto
de trés vetores unitarios perpendiculares, Hamilton pas-
sou a usa-los como conjuntos equivalentes mesmo tendo
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significado diferente. Assim, o produto entre quatérnions
puro é dado pela expressao

ro=rv = —(riv; + rove + 1303)
=+ (7"2113 — 7“3’02)i + (’/’3’01 — 7"1113)j

—+ (7”'1’[}2 — TQ’Ul)k

(10)

O produto de dois quatérnions puros tem como resul-
tado a estrutura de um quatérnion geral (parte escalar e
vetorial). A interpretagdo geométrica desse produto via
rotagdes no espaco sé foi feito por Hamilton em 1844
com o artigo [31]. Inicialmente Hamilton decompos v nos
vetores v|| e v onde v é a proje¢ao de v na dire¢ao de
r e v ¢ a projecdo de v em uma diregdo perpendicular
a r, como ilustrado na figura .

Admitindo que a multiplicacao entre vetores é distri-
butiva, Hamilton obteve

TO=rv=r(v|+VvL)=rv|+rvy (11)

e definiu os produtos parciais rv| e rv da seguinte
maneira:

e rv)| ¢ um escalar dado pelo produto dos compri-
mentos dos vetores r e v, antecedido por um sinal
negativo se estes possuem o mesmo sentido ou por
sinal positivo, se possuem sentido contrario.

e rv, é um vetor cujo comprimento é o produto dos
comprimentos de r e v cuja dire¢ao é perpendi-
cular a ambos.

Pode-se observar na equagao que a parte vetorial
tem a mesma estrutura que a equagao , além disso, de
acordo com a interpretagao geométrica de Hamilton, a
parte vetorial deste resultado descreve a mesma grandeza
da equagao ja que possuem mesmo moédulo, diregao
e sentido. Portanto, o momento angular pode ser consi-
derado como a parte vetorial do produto entre os dois
quatérnions 7 e v, isto é, 7 = m[V(F¥)].

Figura 3: Representacdo geométrica de Hamilton.
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4. A Algebra de Grassmann

Com a descoberta de Hamilton outros pesquisadores se
interessaram em pesquisar novos objetos matematicos,
entre eles, Hermann Giinther Grassmann teve importan-
cia fundamental. O primeiro volume do principal trabalho
de Grassmann foi apresentado em 1843, na forma ma-
nuscrita, com o nome de Die Lineale Ausdehnungslehr@ﬁ
e publicada em 1844 [32]. Neste trabralho, Grassmann
prop0s representar as grandezas fisicas por objetos geo-
métricos ao invés de niimeros. Estes objetos seriam como
retas orientadas, fragmentos de plano orientados, cubos
orientados, etc. Pode-se dizer que foi exatamente neste
ponto que surgiu o conceito de objetos vetoriais, como
é conhecido hoje. O trabalho de Grassmann foi, sem
davida, excepcional, entretanto, o seu trabalho era por
demais complexo para a época em que foi publicado, e
poucos foram os que o entenderam e deram importancia
na época.

A algebra de Grassmann pode ser construida a partir
de aplicacgoes lineares alternadas ou a partir do quociente
de alguma algebra tensorial. Porém, nosso objetivo é sa-
ber como calcular o produto entre vetores para descrever
o momento angular. Sendo assim, sera colocado apenas as
principais definicbes sem entrar em conceitos mais gerais.
O leitor interessado pode consultar as referéncias [19}/33]
para detalhes aprofundados.

Dado um tensor na forma v; ® vo ® ... ® v, em que
v; com i = 1, ..., p sdo vetores de um espaco vetorial V'
sobre o corpo dos reais R e ® denota o produto tensorial,
pode-se definir o operador alternador, denotado por Alt,
como segue

At (Vi ® Ve ®...Q V) =

1
5! Z E(0)Vo(1) ® Vo2) @ .. @ Vo(p), (12)
o€Sy

onde 5, é o conjunto de todas as permutacoes possiveis
e (o) =1, se o niimero de permutagoes feitas for par, e
g(o) = —1, se o nimero de permutagoes feitas for impar.
Nestas condigdes, um p-vetores, denotado por A4,, é um
tensor contravarianteﬂ de ordem p (ou grade p) alternado

Ay =Alt(vi ®va @ ... Q vp), (13)
onde vi,Va,...,v, € V.

Denota-se por A”(V) o conjunto dos p-vetores. Tal
conjunto possui a estrutura de espaco vetorial. E possivel
definir um produto entre elementos desses espagos. Sejam
A, € NP(V) um p-vetor e B, € A/(V) um g-vetor. O
produto exterior é dado por

A NPV AYV) —
A, A B,

/\P-‘rQ(V)

—  Alt(A, ® B,), (1)

3A Teoria das Extensoes Lineares
4830 tensores do tipo (p,q) - por exemplo um vetor é um tensor
contravariante do tipo (0,1).
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este produto também é conhecido como cunha ou de
Grassmann e é associativo.
Das equagoes (12) e (14)) pode-se calcular o produto

exterior de dois vetores w e u

W/\u:%(w®u—u®w) (15)
claramente é possivel concluir que o produto exterior é
nao comutativo.

Assumindo o espaco euclidiano tridimensional V = R3
e uma base ortonormal B = {é;, é2,é3}, conclui-se que
os vetores de B satisfazem as seguintes relagoes

é;Né; =0
éi/\éj:—éj/\éi

para
para

1=1,2,3
i j.

Além disso, pode-se construir quatro espacos vetoriais
a partir R3, isto ¢, para p =0, ..., 3 tém-se A\’(R3) =R
espago dos escalares, A\'(R?) = R? espaco dos 1-vetores
(ou vetores), \*(R?) espago dos 2-vetores (ou bivetores),
A’ (R?) espaco dos 3-vetores (ou trivetores).

Os escalares e vetores sdo os velhos conhecidos da 4l-
gebra vetorial, mas os bivetor e trivetor sdo os objetos
que diferenciam a algebra de Grassmann uma vez que
estes estao relacionados com area e volume que nao en-
contram correspondentes na algebra de Gibbs-Heaviside.
Uma base para o espago dos bivetores é dado por todas
as permutacoes da forma é; A é; dos elementos de B
que sao linearmente independentes. Um conjunto dessas
permutagoes é dado por {€; A éa,é1 Aés, 3 Aég}. Assim,
um bivetor pode ser escrito, algebricamente, na forma

(16)

Ay = a1261 A €y + a1381 N é3 + agzéa A é3

e, geometricamente, pode ser representado como um
fragmento de plano orientado gerado por dois vetores
ordenados, conforme a figura .

Ja uma base para o espago dos trivetores é qualquer
permutagdo da forma é; A é; A €. Assim, um trivetor

u

u

Figura 4: Representacdo geométrica das duas orientaces possi-
veis para um bivetor.

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0252

€20180252-5

pode ser escrito, algebricamente, na forma
Ag = alggél A ég N ég

e, geometricamente, pode ser representado como um
volume orientado, conforme a figura .

Ao aplicar o produto exterior em um p-vetor e um g-
vetor, equacao , o resultado é um p + g-vetor que nao
pertence ao espaco A”(V) e nem ao espago A?(V). Para
resolver o problema do nao fechamento deste produto,
pode-se considerar a soma direta dos quatros espagos
vetoriais construidos a partir de R3, isto é,

3 p

AR =P AR

p=0

no qual é fechado em relacdo ao produto exterior. Este es-
paco é denominado espago multivetorial e cada elemento
arbitrario A € A\(R?) é chamado de multivetor e pode
ser escrito de maneira geral como

A = ap+a181 + axés + azés + a1261 A é2
= +a13€1 A é3 + a3z Né3z+aizér Aéx Aés.
Tal espaco dotado do produto exterior é denominado

dlgebra exterior do espaco vetorial R®. Em muitos textos
é considerado a algebra exterior e a dlgebra de Grassmann
como sinénimos, porém existe uma distingao entre as duas
estruturas, a algebra de Grassmann ¢ a algebra exterior
equipado com uma generalizagdo de um funcional linear
g : VxV — R para o espago vetorial A(V). Como
o interesse é no produto entre dois vetores, o produto
exterior é calculado de forma andloga na algebra de
Grassmann e nao vamos adentrar no rigor das definigoes,
que podem ser encontradas em lingua portuguesa em [19)].

O moddulo de um bivetor pode ser dado como a area
do paralelogramo formado pelo produto exterior entre
dois vetores, isto é

(17)

sin o

lurw|=u||w

com a interpretacdo geométrica descrita na figura @

Pode-se definir um produto métrico, denominado con-
tragdo a esquerdaﬂ entre p-vetores equivalente ao produto
escalar quando restrito a vetores.

w

Figura 5: Representacdo geométrica do trivetor u A w A t.

5Pode-se definir a contracio & direita de forma anéloga e denotada
por |. A contragdo também é muitas vezes denominada de produto
interno quando calculada entre vetores.
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UAWwW

Wisin o

u

Figura 6: Representacdo geométrica do médulo de um bivetor.

— NTP(RY)
Co—p

ENCYEYNCY
A,|B, —

Este produto nao é associativo e s6 é simétrico se p = ¢
porém satisfaz as seguintes propriedades:

i) oA, =ad;

i) ulw=u-w;

iii) u](By ACg) = (u|Bg) ANCi + (—1)2Bg A (u]Cy);
iv) (Ap A Bg)|Cr = Ap](BqCr)-

onde o é um escalar, u e w sdo vetores e A,, By, C um
p-vetor um g-vetor e um k-vetor respectivamente.

Com isto, defini-se uma operac¢do denominada duali-
dade ou como em [19] isomorfismo quase-Hodge como
segue

o NR) — AR
*A,  —  —A,|ls (18)

onde I[3 representa um trivetor simples unitario, isto é,
I3 = é; A éa A é3 denominado como pseudoescalar.

Por exemplo, para calcular o dual do bivetor As =
€1 N é2 deve ser aplicado, além da definigao , as
propriedades da contracdo, ou seja,

*A2 = —(él A ég” (él A ég A ég)

(i G ey (iv)
(iii)

(iii)
= —Héa(-é1nés)} (ii)
= —{—é1J€1 /\63 +é1 AN (élJég)} (iii)
= —{-é&}=2é; (ii)
Com isso, a representagao dos vetores posicdo r e
velocidade v no espago multivetorial A(R3) pode ser
escritos da seguinte forma r = r1é; + r9és + r3és e v =
v1€61+v262+v3€3. Segue do produto exterior entre vetores,
(15), que )
r/\v:i(r®v—v®r). (19)
Desenvolvendo os termos
T‘l’l)lél A él + 7’1?)2é1 A é2 + 7’1U3é1 A ég
7’2’01@2 A él =+ TQUQéQ A ég + 7‘21)3@2 A ég
r3v1€3 A €1 + T3V2€3 A €o + r3U3E3 A €3

r@v

+ + 1l

vlrlél A él + ’Ul’l"Qél A é2 + 'U1’)"3é1 A ég
VoTr1€o A €1 + UaT9€a A €o + Var3és A €3
v3r1€3 A €1 + v3reész A €o + v31r3é3 A €3

vVRr

+ + 1l
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e aplicando as relagoes nestes termos e substituindo
o resultado em tem-se finalmente

rAv = (7"1'02 —7‘2’[)1)@1 /\éQ + (7"1'03 —7‘3’1)1)@1 /\ég
+ (7‘2’1}3 — Tgﬂg)ég A €3
(20)

Mesmo sabendo que o produto entre vetores na algebra
de Grassmann resulta em um bivetor que por sua vez estéa
relacionado com &area assim como o momento angular
isto nao é suficiente para dizer que ambos representam
a mesma grandeza. Além disto, a comparacdo das equa-
¢oes e nao podem ser feita pois possuem grades
diferentes. Mas com a operacao de dualidade é possivel
encontrar um representante do bivetor r A v no espago
dos vetores para tal comparacao. Desta forma,

*(rAV) = (rovs —r3v9)é; + (rsvy — rivs)és

+ (Tl’U2 — 7“21)1)@3 =Tr XV.

Por outro lado, o bivetor r A v e o vetor r X v possuem
o mesmo modulo, conforme as equagoes e . Assim
o momento angular é o dual deste bivetor, isto é, 7 =
m[x(r Av)] .

5. A Algebra Geométrica de Clifford

Em 1878 William Kingdon Clifford publicou um artigo no
American Journal of Mathematics intitulado Applications
of Grassmann’s extensive algebra [34) apresentando uma
nova estrutura matematica que ele denominou dlgebra
geométrica, mas que hoje também costuma ser conhecida
como Algebra de Clifford. O que Clifford fez foi sintetizar
duas estruturas matematicas aparentemente dissociadas:
os quatérnions de Hamilton e a dlgebra de extensao de
Grassmann, mas por infelicidade o seu trabalho tampouco
ganhou a devida atengdo na época, sobretudo por causa
de sua morte prematura que contribuiu para que seu
trabalho caisse no esquecimento por algumas décadas.

Seu trabalho comegou a ressurgir e ganhar maior im-
portancia a partir do final do século XX por ac¢oes do Prof.
David Hestenes. Com esta visdo mais abrangente da estru-
tura desta algebra, verificou-se que a algebra geométrica
poderia ser usada como forma de unificar varias areas
da mecanica quantica e as aplicagées nos mais variados
temas e areas contribuiram para uma grande e impor-
tante gama de trabalhos publicados recentemente [35H51].
Desde entao, este assunto tem ganhado crescente impor-
tancia. Além disto na descricdo do momento angular,
pode-se observar de forma clara, como a algebra geomé-
trica consegue em uma Unica estrutura unificar o seu
conceito matematico e fisico de forma clara, exata e
concisa.

A Algebra de Clifford pode ser introduzida de forma
mais geométrica [18], como o quociente da algebra tenso-
rial ou ainda a partir das dlgebras de Grassmann [19]. O
interesse no presente artigo é no produto geométrico e nao
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serd descrito detalhes das diversas formas de introduzir
tal algebra.

Supomos V' um espago vetorial sobre R equipado com
uma forma bilinear simétrica g, A uma &lgebra associ-
ativa com unidade 14 e ainda - uma aplicagdo linear
~v:V — A. Uma dlgebra de Clifford é o par (A,~) para
o espago quadratico (V, g) quando A é gerada como uma
algebra por {y(u) | u € V} com  satisfazendo

Y()y(w) +y(w)y(u) = 2g(a, w)ly,  (21)

para todo u,w € V. Denotamos essa dlgebra por C4(V, g).
O produto geométrico (ou Clifford) entre dois vetores
u,w € V é dado por

Y()y(w) =v(g(u, w)) +y(uAw). (22)

O produto geométrico entre dois vetores pode ser visto
como uma composi¢cao entre duas partes: a primeira é a
imagem dentro de C4(V, g) da contragdo de u sobre w e a
segunda parte é a imagem dentro de C4(V, g) do produto
exterior.

Existe um isomorfismo de espago vetorial entre a alge-
bra de Clifford e a 4lgebra de Grassmann e portanto o
espago de Clifford C/(V, g) possui uma estrutura multive-
torial. Desta forma, os elementos da dlgebra de Clifford
sao denominados também de multivetores. Nesta secao
também serd considerado um sistema euclidiano tridi-
mensional, isto é V = R3, e uma base ortonormal re-
presentada por B = {é1,é2,é3}, neste caso a algebra
de Clifford é denotada Cls3. A relacdo aplicada aos
elementos dessa base pode ser escrita como

élél =1 para 1= 1,2,3
para i # j.

O produto de Clifford, dado pela equacao , entre

vetores pode ser reescrito como

(23)

uw =u-w+uAw. (24)

Dentro da algebra de Clifford também é possivel definir
a operagao de dualidade e serd denotado por *. Esta
operagao é analoga a chamada dualidade de Hodge dentro
do célculo com formas diferenciais [52]. Dado um p-vetor
A, € A(R?), com p = 0, ..., 3, seu dual ¢é definido como
sendo

p(p—1)

7 Al

*Ap = (=1)

onde I representa um trivetor simples unitario, isto é,
I = é1é2é3 denominado como pseudoescalar.

Um resultado importante obtido usando dualidade é,
dados dois vetores u,w € A(R?) pode-se relacionar o
produto vetorial com o produto exterior

uxw=x(uAw)=—(uAw)L (25)

sendo que a figura mostra a interpretacdo geométrica
desta relagao.
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Ja a representacao dos vetores posicao r e velocidade
v no espago multivetorial A (R?) é da forma r = r1é; +
o€y + T3€3 € V.= v1€1 + V2€s + v3€3.

Calculando os produtos escalar e exterior e substi-
tuindo na equacao obtém-se a expressao do produto
geométrico

r-v4+rAv

= (riv1 + ravg + 7303)

+ (7"11}2 — T2U1)é1 A€o + (7‘11}3 — T3U1)é1 N €3
+ (7“21}3 - T‘3U2)é2 AN ég

rv
rv

(26)
Observa-se que ao aplicar a equacio nos elementos
da base, tem-se

€i6j =&;- €5+ €& Néj,
e da relagao que
€i€; = é; Né;.
Logo a equagéo pode ser reescrita da forma

rv = (rivy + rove + r3vs)
=+ (7“11)2 — Tgﬂl)élég + (7’17]3 — T3U1)é1é3 (27)
+  (rouz — r3v2)é263

Pode-se ver claramente na equagdo (27) que aparece o
bivetor dado pelo produto exterior escrito em termos do
produto geométrico. Esse bivetor representa, como ja foi
visto na se¢@o anterior, de maneira mais precisa o mo-
mento angular pois J# estd associada com &drea ao invés
de comprimento e os bivetores possuem naturalmente
esta caracteristica. Outra forma de ver isto é calcular o
vetor momento angular através da operacao de dualidade
(125)), isto é,

rxv=—(rAv)l

e uma caracteristica importante desta operacao é que
seu resultado nao muda o sinal perante uma inversao
espacial qua é a mesma caracteristica do produto vetorial.
A beleza do produto geométrico é que contém todas as
informacoes entre os vetores r e v: a relagdo métrica e a
relagdo vetorial.

6. Conclusao

Heaviside usou o eletromagnetismo como incentivo para
elaborar seu produto vetorial na descricao das equagoes

uxw

UuAWwW _—{/
u

Figura 7: Representacdo geométrica do isomorfismo de Hodge.
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de Maxwell, obtendo uma praticidade operacional no
tratamento destas equagoes. Porém, com as novas te-
orias fisicas deve-se descrever com maior exatidao tais
grandezas. Neste cendrio, vale observar que o momento
angular é uma grandeza que nao atua ao longo de uma
reta, mas sim normal a um plano. Logo da forma que
é definido via dlgebra vetorial, ndo é a melhor maneira
de representa-lo. Na algebra de Hamilton a parte veto-
rial da equagao representa, tanto algebricamente,
quanto geometricamente, o momento angular descrito
na algebra vetorial. Porém, matematicamente, também
nao é a forma mais efetiva de representd-lo conforme
mostramos neste artigo. Ja na édlgebra de Grassmann
o produto entre dois vetores tem como resultado um
bivetor, dado pela equagao , que descreve natural-
mente uma area orientada e possui a mesma estrutura
, bastando aplicar o isomorfismo de Hodge para chegar
a isto, além de possuir o mesmo médulo que a equa-
cao . Desta forma, um bivetor é a melhor maneira
de representar matematicamente a grandeza fisica mo-
mento angular. Por outro lado, na algebra geométrica de
Clifford, o resultado do produto geométrico, além de ter
o bivetor, que descreve a relagdo vetorial, possui também
um escalar, que descreve a relacdo métrica, unificando
duas operagoes em um produto. Isto torna esta algebra a
mais completa para descrever a complexidade de diversas
grandezas fisicas importantes nao s6 para fisicos, como
também engenheiros. Esta algebra é mais geral e engloba
todas as outras. Os autores em [19] mostram diversas
representagoes da dlgebra dos niimeros complexos, C{ 1,
da 4lgebra dos quatérnions, Cfj 2 e uma construcdo da
algebra de Grassmann a partir do produto geométrico,
uma vez que ambos possuem a mesma estrutura multi-
vetorial. Vale ressaltar também que a algebra vetorial sé6
vale para espacgos de dimensao trés, enquanto a algebra
de Hamilton é vélida para espacos de dimensao até qua-
tro, por outro lado, as algebras de Grassmann e Clifford
sao validas para espagos de qualquer dimensao.
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