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Nesse trabalho apresentamos a solugdo da equagdo de Schrodinger através de uma versdo moderna do método
de fatorizagdo usando o formalismo da chamada Mecénica Quantica Supersimétrica. O sistema tratado é o 4tomo
de hidrogénio e tanto a parte radial como a angular das coordenadas esféricas sdo tratadas com a metodologia
apresentada. Especial destaque é dado as adequagdes necessarias a cada uma dessas coordenadas. A abordagem
utilizada é geral e pode ser apresentada como alternativa aos métodos tradicionais de solucdo da equacdo de
Schrédinger como, por exemplo, o método de Frobenius.

Palavras-chave: atomo de hidrogénio, supersimetria, shape invariance, operadores-escada generalizados, mecanica
quantica.

In this work we present the solution of the Schrédinger equation through a modern version of the factorization
method by using the formalism of the so-called Supersymmetric Quantum Mechanics. The analyzed system is
the hydrogen atom, the radial and the angular parts of the spherical coordinates are studied with the presented
methodology. Special emphasis is given to adaptation made to each of these coordinates. The approach used is
general and can be presented as an alternative to traditional methods of solution of the Schréodinger equation such

as the Frobenius method.

Keywords: hydrogen atom, supersymmetry, shape invariance, ladder operators, quantum mechanics.

1. Introducao

Devido a seu lugar de destaque no contexto da Mecanica
Quantica, a equagao de Schrédinger independente do
tempo tem sido largamente estudada em seu aspecto Fi-
sico e Matematico. Textos iniciais de Mecénica Quéantica
[1-3] apresentam a solugdo dessa equagdo em coordena-
das esféricas, para potenciais de forca central. A solucéo
indicada inclui a parte angular, dada em termos dos
Harmonicos Esféricos, enquanto a parte radial é usual-
mente resolvida usando o Método de Froubenius. Grosso
modo, na obtencao da solugao radial, sdo explorados os
limites assintoticos e com a variavel tendendo a zero, o
restante da solugdo é determinada por uma expansao
em série de poténcias. Essa abordagem esta tao difun-
dida que por vezes hé dificuldades de reconhecer que
outros tratamentos podem ser usados para determinar
os autovalores e autofungoes da equagao de Schrodinger.

O presente artigo tem como objetivo trabalhar com
um método de obtengao da solucao da equagao de Schro-
dinger por uma metodologia distinta daquela explorada
tradicionalmente em livros e textos didaticos. A abor-
dagem seguida aqui envolve a fatorizagdo das equagoes
diferenciais e construgdo das autofungoes através da ge-
neralizacdo dos operadores escada. A versdo moderna
da metodologia empregada se enquadra no contexto da
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Mecénica Quantica Supersimétrica (MQS) [4-6]. A abor-
dagem tratada nesse texto se restringe a potenciais com
solugbes exatas/analiticas, embora extensoes para outros
sistemas através de métodos aproximativos podem ser uti-
lizadas. Exemplos dessas abordagens sao a aproximagao
WKB [7,8] e método variacional [4,9-12].

O sistema fisico estudado nesse texto é o atomo de
hidrogénio, ou seja, uma particula sujeita a um potencial
de forga central proporcional a —1/r. Como usual, esse
problema é tratado em coordenadas esféricas. Com a
abordagem usando a superalgebra, normalmente, apenas
a parte radial dessa equacao é analisada. Isso é compreen-
sivel, uma vez que os autovalores de energia emergem da
equacao radial. Assim, varios trabalhos que se propoem
a tratar o 4&tomo de hidrogénio usando o formalismo de
fatorizacdo tém se restringido a trabalhar apenas com
a parte dependente da varidvel r [3,4,13]. Também ha
trabalhos que calculam a fun¢do de onda azimutal (cor-
respondente a varidvel angular #) [14,15]. Entretanto,
para a varidvel angular polar (¢), até onde vai o nosso
conhecimento, nada foi escrito usando de forma direta
o formalismo da MQS. Neste caso, é necessaria uma
adaptacao no tratamento para incorporar, ndo apenas a
solucdo da equacao diferencial, mas também a condigao
de contorno fisica apropriada ao problema.

A metodologia seguida aqui implica que o Hamilto-
niano usado para descrever o sistema seja fatorizado
por um par de operadores supersimétricos. A inversdao
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da ordem desses operadores permite identificar o Ha-
miltoniano companheiro supersimétrico do original. A
exploragao dessa propriedade leva a construgao de uma
cadeia de Hamiltonianos relacionados entre si através
dos operadores supersimétricos que é conhecida como
hierarquia de Hamiltonianos [4-6].

O caminho seguido aqui é apropriado para potenciais
quanticos que sdo invariantes na sua forma funcional
por transformagoes de supersimetria (shape invariance)
[4,16-23]. Para esses potenciais, é possivel obter a solu-
¢ao do problema através da construcio de operadores
de criagao e destruicdo que atuam simultaneamente na
coordenada espacial e no pardmetro relacionado a shape
invariance. Uma vantagem da construcao desses opera-
dores escada é que eles permitem determinar estados
coerentes para os sistemas analisados [24-27].

Em termos de organizagao desse artigo, na secao 2 a
metologia adotada é apresentada. Na secao 3, o Hamilto-
niano do dtomo de hidrogénio é escrito em coordenadas
esféricas e é indicada a separacao da equacao diferencial
original nas trés equagdes, uma para cada coordenada
espacial. Nas secoes 4, 5 e 6 sdo tratadas de forma in-
dividual as equagbes para cada uma das coordenadas,
©, 0 e r, respectivamente. Por fim, sdo apresentadas e
discutidas as solugdes gerais do problema e apresentadas
as conclusoes do trabalho.

2. Metodologia

Uma revisao recente do formalismo matemaético utilizado
nesse trabalho pode ser encontrado no artigo de Batael et
all [28]. Entretanto, apresentamos os pontos principais da
metodologia para tornar esse texto mais compreensivel e
didatico.

O passo inicial para aplicacdo do formalismo utilizado
é identificar o Hamiltoniano que emerge da equagao de
Schrodinger para um potencial V(x), usado para descre-
ver o sistema sob estudo. De forma geral, esse Hamilto-
niano pode ser escrito como:

d2

H=_%
dx?

+ V(). (1)

Note que nao ha restricao sobre a natureza da coor-
denada z, ela pode ser cartesiana ou nao. Foi adotado,
por simplicidade, h = 2u = 1, sendo que & é a constante
de Planck e p é a massa reduzida do sistema. Essa sim-
plificagao nao altera a apresentacao dos conceitos, mas
ajuda a nao sobrecarregar a notagao.

Os operadores bosénicos, AT e A~ sdo definidos pelas
expressoes:

d
A+ = —% + W(w;a)7 (2)
_d
AT = e + Wi(x;a), (3)

onde W (z; a) é chamado de superpotencial. E importante
notar que os operadores Ai, em geral, ndo comutam entre
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si, o que faz com que a ordem em que esses operadores
sdo aplicados seja importante. O superpotencial, no caso
geral, é dependente da varidvel espacial e de um ou mais
parametros {a} presentes no potencial.

Os operadores bosonicos, equagdes (2) e (3), sdo utiliza-
dos para fatorizar o Hamiltoniano H, dado pela equacao
, da seguinte forma:

H=AYA" + E, (4)

onde FEj é o autovalor do nivel mais baixo de energia do
Hamiltoniano H.

Usando os operadores bosénicos na ordem estipulada
para fatorizar H, reescrevemos a equacao como:

d? d

H= —@—FWQ(x;a)— %W(:C;a)—i—Eo. (5)
Observa-se que no superpotencial W(z; a), é indicado
de forma explicita a dependéncia na varidavel z e de
um conjunto de pardmetros {a}. Nao hd restrigdo ao
nimero de parametros a serem introduzidos. Entretanto,
para melhor compreensdo do processo vamos restringir o
formalismo ao uso de apenas um pardmetro. Além disso,
um parametro é suficiente para trabalhar o problema
sob analise. Usando a equacéo e a definicao de H,

equacao , obtemos a seguinte equacao diferencial:

V(z) — Eyg = W*(z;a) — %W(x, a), (6)
que é um caso particular da equagdo de Ricatti [29].
A resolugdo da equagdo @ permite identificar o super-
potencial W(x;a) e o autovalor Ey do menor nivel de
energia do Hamiltoniano H, o estado fundamental.
Uma vez obtido o superpotencial, podemos definir dois
operadores Hamiltonianos, Ht e H~, que sdo chamados
de Hamiltonianos companheiros supersimétricos:

d? d
+_ At - - 9 20N 4 .
HT=ATA" = dx2+W (z;a) de(a:,a)
d? 4
= —E—I—V (z;a), (7)
H =A At = fdferWQ(:c'a)qLiW(r'a)
dz? ’ dz ’
d2
= *E + Vi(l‘; a). (8)

A construgao indicada para o dois Hamiltonianos acima
pode ser estendida para encontrar toda uma familia de
Hamiltonianos (hierarquia), relacionados entre si pela
supersimetria [4,5,30]. Para a construgao dos operadores
escada, é necessario identificar a condicao de shape inva-
riance [4-6] do potencial estudado usando a definigdo dos
Hamiltonianos companheiros supersimétricos, equagoes
@ e . O sistema é dito shape invariant se a dife-
renca entre Hamiltonianos H e H~ for independente
da coordenada espacial e obedecer a seguinte relacgao:

R(a1) =H™ — H" =V~ (z;a0) — V' (z;a1). (9)

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0315



Monteiro e cols.

Os principais potenciais de interesse fisico e que sdo
shape invariant possuem parametros relacionados entre
si por uma translagdo [31,32]. Assim, os pardmetros a
podem ser relacionados pela adicdo de uma constante
de translacao 7, ou seja, a; = ag + n. Por construcao,
a algebra utilizada permite estender a relagao entre os
pardametros para outros membros da hierarquia de Ha-
miltoniamos, i.e., as = a1 + 1, ag = as + 1 etc. Dessa
construgdo, podemos obter a relagdo entre um dado pa-
rametro ag e o parametro inicial observando todas as k
vezes em que o parametro foi transladado. Seguindo esse
raciocinio, obtemos de forma direta a relacdo entre os
pardmetros:

ar = ag + kn. (10)

Além disso, para potenciais shape invariant, cujos pa-
rametros sao relacionados através de uma translagao,
podemos definir operadores-escada generalizados através
de uma translacdo nos parametros e do uso dos operado-
res bosonicos, dados pelas equagoes e , da seguinte
forma.

B* (ag) = A*(ao)T* (ag) = A (ag)e"7%,  (11)

B~ (a0) = T~ (ao) A (ag) = e "7 A= (ag)  (12)

Esses operadores, equagoes e , obedecem a
estrutura algébrica necessdria para identificd-los como
operadores-escada [31-33], podendo ser associados com
uma generaliza¢ao dos operadores de criacdo e destruicao
utilizados em solugoes algébricas do oscilador harmoénico
[2]. A titulo de recordagio é oportuno lembrar que os ope-
radores escadas sdo bastante estudados para o oscilador
harménico. A 4lgebra associada a esse caso pode ser ex-
pressa por [a”,a"] =1; [N,a"] =a™; [Nya™| = —a~;
sendo que N, = a™a™, com a™ e a~ representando
os operadores de criagdo e destruicdo, respectivamente
(3,34].

Seguindo o tratamento usual, o operador de destruicao
aplicado ao estado fundamental permite a obtencao da
fungao de onda deste estado fundamental 1. Nesse caso,
temos:

B~ (ap)vo(x;a0) = T (ag)A™ (ag)tho(z;a0) = 0. (13)

Uma vez que o operador de translacao atua apenas
no espaco de parametros da funcao de onda, para a
igualdade da equagao ser verdadeira é suficiente
que A~ (ag)to(z;a0) = 0. Assim, somos conduzidos ao
resultado [4,32]:

Volw: ag) = Neap [— / W(x;ao)dx} L4

sendo que N é a constante de normalizagao.

O uso dos operadores-escada generalizados, equagoes
e , permite obter as autofuncoes e os autova-
lores de energia para os Hamiltonianos que possuem a
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propriedade de shape invariance. Isso é feito, em linhas
gerais, usando as relagdes [4-6,28]:

Un(x309) = [BT (a0)]" to(x;a0), (15)

n
E,=Eo+» R(a), (16)

i=1
onde Ej é a constante subtraida do Hamiltoniano original
ao fatorizarmos em termos dos operadores bosonicos,
equacdo (4)), e corresponde ao autovalor de energia do
estado fundamental do sistema quéantico estudado. O
termo R(a;) é o residuo que surge devido & propriedade
de shape invariance, equagao @, com a translagdo no
parametro dada pela equagao . A autofuncao do
estado fundamental é determinada pela equacdo ([14)).
Assim, identificando o superpotencial W (x; ag)e o residuo
R(a;) é possivel resolver o problema quintico sob anélise.

3. Separagao de variaveis

A equacao de Schrodinger independente do tempo é uma
equagao diferencial de segunda ordem que pode ser escrita
como [1-3]:

—VQ’L/)(J},:%Z)+V(LL',y,Z)’(/J(£E7y7Z) = E’(/J(SL‘,:%Z) (17)

Lembrando que adotamos h = 2u = 1. E é o autovalor
da equacdo e corresponde a energia do sistema no estado
descrito pela autofuncao

Para sistemas que possuem simetria esférica em que
o potencial é funcdo apenas da distancia da origem do
sistema de coordenadas até um certo ponto em r (po-
tenciais de forga central), como é o caso do dtomo de
hidrogénio, convém transformar as coordenas espaciais
do sistema cartesiano para o sistema esférico. Com essa
mudanca, o laplaciano V2 toma a forma [35]:

L0 (20N, 1 0 0
r2 Or " or r2send 90 sen 00
1 0?
r2sen? (W) ’ (18)

Substituindo a equacao na equagao , obtemos
a equacao de Schrodinger independente do tempo em
coordenadas esféricas:

[rofLoN, 1 o( 0
r2 Or " or r2sen 00 sen 00

i ( e )] w00 + V00,0

r2sen20 \ 9p2
= Ey(r,0, ). (19)

O potencial usado para descrever o atomo de hidrogé-
nio é o potencial Coulombiano que vamos adotar aqui
como sendo V (r) = —1/r. Novamente, as constantes
sao adotadas como sendo iguais a 1, para nao carregar
a notacao, embora a forma completa possa ser usada

2

diretamente V (r) = _4;?

v o=
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A equagéo permite separacao de varidveis, como é
encontrado em diversos livros introdutérios de Mecanica
Quéntica (vide, por exemplo, [1] e [2]). O processo de
separacao de varidveis se inicia com a defini¢ao da fungéo
¥(r, 0, ¢) como sendo o produto de fun¢des em cada uma
das variaveis, R(r),©(0) e ®(p), ou seja,

¥ (r,0,0) = NR(r)© (0) (). (20)

sendo que N é a constante de normalizagao. O resultado
da separacao de varidveis leva a trés equacoes diferencias:

~ <r2$R(T)) +{[E — V()] - l(“;”} R(r) =0,

(21)
m2
S;’LQ % (56n0$@(0)> * <l(l - 56”29> 06 =0,
(22)
1 d? 2
5 aF 2P =m (23)

Como usual, trés niimeros quanticos sdo introduzidos,
m, | e n, relacionados com as constantes de separacao
das equagoes. Em particular, o nimero quantico n esta
relacionado com a energia do sistema FE,, como indicado
mais a frente.

As equacoes , e podem ser resolvidas de
maneira tradicional, como encontrado nos livros [1-3].
Entretanto, exploramos uma abordagem alternativa, se-
guindo a metodologia mostrada na se¢ao anterior.

4. A equagao na coordenada angular ¢

A equagdo em ¢, equacio , pode ser reescrita como:

d2
- dfpg‘ﬁ(w) = m*®(yp). (24)

Apesar de se tratar de uma equacao diferencial simples,
resolvé-la pelo formalismo supersimétrico requer cuidado
para nao cometer erros na abordagem matematica e/ou
na interpretacéo fisica. De inicio, é bom frisar que, nesse
caso, a invariancia na forma funcional esta escondida (hid-
den shape invariance) [18], sendo necessdrio uma anélise
mais profunda da fatorizagdo da equagao diferencial.

A equacdo , constituida pela derivada de segunda
ordem em ¢, é formalmente semelhante ao Hamiltoniano
de uma particula confinada em um pogo de potencial
infinito ou finito unidimensional. Esse problema unidi-
mensional tem sido extensamente analisado na literatura
[1-3], inclusive via formalismo da Mecanica Quantica
Supersimétrica [4,36]. Entretanto, o significa fisico do
problema de uma particula em uma caixa unidimensi-
onal é distinto do caso estudado aqui que corresponde
ao problema angular de sistema tridimensional. A dife-
renca mais imediata diz respeito a condi¢ao de contorno
adotada. Enquanto a particula na caixa deve satisfazer
a condigdo ® (0) = ® (27) = 0, o problema angular im-
poe que P () = ®(¢p + 27) Essa nova condigdo muda
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a caracterizacdo do problema e, por conseguinte, a sua
solucao matematica.

Seguindo o método proposto, a fatorizacdo da equacao
leva a uma expressao similar a equagao :

H= & W2 (¢ Dy i 2
=—azt (%a)—% (p;a) +mg. (25)
Neste ponto, é oportuno destacar que m? representa
os autovalores da equacao , mas nao corresponde a
energia, uma vez que os niveis de energia para o atomo
de hidrogénio sao obtidos dos autovalores da equacao
diferencial na coordenada radial [1-3].

Observa-se que um superpotencial constante satisfaz a
equacao de Ricatti, equacao @, porém essa escolha leva a
problemas na construgao da shape invariance dificultando
a construgdo dos operadores escada. Outra forma para
o superpotencial que satisfaz a equacado de Ricatti para
esse problema é dada por:

W (p;a0) = agtan® (). (26)

Com essa escolha, a equagao (25 e seu companheiro
supersimétrico, equagao (8)), tornam-se:

d2

HT = WE + ap(ag — 1)sec*(p) — a2, (27)
d2

H™ = + ag(ag + 1)sec®(p) — a?. (28)

dp?

Nota-se que se tomarmos ag = 1 ou a¢p = 0 ao usarmos
o Hamiltoniano descrito pela equagao na fatorizacao
do potencial original obtemos que m3 é igual a um ou
zero e identificamos a invariancia na forma funcional do
potencial com o respectivo residuo, equacao @[):

R(a1) = [ag(ap+1) —a1(ay —1)]sec?(p) +af —ad. (29)

E necessério cuidado ao tratar com esse problema,
pois usar ag = 1 no inicio do processo, na defini¢do do
superpotencial, equagao , pode levar a pressupor que
o sistema nao é shape invariance. Esse assunto ja foi
discutido na literatura [18] tendo sido identificada uma
shape invariance escondida neste tipo de problema. Essa
shape invariance fica evidente ao se deixar indicada a
dependéncia do superpotencial com o parametro ag.

Para esse caso, a exigéncia de que a equagao seja
independente da variavel espacial devido a condi¢do de
shape invariance, equacao @[), impoe que:

[ao(ao + 1) - al(al - 1)] =0. (30)

Esta condigao é satisfeita se a1 = ag + 1 ou a3 = —ayp.
Desta forma, se ag for igual a zero, entdo a; = 0 também.
Caso ag = 1 entdo a; vale 2 ou —1. Desta forma, a

equagao fornece:

2a0 + 1,00 =1
R(al){ oot hao =1 (31)
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Generalizando os residuos usando a equagao ([L0]) e
usando o pardmetro de translacdo n = 1se ag = 1, e
n = 0 para o caso em que ag = 0, obtemos:

K+1, ag=1
Rla) = { FRb 0=t (32)

E possivel identificar mo na equacéo como sendo
igual a ag. No  caso em que ag = 1, a equagao para os
autovalores, dada pela substituicdo da equagao e do
autovalor mg na equagio , nos fornece:

m? :mg—i-zn:(%—i—l) =(n+1)% (33)
k=1

J4 quando ap = 0 caimos no caso trivial em que m? é
igual a zero.

Como consequéncia do formalismo utilizado, observa-
mos que mé um numero inteiro, ndo sendo mais necessa-
rio o uso do subindice n, ou seja, m = 0, 1, £2, £3...,
sendo que o sinal + aparece naturalmente quando se
aplica a raiz quadrada aos dois membros da equacao
(m? = (n+1)%). Como esperado, esse resultado ¢ o
mesmo que ¢é indicado pelo uso de outros métodos [1-2].

Com relacdo a autofuncdo, podemos obté-la através

da aplicacao do superpotencial na equacao :
Do (¢p; ag)oc cos™ (). (34)

Uma vez que conhecemos o superpotencial, equagao
(26)), o pardmetro da shape invariance, 1 e a autofuncao
para o mais baixo estado, equacao , podemos cons-
truir os operadores-escada generalizados e determinar
os outros estados a partir do primeiro. Neste caso, os
operadores de criacao e destruicao sao dados por:

Bt (ag) = {d(fp + agtan(go)] exp [n(;zo} . (35)

B~ (ag) = exp {"8?«)} LZO + aotan(go)} . (36)

Aplicando o operador de criagdo, equagao (35)), na
autofuncao dada pela equagao , obtemos a funcao, a
menos da constante de normalizacdo:

Py (p; a0) o< cos™ (2¢) . (37)

Aplicando |m| vezes o operador a autofungio (34)
obtemos a autofungdo para o m-ésimo termo, ou seja:

D, (¢; ag) o< cos™ (mp)comm =1,2,3... eag = 1.
(38)
Devemos lembrar também de incluir o caso em que
ap = m = 0 como uma possivel solugao. Nesse caso, a
autofuncdo é constante e o autovalor é igual a zero.
Apesar do procedimento adotado estar correto, as au-
tofungdes indicadas na equacao ainda nao repre-
sentam a solugao completa do problema de resolver a
equacao . Isto porque a equacao de Ricatti associada
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ao Hamiltoniano (25) possui ainda uma outra solucao
independente. Essa solucao é:

W (p;ag) = —ag cot (). (39)

Usando esse superpotencial os Hamiltonianos compa-
nheiros supersimétricos passam a ser:

d2
HY = -9 +ao(ao—Desc (p) —af,  (40)
d2
=g el et () —daf ()

A condicao de shape invariance é muito similar aquela
obtida para o superpotencial usado anteriormente:

R(ar) = [ag (ao + 1) = a1 (a1 — 1)] esc? () + af — af.
(42)
O método de solugdo exige que a equacao (42)) seja
independente da varidvel espacial, ou seja:

[ao(ao + 1) — al(al — 1)} =0. (43)

As mesmas condigoes anteriores devem ser satisfeitas,
ou seja, a; = ag + 1 ou a1 = —ag. Essas condigoes
levam ao mesmo valor para o parametro de translagao,
n =1oun = 0, e oresiduo é o mesmo que o dado
pela equacao . O raciocinio a ser empregado aqui é
idéntico ao realizado anteriormente e, consequentemente,
os autovalores sdo os mesmos, equacao .

Com relagao aos operadores-escada, o0 novo superpo-
tencial nos traz:

BT (ag) = {_GZO - aocat(ap)] erp [17820} , (44)

B~ (ao) = exp {_77820} [di - aocot(cp)] . (45)

A primeira autofungao é obtida pela aplicacao do ope-
rador destruicdo a autofuncao e igualado o resultado a
zero. O resultado, em termos do superpotencial é ex-
presso na equagao . No presente caso, obtemos (a
menos da normalizagdo):

Do (3 ap) x sen®™ (). (46)

A aplicagéo do operador de criagio, equagéo (44)), nessa
autofuncao |m| vezes, fornece:

D, (p;a9) x sen™ (mp)comm =1,2,3...eag = 1.
(47)
Seguindo as nogoes basicas de resolucao de equagoes
diferenciais lineares [37], a solugdo geral para o problema
é formada pela soma das solugbes particulares. Assim,
combinando as autofungoes e obtemos uma au-
tofungdo que é a soma de cossenos e senos. Essa expressao
pode ser reescrita como uma exponencial imaginaria pela
férmula de Euler [38], ou seja:

P, (93 ag) = Arcos™ (mep) + Azsen® (me) o "™,
(1)
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comayg=1em=0,+£1,£2,+3..., A; e Ay sdo cons-
tantes. A forma exponencial da solugao, expressa pela
equagao 7 é geralmente apresentada nos livros de Me-
canica Quantica como solucao da equacao de Schrodinger
na variavel ¢, sendo uma componente dos Harmonicos
Esféricos [1,2].

Como indicado anteriormente, o problema tratado
nessa secao é similar aquele de uma particula em uma
caixa unidimensional. Entretanto, uma diferenga impor-
tante estd relacionada as condigdes de contorno que deve
ser imposta a solugdo encontrada, como usual.

O problema da caixa unidimensional exige que as au-
tofungoes sejam nulas nos extremos da caixa o que, neste
caso, equivale a impor que ® (0) = ® (27) = [2]. Por outro
lado, a solugdo angular apresentada aqui deve satisfazer
as condigoes de contorno periddicas D (¢) = ®(¢ + 27).
Caso a solugdo indicada ndo possa satisfazer as condigoes
de contorno, ela deve ser descartada e outra deve ser pro-
curada. Entretanto, notamos que a solucao apresentada,
equacdo (48)), satisfaz a condigéo periédica exigida no
problema.

5. A equagao na coordenada angular 6

A equacao diferencial na varidvel angular 0, equagao (22)),
pode ser reescrita, usando a regra do produto para o
primeiro termo do lado esquerdo, como:

d? d
—770(6) + cot(6) 2-6(6)
+ z(z+1)_%2(9) 0(0)=0.  (49)

A solucao dessa equacdo através do formalismo supersi-
métrico é indicada na referéncia [14], da qual seguimos
uma parte do formalismo. Inicialmente, observamos que
é possivel eliminar o termo de primeira derivada desta
equacao fazendo uma mudanca para uma nova variavel,
z. Para fazer esta mudanca vamos introduzir a funcao
de mapeamento 6§ = f(z) [15]. Assim, obtemos:

"

d72 z *f ) "(2)co z i z
7,29(2) + e f (z)eot[f (2)]| --O(2)
+12(2) {l(l +1) - M] O(z) =0.  (50)

Para eliminarmos o termo com a primeira derivada
fazemos:

1"

f(z)
f'(2)
Pode-se verificar que a igualdade acima é satisfeita quando
f(2) = 2arctg(e?) [14], de modo que a equagao pode
ser reescrita como:
d2

-5 11+ 1)560/12(2) O(z) = fm2®(z).

+ ' (2)cot[f(2)] = 0. (51)

(52)
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A equacdo possui um formato conveniente para
a realizacdo da fatorizacdo e também é similar ao da
equacao de Schrodinger para um caso particular do po-
tencial de Rosen-Morse unidimensional [39], que ja foi
estudado através do formalismo da MQS [28,40], pos-
suindo solugdo exata. Observamos que nesta equacao as
autofuncgdes sio dadas por O(z) e o autovalor é —m?.
Assim, partiremos da equacao , usando um potencial
da forma V(z) = —Vpsech®(z), onde Vo = I(l + 1) Para
esse caso, a fatorizacido possui a forma:

&2 , 2,
_@ Vosech (Z) = —E—H/V (Z;a[))
d
— —W(z;a0) —md. (53)

dz

O superpotencial que satisfaz essa equacao de Ricatti
para esse problema é conhecido na literatura e é dado
por [28]:

W (z; a9) = agtanh(z). (54)

Esse superpotencial conduz a W2 (2;ag) = a3 tanh? (2)
a1 —sech?(z)] e LW (2;a0) = agsech?(z). Desse modo,
a fatorizagado se torna:

d? d?
_@ — %S@ChQ (Z) = _@
+a2[l — sech®(2)] — agsech®(z) — m2, (55)

ou seja, o potencial original é relacionado com o super-
potencial da seguinte forma:

— Vosech?(z) = a2 — (a2 + ag)sech®(z) —m?2.  (56)
Para que a igualdade da equacao seja valida, devemos
ter Vo = (a3 + ag) o que, pela definigdo: Vo = (I + 1)
permite identificar que a9 = [ ou a9 = —1 — 1. Além
disso, o autovalor deve ser dado por:

—m2 = —a?. (57)

A inversdo na ordem de aplicagdo dos operadores bosd-
nicos permite identificar a condi¢ao de shape invariance,
através da equacgao @ O residuo ¢é dado, entao, por:

R(ay) = a2 — a? + (a2 — a2 + ag + ay)sech®(z)  (58)

Uma vez que a condi¢ao de shape invariance impoe que

a equagao nao pode depender da variavel espacial z,
devemos admitir que a; = agp — 1. Outra solugao possivel
é a1 = —ag, mas esse caso nao permite a translagao do
parametro e leva a uma autofungdo nao normalizavel.
Dessa forma, essa segunda opc¢ao deve ser descartada.
Com a condigao obtida para a; e a relacdo a; = ag + 7,
notamos que 17 = —1 e a equagéo (58| torna-se:
R(al) =2a1 + 1. (59)

O préoximo passo da solugdo por meio desta meto-
dologia é generalizar o residuo por meio da equacao
(10]). Nesse sentido, usando essa igualdade e a relagéo
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ar = ag+kn, equacao , obtemos ax = ag—k, uma vez
que n = —1, o que permite a generalizacao dos residuos:

R(ag) = a;_, — a2 =2(ag — k) + 1. (60)

A substitui¢do das equagdes (57)) e na equacgao
permite determinar os autovalores da equacao em 6,
que sao:

J

—m3 =—mg+ Y [2(a0 — k) +1]. (61)
k=1

Substituindo a equagdo (57)) na equagao (61)) e reali-
zando a somatéria até o j-ésimo termo, obtemos:

—mi = —(ao - j)°. (62)

Deve ser observado que a somatoéria de constantes é
igual a prépria constante multiplicada pelo niimero de
termos da soma e que a somatoria de termos proporcio-
nais ao indice da soma se constitui de uma progressao
aritmética de razao 1. Usando a igualdade ay = [ na
equacao obtemos os autovalores de energia:

—mi=—(—j)" (63)

A outra possibilidade obtida anteriormente, ag = — [ —
1, também poderia ser usada. Entretanto, esta opcao
conduz a uma solucdo nao normalizdvel o que implica
que essa solucao deve ser excluida.

O autovalor encontrado, ao ser comparado com o que
¢é fornecido pela equagao , nos da uma relagao entre
os parametros (j, [ e m) como sendo m = [ — j ou ainda,
como indicado na ref. [14]:

j=l—m. (64)

Observa-se que o indice j pode ser suprimido da so-
lucdo através desta igualdade. Também ¢é importante
observar que todos as quantidades envolvidas (j,1,m)
sdo numeros inteiros sendo que j e [ sdo ndmeros na-
turais (inteiros maiores ou iguais a zero). Os valores
permitidos de m foram estabelecidos na se¢do anterior,
j vem do somatdério presente na equagao , portanto
tem que ser um nimero natural, e [ escrito como a dife-
renca de dois ntimeros inteiros, também deve ser inteiro.
Observa-se ainda, através da equacao (64), que m <[,
pois, caso contrario, obteriamos um valor de j < 0, que
nao é permitido, pois estd relacionado a um indice da
somatoria na equagao .

A autofuncao relacionada ao menor autovalor da equa-
¢ao , i.e.,,m? = a2 é obtida diretamente pela aplicagio
da equacao , a menos da constante de normalizacao:

Oo(z;a0) x sech®(z). (65)

E possivel retornar & varidvel original (8) através da
relagdo 0 = f(z) = 2arctg(e®), obtida anteriormente.
Esse célculo foi realizado com substituicao direta desta
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relagdo na autofuncao (64]). Para essa dedugao usamos
os recursos de calculo analitico do software Wolfram
Mathematica 11 e a relagdo ag = [, o resultado obtido é:

Oo(6;1) x sen'(h). (66)

De forma andloga ao que foi feito na se¢ao anterior,
o préximo passo para resolver o problema sob andlise
¢é a determinacao dos operadores-escada generalizados.
Isso é feito identificado o superpotencial, equagao , e
os parametros ligados a shape invariance, 1 e ag. Esses
operadores sao escritos através da equagao e , e
possuem a formas:

Bt () = [dz +ltgh(z)} exp [} . (67)

B~ (1) = exp BJ Li + ltgh(z)} : (68)

Aplicando o operador criacdo, equagio , na auto-
funcéo (65)), obtemos (a menos da constante de normali-
7agao):

O1(z;1) = (21 — 1) sech' ™! (2) sen(z). (69)
Retornando a varidvel 6, temos:
01(6;1) = (1 — 21) sen'~1(0) cos(8). (70)

Notamos que sao necessarios apenas dois nimeros in-
teiros, [e m, para caracterizar a autofuncdo, o nimero
natural j é fixado pelo vinculo expresso na equacao .
Uma vez respeitado esse vinculo, os resultados aqui obti-
dos sao similares aos resultados obtidos por outros méto-
dos [1-3], como observado ao comparar as autofungoes
para diferentes valores dos pardmetros [, m e j, dadas
pelas equagbes e , com as funcoes associadas de
Legendre.

Devido ao vinculo apresentado pela equagao , as
autofungoes que possuem os menores autovalores sao
aquelas em que m = [, enquanto as outras autofungoes
sdo obtidas pela aplicacao do operador de criacdo, equa-
¢ao , nessas fungoes. Podemos entao relacionar, de
maneira generalizada, as autofungdes ©;(6;1) com as
funcoes associadas de Legendre Pll_j (cosB). O primeiro
caso corresponde a [ = 0 e m = 0, cuja autofungao é
dada pela equagao com [ = 0. Sempre que [ for
igual a m a autofuncado é obtida usando a equacéo .
Na Tabela 1 isso corresponde al=m =1, =m = 2,
Il =m = 3. Usando os ntmeros [ = 1 e m = 0 obtemos
a autofuncao aplicando o operador de criagao, equacao
, a autofuncao correspondente a l =1 e m = 1. Esse
operador também ¢é aplicado nas autofungées correspon-
dentesal =2em = 2; ] =3 e m = 3 para obter as
autofuncoes correspondentes a l =2em =1;1=3 e
m = 2, respectivamente.

A Tabela 1 apresenta um quadro comparativo entre
alguns resultados obtidos pela metodologia aqui apresen-
tada e aqueles indicados na literatura. Como esperado,
observa-se que os resultados sao os mesmos.
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Tabela 1: Algumas das Fung¢des Associadas de Legendre, ref. [2], e os resultados obtidos pela abordagem desenvolvida aqui

15 sen? (6) cos(6)

i 1 m PP(cost)[2] ®;(6;1)

0 0 0 1 1

0 1 1 sen(d sen(6)

0 2 2 3sen?() sen?(9)

0 3 3 15sen(0)[1—cos?(0)] sen> () = sen (0)[1 — cos? (9)]
1 1 0 cos(9) cos(6)

1 2 1 3sen(f)cos(h) sen(8) cos (0)

1 3 2

sen? () cos(6)

E oportuno destacar a auséncia das constantes multi-
plicando as fungoes trigonométricas exibidas na coluna
©;(6;1) da Tabela 1 devido ao fato de que, na abordagem
adotada, a normalizacao é realizada em separado, ao final
do processo, como argumentado anteriormente.

6. A equacgao na coordenada radial

A equacao diferencial radial para o atomo de hidrogé-
nio é dada pela equagao . Lembrando que a letra [
corresponde ao nimero quantico do momento angular,
ja discutido na se¢ao anterior. Introduzindo uma nova
funcao f(r), tal que R(r) = f(r)/r, a derivada primeira
pode ser eliminada da equacao . Esta equagao pode
ser reescrita como:

d2
5 f + Ves(r)f = Ef. (71)

onde o potencial efetivo, Ve (r), inclui o termo coulom-
biano e o termo de barreira de potencial:

Ver (r):—%—i— l(l—l;l). (72)

r

Assim, o Hamiltoniano original relacionado com a coor-
denada radial é escrito como:
d? 1 I(l+1
H=———--—+ (+ )
dr? 7 r2

(73)

O superpotencial, neste caso, é obtido através da fato-
rizacdo do Hamiltoniano original o que leva a necessidade
de resolver a equacao de Ricatti, equacao @ Para esse
problema especifico, o superpotencial é conhecido [4] e
dado por:

1 [+1

Wirl) = —— —

21+ 1) r (74)

Com este superpotencial o Hamiltoniano é fatorizando,
equagao , fornecendo:

HT=ATA™ =

d? 1 l(l—‘rl) 1 0

- — - =H-FE;". (75
it T +4(l+1)2 o - (75)

A fim de verificar se esse potencial é shape invariant
obtemos o companheiro supersimétrico do Hamiltoniano
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HT, equacio , usando a definicdo de H~ indicada
na equagao , Desse modo, temos:

Hﬁ_—d72+W2( 'l)—i—iW( i) =
C dr? " ar YT
2 1 (1+1)(1+2) 1
S AT (7€)
Portanto, obtemos:
1 I(1+1) 1
Vtr)=—= 77
M=t b
e
1 l+1)(I+2 1
Vo) =Ly FDER2) ;. (1)
r T 414+ 1)

Comparando a estrutura dos potenciais dos compa-
nheiros supersimétricos, equagoes e , podemos
identificar o nimero quantico | como sendo o pardmetro
da shape invariance. Seguindo essa linha, vamos intro-
duzir a notagdo ag = lp.

Assim, a condicao de invariancia da forma, equagéo @,
para a equacao radial usando o potencial coulombiano
fornece:

R(y) = V- (rilo) — V* (rs1y) = Lot Do +2)

7'2
1 1 (1 1 1
UL 1L Lt ;. (1)
4(lo +1) r 41y +1)

Para que R(l1) seja independente da coordenada r, a
equacao fornece I3 =1y + 1 e o residuo R(l;) acima
é reescrito como:
1 1
R(h) ot 1?2 aL+1? (80)

Outra possibilidade seria fazer I = —ly — 2, mas essa
condicao leva a uma autofuncao nao normalizavel e deve
ser descartada. Desta forma, usando a relagao l; = lp+ 1
e equagao , com k = 1, obtemos o valor do parametro
de translagao n = 1.

A expressao do residuo, equagao , pode ser ge-
neralizada para k translagées. Usando a equagao
com 717 = 1 obtemos I, = lyp + k. O residuo, neste caso, é
escrito:

1 1 1
R(lx) = 1 l(lk—l+1)2 - (e + 1)
= 1 L _ L (81)
41 (o+k)?  (Uo+k+1)%]"
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Os autovalores de energia sdo encontrados usando a
equagao (16). Lembrando que a energia do estado fun-

damental Eol) é dado pelo termo constante na definicdo
do primeiro Hamiltoniano companheiro supersimétrico,

equagdo (75), o que conduz a:

1

B = ————.
0 41 +1)°

(82)

Na sequéncia, podemos encontrar os niveis de energia

substituindo na equacao as equagoes e :

- 1
EO =Y S Rl = ——
’ ,; Al +n+1)°

(83)
com n =1, 2, 3... Para chegar a esse resultado, basta
abrir a somatéria e observar que todos os termos se
cancelam, exceto o primeiro e o 1ultimo, o que conduz ao
resultado mostrado na equacao .

Em seguida obtemos os operadores-escada generali-
zados de acordo com as equacoes e . Para o
problema radial do potencial de Coulomb, esses operado-
res sao:

- [y en(3)

B(l) = exp <_§l) [dr T (I 47: 1)

As autofuncgoes dos niveis de mais baixa energia para
cada valor de [ sao obtidas aplicando-se o operador des-
truicao como indicado na relagao ou, da mesma
forma substituindo-se o superpotencial na relagao

, o que fornece:

} . (85)

(()l) (r) o ritle 2o (86)

As outras autofungoes, para n > 1, sdo calculadas pela
acao do operador de criacao aplicado na autofungao
dada pela equagao . Por exemplo, para n = 1 obtemos
as seguintes autofungoes:

0 1 L I
Uy (r)oc{{l+2+l+1}r 21 3}7’ e 2047,
(87)

A expressao exibida na equagéao (87)) é a mesma encon-
trada usando o método de Frobenius [1-3] paran =1e
podendo variar para qualquer ntimero inteiro maior ou
igual a 1.

De forma geral, os resultados obtidos aqui, autovalores
e autofuncoes para a parte radial da equacao de Schro-
dinger, s@o os mesmos obtidos por outros métodos [1-3].
Vale salientar que no problema coulombiano, o niimero
quantico principal normalmente utilizado para descrever
um estado quanticoé N =n+1+1
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7. Conclusao

Apresentamos um método alternativo para obter as au-
tofungbes e autovalores da equacao de Schrédinger para
o atomo de hidrogénio em coordenadas esféricas. A abor-
dagem adotada envolve a identificacdo de operadores
de criacao e destruicao usando o formalismo da supersi-
metria em mecéanica quantica e a propriedade de shape
invariance.

A solugao geral das autofungdes é obtida pela equagao
com as autofungoes obtidas para cada coordenada
individual. Os autovalores de energia sdo dados pela
equagao , obedecendo-se os vinculos estabelecidos
entre os numeros quanticos que surgem do formalismo.

No caso da equagao diferencial na coordenada ¢, a
condicao de shape invariance nao é obtida diretamente
e é caracterizada como uma shape invariance escondida
[18]. A solucdo geral para essa equacgdo, escrita como
uma funcao exponencial, coincide com as solucoes apre-
sentadas em outras abordagens [1,2]. As equagdes nas
outras coordenadas seguem o mesmo caminho obtendo as
solugdes iguais aquelas encontradas por outros métodos
[1-3].

Uma vez discutido o 4tomo de hidrogénio, abre-se a
possibilidade de usar o formalismo para estudar outros
problemas quanticos, o que indica que tratamentos alter-
nativos podem ser aplicados neste contexto.
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