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Neste artigo apresento uma proposta sobre a utilizagdo do algoritmo de Verlet no estudo de langamentos
bidimensionais nos cursos universitarios introdutérios de Fisica. A proposta visa, ao mesmo tempo que estudamos
os processos dindmicos sobre uma particula movendo-se sob a influéncia de uma forga conhecida, analisar os
conceitos matematicos de limite e derivada de uma fungdo. Tais conceitos matemdticos, apesar de fundamentais e
bésicos, apresentam uma dificuldade a mais para os estudantes dos cursos introdutérios, visto que para muitos
deles o curso de Fisica é o primeiro contato com estes conceitos.

Palavras-chave: Lancamentos, forca de resisténcia, algoritmo de Verlet.

In this paper I present a proposition for the application of the Verlet algorithm to the two-dimensional projectile
motion in College Introductory Physics Courses. This work intents to study dynamical process on a particle moving
under the influence of a known force e analize the mathematical concepts of limit and derivative of a function.
These mathematical concepts, besides fundamental and basic ones, present one more difficulty to students in
Introductory Physics Courses, since it is probably the first time students have contact with them.

Keywords: Projectile motion, resistive force, Verlet algorithm.

1. Introducao

Para muitos estudantes universitdrios da area de Cién-
cias e Tecnologias, os cursos introdutérios de Fisica sao
o primeiro contato que estes tém com conceitos mate-
maticos bésicos para as ciéncias: o limite e a derivada
de uma func¢ao. A minha experiéncia lecionando a dis-
ciplina para o publico formado por recém-ingressos na
Universidade tem me mostrado que uma das principais
angustias destes com relagdo ao curso sio estes conceitos,
que para grande maioria dos estudantes nao foram vistos
ainda nas disciplinas introdutérias de Célculo Diferencial
e Integral.

Pensando em trabalhar estes conceitos com os estudan-
tes de uma maneira mais aplicada, proponho a utilizacao
do algoritmo de Verlet para determinacao das trajeté-
rias de projéteis movimentando-se préximo a superficie
terrestre. O movimento de langamento de projéteis é
familiar para estes estudantes, que ja tiveram contato
com as equagdes que descrevem este movimento durante
o Ensino Médio e por isto nao deve se apresentar como
uma barreira para o desenvolvimento da atividade.

Na tentativa de aproximar o tema do cotidiano discente,
estudos de forgas de resisténcia sobre méveis em um meio
tem um interesse pratico em alguns setores da sociedade:
seja no desenho de automéveis, aeronaves e embarcagoes,
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onde pode-se ter como objetivo a economia no consumo
de energia ou o aumento da velocidade que estes podem
desenvolver em um trajeto; seja no esporte, onde atletas
tentam quebrar marcas utilizando trajes que reduzam
a influéncia desta forca sobre eles. Um dos casos mais
polémicos e comentados foi o dos “super maids” utilizados
pelos nadadores nas Olimpiadas de Pequim em 200@
Contextualizando historicamente o tema, as criticas ao
processo de antiperistasis proposto por Aristételes para
explicacao do movimento de corpos lancados originaram
no século XIV a Teoria do Impetus |12, proposta pelo
francés Jean Buridan e colaborada por outros pensadores.
Segundo a teoria, uma “for¢a” seria impressa ao corpo
por um lancador, o movimento seria mantido até que esta
“forca motora” fosse consumida por influéncias externas,
como a gravidade ou a resisténcia do meio. Dentro do
contexto de debate sobre esta forca impressa, desde a
Antiguidade com as ideias de Hiparco, uma questao sur-
giu sobre a forma como esta forga seria extinta. Alguns
filésofos como Filoponos de Alexandria, no século VI,
propoe que esta forca era auto-extinguivel quando o mo-
vimento dava-se no vazio devido a finitude do universo
nao permitir um movimento retilineo indefinidamente.
Uma questao subjacente a este problema é o papel da

LSobre os trajes, veja no artigo de 4 de julho de 2018 da revista Super
Interessante, intitulado “Como funcionam os novos maios usados
na natagdo?”, disponivel em https://super.abril.com.br/mundo-
estranho/como-funcionam-os-novos-maios-usados-na-natacao/ .
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resisténcia do meio, levando a consideragdes sobre a exis-
téncia ou nao do vacuo. Mais tarde, no século XVII, esta
teoria desempenhara um papel importante na construgao
de ideias que formariam a base da revolugdo cientifica
iniciada por Galileu.

Um dos aspectos deste trabalho ¢ a utilizagao de al-
goritmos numéricos em cursos introdutoérios de Fisica,
uma ferramenta raramente empregada por professores
em sala de aula. Acredito que alguns dos colegas devem
achar a ferramenta inapropriada ou mesmo de dificil uti-
lizacdo por recém-ingressos na Universidade, supondo
que muitos dos estudantes ndo conhecem uma linguagem
computacional para a sua implementacao. O algoritmo
de Verlet apresenta uma implementacao bastante sim-
ples, podendo o estudante utilizar qualquer software de
planilhas eletronicas, o qual provavelmente ele ji tem
alguma intimidade, que pode ser encontrado para os di-
ferentes sistemas operacionais aos quais ele tem acesso.
Desta forma, o estudante nao precisa conhecer nenhuma
das linguagens de programacao comumente utilizadas
pela comunidade cientifica para o desenvolvimento da
atividade.

Utilizando o teorema do valor médio (3], introduzo
uma expressao para a determinacao das derivadas de
primeira ordem de uma func@o qualquer a partir do valor
da funcao tomado em dois pontos diferentes na se¢ao
Esta expressao, que também é uma aproximacao, nos
permitird encontrar uma relagao de recorréncia para a
determinacao da trajetoria da particula submetida a uma
aceleragdo conhecida. Esta abordagem para obtencao da
relagdo de recorréncia do algoritmo tem a vantagem de
utilizar teoremas e conceitos que eles estao estudando
nas disciplinas introdutérias de Céalculo, permitindo a
discussao da validade da aproximacao da derivada de uma
fun¢do em um ponto a partir dos resultados encontrados,
comparado-os com as solugoes ja conhecidas.

Na segdo [3] apresentamos em detalhes o algoritmo de
Verlet, a partir de uma abordagem utilizando a expansao
das fungoes de interesse em séries de Taylor. A partir
da expansao, deduzimos as equagdes de recorréncia e
discutimos a precisao da aproximacao com relagdo ao
tamanho da discretizacdo temporal das equagoes. O erro
cometido nesta primeira aproximacao é conhecido como
erro local. Analisaremos também um outro tipo de erro
encontrado nos resultados devido as recursoes realiza-
das. Este tultimo sendo conhecido como erro acumulado.
Veremos que enquanto a ordem de grandeza dos erros
locais permanece estavel, a ordem de grandeza do erro
acumulado cresce com o nimero de recursoes realizadas.

O método serd implementado primeiramente na se-
¢do [4 para o estudo do movimento de projéteis sem a
resisténcia do ar. Com os resultados obtidos é possivel
realizarmos uma comparagao com as solugdes exatas
determinadas analiticamente na disciplina e discutir a
partir do pardmetro At, o intervalo de tempo entre dois
instantes, o erro cometido com a aproximacao, a vali-
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dade da aproximacao e consequentemente os conceitos
de limite e derivada.

Uma lacuna deixada nos livros didaticos dos cursos
introdutoérios de Fisica é uma discussao menos superficial
dos efeitos da resisténcia do meio, também conhecida
como forca de arrasto [4L|5], sobre os corpos se movendo
nele.

Alguns trabalhos sobre langamentos tem sido publica-
dos em revistas nacionais dedicadas ao Ensino de Fisica.
Encontramos trabalhos tedéricos, que levam em conta a
discussdo sobre a determinagao de faixas de seguranca
para utilizagao de explosivos a partir da envoltéria de
uma familia de curvas [6], ou tratam o problema do
langamento com resisténcia de forma qualitativa [7] ou
simplificando a resisténcia do meio a uma forga horizon-
tal e constante devido a agdo do vento [§]. As abordagens
utilizadas nestes trabalhos permitem desacoplar os movi-
mentos horizontal e vertical realizados pelo projétil e de-
terminar trajetérias analiticas, assumindo que a forga de
resisténcia é proporcional ao vetor velocidade. Trabalhos
experimentais voltados ao ensino tem levado em conside-
racdo a montagem de aparatos que sejam utilizados pelos
estudantes, onde a construgao de dispositivos eletronicos
de medida com interface para computadores [9,/10] ou
montagem de baixo custo [11] foram utilizadas no estudo
de lancamentos sem a resisténcia do ar.

Pela complexidade em determinar as solu¢des do ponto
de vista analitico, devido ao acoplamento entre as com-
ponentes da velocidade quando a forca de arrasto é in-
troduzida na modelagem, muito pouco é discutido em
sala ou fora dela sobre a influéncia e importancia destas
forcas nos movimentos que observamos no nosso cotidi-
ano. Proponho uma modificacdo no método de Verlet,
introduzindo uma aceleragao dependente da velocidade
para a modelagem do movimento de langamento com
a resisténcia do ar. As modificagées sdo minimas, pre-
cisando apenas introduzir o célculo da velocidade do
projétil. Uma das vantagens do método de Verlet para
determinacdo da dindmica de particulas submetidas a
uma forca conhecida é que a determinacao das veloci-
dades nao é necessario, mas para modelarmos com uma
forca dependente da velocidade sera obrigatéria a sua
determinag¢ao. Com os resultados encontrados podemos
analisar o efeito da resisténcia do ar na trajetoria e nas
quantidades cinematicas de interesse quando comparadas
com os resultados do movimento sem resisténcia. Acredi-
tamos que este trabalho pode ser também utilizado em
um segundo momento do curso, quando uma discussao
da dissipagao da energia mecanica por meio de forcas
dependentes da velocidade surgir. Como as posigoes e
velocidades serao determinadas pelo método, podemos
calcular a energia mecanica em diferentes momentos e
analisar o seu comportamento. Este problema nao sera
abordado neste trabalho. Os resultados sdo apresentados
na segao [f

Pela simplicidade do método e facil implementacao via
uma planilha eletrénica, acredito que o método pode ser
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empregado no estudo de outros problemas encontrados
também nos cursos introdutérios.

Apresento as consideragoes finais sobre o trabalho na
se¢do [0 além de algumas questdes que jugo importantes
de serem tratadas com os estudantes durante a realizagao
da atividade. Um apéndice com o coédigo desenvolvido a
partir do programa SCILAB é encontrado em um mate-
rial suplementar disponivel online.

2. Quantidades cinematicas e a equagao
de recorréncia

Apresento nesta se¢do, uma maneira de derivar as equa-
¢Oes de recorréncia do algoritmo de Verlet baseada na
utilizagdo dos conceitos de limite e derivada e de teo-
remas associados a estes conceitos. Com isto pretendo
tornar o desenvolvimento do método compreensivel ao
estudante nos cursos universitarios introdutérios de Fi-
sica. A forma apresentada nos permite discutir com os
estudantes, a partir dos resultados encontrados, a vali-
dade das aproximacoes realizadas, assim como revisitar
os conceitos matematicos a partir de uma abordagem nao
usual, possibilitando aos estudantes mais um momento
de reflexdo sobre este tema.

A velocidade de uma particula é definida como a deri-
vada temporal do vetor posicao

_dr®) d:z:(t)A_+ dy(t) »

dz(t) «
dt a T Tar T A

k

i(t)

onde o vetor posicao 7(t) = z(t)i + y(t)] + z(t)k estd
escrito em coordenadas cartesianas.

Da definicao da derivada de uma fungdo de uma varia-
vel temos que

df(to) lim

dt At—0

fto + At) — f(to)
: As ° (1)

Assumindo que a funcdo f(¢) é uma fungdo continua
dentro do intervalo [to, to+At] e diferencidvel no intervalo
aberto (to,to + At), temos da aplicacdo do teorema do
valor médio que

f/({) _ f(tO + AAtz - f(to)

onde t é um valor pertencente ao intervalo (to,to + At).

2.1. Demonstracao

Assumamos a funcio auxiliar

f(to + At) —f(to)t

F(t) = (1) - ~

Como f(t) é uma fun¢ao continua e diferencigvel dentro
do intervalo (o, t+Atg), temos que F'(t) também é. Assim
sendo, ambas sdo limitadas neste intervalo. Isto é, F(t)
possui um valor minimo [/ e um valor maximo L.
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Se [ for igual a L, temos que a funcdo F'(t) é constante
e sua derivada é nula, satisfazendo o teorema do valor
médio. Se | # L, temos que para um determinado valor ¢,
a funcgio satisfaz F(t) = L. Para valores de t < t temos
que

=AU A SO 2)

AV SV (3)

Tomando o limite lateral a esquerda da Equacao

hmE@;ﬂQ:F@ZQ (4)

t—it— t—t

e o limite lateral a direita da Equagao

im LO=FO _ pipy < (5)
z—tt t—1

Como F(t) é continua e diferencidvel, a tnica solugdo

possivel para as duas desigualdades acima é se, e somente

se, F'(t) = 0. Um resultado idéntico é encontrado assu-

mindo o valor minimo ! de F'(¢). Consequéncia imediata

deste resultado é que

flto + At) — f(to)
At

=0=

Fi(t)=f'(t) -

f(to + At) — f(to)
At

f(t) =
Demonstrando o teorema do valor médio.

2.2. Equacgao de recorréncia

Do teorema do valor médio podemos verificar que quanto
menor for o valor de At, maior serd a aproximagao dos
valores de tg 4+ At e t com tg. Assim, quanto menor for o
valor de At melhor serd a aproximagcao

Jto + A1) — S (1)
- At - ’ (6)

f'(to) ~

tornando-se uma igualdade no limite em que At — 0
(Definigdo da derivada, Equagdo (1))).

Discretizando o intervalo de tempo no qual estamos
interessados em descrever o movimento, tal que t; =
to+iAt, onde tg € o instante inicial, quase sempre tomado
nulo, e 1 = 1,2, ...,n, podemos aproximar a aceleragao a
qual o projétil encontra-se submetido pela Equagao (@,

ay(t;) = Uy(tz‘+1)At— Uy(ti)) (7)

onde por simplicidade escrevemos apenas a expressao
da componente y da aceleragdo, o mesmo deverd ser
feito para a componente a, (t). Como esperamos que as
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derivadas sejam continuas, os dois limites laterais que a
definem devem ser iguais, de forma que

ay(ti) = W ®)

também deve ser uma boa aproximagao para a aceleragao
no tempo t;. Observe que no caso do lancamento sem a
resisténcia do ar, as Equagcoes e sdo exatas ja que
a aceleracdo a, ¢ assumida constante.

Tomando a aproximagao dada pela Equacao @ para
a velocidade, e substituindo na Equacao , temos

y(tiv1) — 2y(ti) + y(ti—1)
= e (9)

ay(ti) =

Conhecendo a aceleragdo para cada instante de tempo
t;, podemos escrever a relacdo de recorréncia para as
posicoes calculadas em tempos sucessivos como

Y(tiv1) = 2y(t:) — y(ti—1) + ay(t:)(At)? (10)

Esta é a equacao principal do algoritmo de Verlet
para determinacao da trajetéria da particula submetida
a uma aceleragdo a,(t). Importante salientar que ape-
sar da Equacao ser exata para o lancamento sem
resisténcia, a Equacdo (9) ndo é, j4 que a velocidade
estimada pela Equacao possui um erro. Atencao deve
ser dada a este erro que se propagard na determinagao
dos diferentes y(t;+1), constituindo o que chamaremos
de erro acumulado na determinacao das coordenadas. Na
proxima se¢do discutiremos um pouco mais sobre este
problema.

3. O algoritmo de Verlet

O algoritmo de Verlet foi proposto em 1967 por Loup
Verlet |12] para solugdo do problema da dindmica de um
conjunto de algumas centenas de particulas que intera-
giam aos pares submetidas a um potencial de Lennard-
Jones. Uma vez que o potencial é conhecido, podemos
determinar a forca com a qual as particulas interagem
dada por menos o gradiente do potencial. Assim, par-
tindo da Segunda Lei de Newton para o movimento de
uma particula, temos que

F=Mi=d=F/M,

determinando a aceleragdo a que a particula estd subme-
tida.

O método pode ser enquadrado dentro do arcabougo
do que chamamos de método das diferengas finitas, que
consiste em escrever as derivadas de uma func¢do como
uma combinacao linear dos valores dela em um dominio
discretizado. Um exemplo é a determinacao da derivada
segunda no tempo da coordenada cartesiana y(t), asso-
ciada com a aceleragdo na dire¢do y, em uma malha de
pontos igualmente espagados por um intervalo de tempo
At, Equagao @D
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Tomando uma funcao f(¢) em um instante de tempo
t + At, podemos escrever

ft+At) = f(t) + f'(t)At + f;(!t)At 4+t
+f(m) ®) () (A)™ + Ry (t; At)

m!

onde f(™ (t) representa a m-ésima derivada de f e R, (; At)
é o resto de Lagrange para estimativa do erro ao truncar
a expansao de Taylor em um polinémio de ordem m, que
é escrito como

- Jom (@) 1
R (t; At) = L——Z(At)™F 11
i) = B ()
onde ¢ é um valor de ¢ pertencente ao intervalo (t,t + At).
Aplicando este resultado a componente y da posicao,
medida em instantes de tempo t; + At e t; — At, encon-
tramos as equacoes:

y(tin) = y(t) + gt Ar + 990 (apy2

2!
y?(jl) (At)® + R(ty; At)

+

(tir) = u(t) — 5(t)dt+ T gy
~ y?()f) (A)® + Ry(t_; —Al)

Somando ambas equagbes acima temos:

y(tivr) = 2y(t;) — y(tio1) + §(t:) (At)* + E.

A mesma Equacdo de recorréncia encontrada na
secao anterior, exceto pelo erro E que deve ser da ordem
de grandeza de R3(t, At). A estimativa representada por
FE é conhecida também como erro local, estando associada
ao erro cometido na determinagao de uma func¢do em um
ponto ¢t + At por valores da funcdo em tempos anteriores.
A ordem de grandeza do erro local sera considerada da
mesma ordem de grandeza que (At)m+1. Note que quanto
menor o At, menor deve ser o erro local cometido na
estimativa das coordenadas.

Um outro erro encontrado no processo de determina-
¢ao das coordenadas é devido a propagacgao dos erros
cometidos em determinacoes anteriores no calculo da
coordenada atual. Este erro é conhecido como erro acu-
mulado.

Voltemos a Equacao de recorréncia , com a qual cal-
cularemos y(t2) em funcdo de y(t1) = y1 + € e y(to) = yo.
Vamos assumir que y(ty) é uma quantidade sem nenhuma
incerteza em sua determinacao, ¥y, obtida da condicao
inicial, e que y(t1) é uma quantidade que apresenta um
erro local € de sua determinacéo a partir de yg. A acele-
racao também serd considerada conhecida exatamente,
isto é, sem incertezas. A estimativa para y(t2) pode ser
escrita como

y(ta) = 2y1 + 2€ — yo + ay (t1)(At)* = ya + 2¢,
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onde o erro acumulado em y(t3) é o dobro do erro em
y(t1). Prosseguindo na determinagao das coordenadas
para tempos posteriores, podemos concluir que o erro
acumulado na estimativa de y(t3) serd

y(ts) = 2ya +4e —y; — e+ ay(tg)(At)2 = y3 + 3¢,
e por inducao teriamos que

Y(tiz1) = 2ys + 2ie —y;—1 — (i — 1)e
+ ay(t:)(At)? = yiy1 + (i + D,

isto é, o erro acumulado aumenta linearmente com rela-
¢ao ao numero de recursoes realizadas. Para um niimero
de algumas centenas ou milhares de recursoes, o erro
acumulado na estimativa da ultima coordenada serd no
minimo (assumi acima que o erro introduzido deveu-se
a estimativa de y(¢1)) duas ou trés vezes a ordem de
grandeza do erro local, sendo este ultimo praticamente
irrelevante na composicdo do erro a partir de um de-
terminado nimero de recursées. Porém, um erro local
menor na estimativa das primeiras coordenadas forne-
cerd erros acumulados menores, ja que estes também sao
proporcionais ao erro local.

4. O lancamento bidimensional

Passemos agora a estudar os casos de langamentos bidi-
mensionais nas proximidades da superficie terrestre, de
maneira tal que possamos aproximar a forga gravitaci-
onal, a qual o projétil estd submetido, pela forca peso
P=M g, onde a aceleracdo da gravidade é considerada
constante: § = (—9,81m/s?)j.

4.1. Movimento sem resisténcia do ar

Como a tnica forca a atuar sobre o projétil é a forca
peso, temos que a aceleragdo percebida pelo projétil é
g. Podemos escrever a Equacao de recorréncia para
estimativa da coordenada y como

y(tiv1) = 2y(t:) — y(ti-1) — |gl(AL)?,

onde consideramos o erro E cometido desprezivel. Vere-
mos na sec¢ao |9 que isto depende muito do tamanho de
At

Para o caso da coordenada x, temos que a aceleragao
percebida é nula.

x(tiH) = 2(E(tl) — l’(tifl) = ZL’(tz) + Al’(ti,1 — tz)
(12)

onde Ax(t;—1 — t;) = x(t;) — x(t;—1) é o incremento a
coordenada z; para determinagao de x;41.

A relacao de recorréncia do método de Verlet nos for-
nece uma estimativa para as coordenadas em um tempo
t;+1 se conhecemos a aceleragdo em suas respectivas di-
recoes e as coordenadas para dois instantes de tempo
anteriores: t; e t;_1. Um problema surge entao para as

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2019-0039

€20190039-5

determinagoes de y(t1) e x(t1), visto que conhecemos ape-
nas y(to) e z(to). Este problema é contornado a partir
da condicgao inicial para as componentes da velocidade.

Utilizando a Equacao @ para aproximar a velocidade
inicial, temos que

y(t) — y(to)

vy (to) =~ A7

0 que implica em que afirmar que

y(t1) = y(to) + vy (to) Al. (13)

Uma vez encontrados y(to) e y(t1) podemos determinar
as outras coordenadas para tempos posteriores. Para o
caso da coordenada x, temos que

2(t1) = 2(to) + va(to) At. (14)

A igualdade acima apresenta a mesma relacido encon-
trada na Equacao , onde o incremento Az(t; —
tg) = vz (to)At. Analisando o incremento Ax(ty — 1)
a partir da igualdade acima aplicada na Equagao ,
encontramos

Al’(tl — tz) = l’(tg) — .’E(tl) = .’E(tl) — x(to) = ’Ux(to)At.

Por induc¢ao podemos analisar que os incrementos para
a varidvel x, caso o passo de tempo At se mantenha
constante, serdo constantes. Uma caracteristica do Movi-
mento Retilineo Uniforme descrito por esta coordenada.
O algoritmo de Verlet descreve a coordenada x para o
movimento de lancamento sem resisténcia de maneira
exata.

4.2. Movimento com resisténcia do ar

No caso do movimento com resisténcia do ar, a aceleragao
passa a depender do moédulo da velocidade que o projé-
til encontra-se. Com isto, modifica¢bes no algoritmo de
Verlet devem ser implementadas para permitir o calculo
do moddulo da velocidade do projétil.

Como definiu Nussenzveig [4], a for¢a de resisténcia a
qual um corpo é submetido pela acdo de um fluido em
que ele encontra-se imerso e em movimento relativo é
dada por

F, = —(Ald + Blo*)p (15)

onde ¥ é o versor com mesma dire¢ao e sentido do ve-
tor velocidade, os parametros A e B sdo constantes que
dependem de caracteristicas do projétil e do meio no
qual este encontra-se. Notemos que o moédulo da forca
ﬁr depende do médulo do vetor velocidade, isto é, de-

pende de /v2 + 1)5. Esta forga, acopla os movimentos

nas diregoes perpendiculares, de forma que o principio da
independéncia dos movimentos proposta por Galileu nao
é mais valida. Por questoes de simplicidade, irei assumir
que A = 0, assim como faz Halliday [5], de forma que
a forca de resisténcia dependa apenas do quadrado do
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modulo da velocidade. Isto ndao acarretard mudancas nas
principais caracteristicas do movimento estudado.

Escrevendo a Equacao de recorréncia para a coor-
denada y temos

y(tiz1) = 2y(t:) — y(tiz1) + ay(t:)(AL)?

y(tivr) = 2y(t:) — y(tior) — 1] + blo(ts)|vy (t:)] (AL)?,
(16)

onde b = B/M. E para a coordenada x
@(tiv1) = 20(t;) — x(tio1) — blu(ty)|vs (t:) (AL)* (17)

Agora para encontrar as coordenadas em um tempo
ti+1, além das coordenadas nos tempos t; e t;_1, temos
que conhecer a velocidade no tempo ¢;. Assim, conhecida
a velocidade em um tempo t;_1, a partir da Equacao (@
podemos aproximar a aceleracdo nas direcdes y e x por

vy (ti) — vy(ti-1)

ay(ti—l) = At

Uz(tz) - Uz(tifl)

az(ti—1) = AL

e as componentes da velocidade podem ser dadas por

vy(ti) = vy(ti-1) — [g] + blv(ti—1)|vy (ti1)] At (18)

Uaj(ti) = ’Uw(tifl) — b\v(ti,1)|v$(ti,1)At (19)
O algoritmo de Verlet modificado passa entéo a ser:

1. Das condigoes iniciais determine 7(¢1) e ¥(t1).

2. Para i > 1, calcule 7(¢;41) com auxilio das Equa-
coes e .

3. Calcule ¥(t;+1) como auxilio das Equagoes e
[19).

4. Se t;11 for o tempo necessario, pare. Se néo, volte
a instrucao 2.

5. Resultados

Utilizei o software SCILABE| para desenvolvimento do
c6digo. Uma versao semelhante ao cédigo usado pode
ser encontrada em [13]. A parte central do cédigo que
desenvolvi encontra-se no material suplementar dispo-
nivel online. Foram omitidos apenas os comandos para
apresentacao dos diferentes graficos encontrados nesta
secao.

Comeco a apresentar os resultados encontrados uti-
lizando o algoritmo de Verlet modificado, mas antes
precisamos discutir a validade da aproximacao feita na

25 um software que pode ser baixado gratuitamente da internet no
sitio https://www.scilab.org/. Existem versdes disponiveis tanto
para LINUX quanto para WINDOWS.
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Equacao de recorréncia . Para esta discussao realiza-
mos os calculos para diferentes passos de tempo At para
0 caso em que o projétil possui uma massa de 1,0kg e
b=10,0kg/m, caso do langamento sem resisténcia. O va-
lor exato das quantidades calculadas aqui sdo conhecidas
e é assunto dos diferentes livros didaticos de Mecanica
para o Ensino Médio. As condicGes iniciais do problema
sao dadas por

7o = (0,0m)2 + (0,0m)],
|| = 20,0m/s e
0o = 45,0°,

onde |Uy| é o médulo da velocidade inicial e 6y é o &ngulo
de lancamento do projétil.

A aproximacdo proposta pela Equagao (@ deve ser
melhor quanto menor for o valor do passo de tempo At.
A convergéncia dos resultados numéricos para os calculos
exatos com a diminui¢do do passo temporal At, como
visto na Figura|l] pode ser explicada a partir da validade
da Equacao @, que assegura a igualdade apenas no
limite em que o passo temporal tende a zero.

Em particular, no caso do lancamento sem atrito, te-
mos que a Equagoes @ e utilizadas na derivacao da
Equagao de recorréncia na segao |Z| sdo exatas, ja que a
aceleracdo gravitacional é assumida constante. Porém, o
uso da Equacao para estimativa de y(t1), introduz
um erro local da ordem de grandeza de (At)?, estimado
pela Equacao aproximadamente igual a 4,9 x 1074 s,
para um passo de tempo At = 0,01 s.

A Figura [l| nos apresenta diferentes calculos das tra-
jetérias para diferentes passos temporais. Uma anélise
das primeiras estimativas das coordenadas nos mostra
que os erros para os valores calculados sao pequenos,
mas crescem com o aumento do ntimero de passos. Este
aumento do erro para as coordenadas das trajetérias é
uma evidéncia do aumento do erro acumulado com o na-
mero de recursoes. Uma estimativa do erro acumulado é
dada na Figura [2| que trataremos a seguir. Voltando aos
calculos das trajetérias, podemos observar que quanto
maior At, maior o erro acumulado ao final das recursdes.
Uma melhor estimativa das coordenadas iniciais a partir

Trajetérias
16,0
At=0,5s
At=0,1s
At =0,05s
12,0 Exato
g
=
5 80
8
Q
o
4,0

150 20,0 250 30,0 350 40,0 45,0 50,0
Coord. = (m)

0,0 50 10,0

Figura 1: Comparacdo entre os célculos das trajetérias para
diferentes At e o valor exato.
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Almeida
Diferenca calculado-exato
15 Dif. Coord. y — At =0,01s
Dif. Coord. z — At =0,01s
— — - Dif. Coord. y — At =0,001s
< 10] Dif. Coord. z — At = 0,001s
g 10
3
St
<
g 5
5]
—
N
a o S ———
-5

0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0
tempo (s)

Figura 2: Diferenca entre os valores calculados das coordenadas
do projétil e o valor exato para dois diferentes valores de At.

de um menor erro local, promove um célculo mais pre-
ciso. Esta melhor estimativa é encontrada diminuindo-se
o passo temporal, que é uma consequéncia da validade
da aproximagao da derivada, que deve ser calculada em
um processo de limite, pela razao entre duas diferencas
finitas.

O professor pode utilizar estes resultados em uma
discussao com estudantes sobre os resultados por eles
obtidos, aprofundando a discussao sobre a definicao dos
conceitos matematicos de limite e derivada.

Utilizando os passos de tempo At = 0,01s e At =
0,001 s, comparamos os resultados obtidos com os valores
exatos para as coordenadas do vetor posicao. A Figura
apresenta o erro cometido neste célculo.

Como era esperado, o movimento uniforme descrito
pela coordenada x é exatamente descrito pela equagao de
recorréncia. O erro local cometido na estimativa de x(t;)
pela Equacao é nulo e independente de At, visto
que ele deve ser proporcional a aceleragao nesta diregao.

Porém, o erro cometido na determinagdo da coorde-
nada y aumenta de forma linear com o passo, como
mostrado na segao Apesar deste acimulo no erro,
este nao ultrapassa os 15 cm na descricao do langamento
em questao. Apresentando uma aproximagao muito boa
se compararmos com o valor tedrico da altura méxima
atingida no langamento,

_ Yy _ |vofsin’(80)

hmax = . pr =10,19m,
2|g] 2|4]

com os determinados numericamente, 10,26 m e 10,20 m

respectivamente para passos temporais de 0,01 s e 0,001 s.

O erro relativo no primeiro caso é menor que 1%, e no
segundo caso é menor que 0,1%.

Os valores encontrados para o tempo de retorno ao
solo e o alcance do projétil foram respectivamente 2,89 s
e 40,87 m, para um At = 0,01 s e 2,884 s e 40,786 m,
para um At = 0,001 s, que encontram-se em excelente
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acordo com os valores tedricos:

tr = 2voy/|g] = 2vosin(6y)/|g] = 2,883 s

. 2'003/1)03: o |170\25in(290)
m = =

|9 |41

= 40,775 m,

apresentando erros relativos menores que 0,5% e 0,05%
para o tempo de retorno e alcance respectivamente para
At =0,01se At = 0,001 s.

Uma vez apresentado o algoritmo e que os seus resul-
tados encontram-se com excelente acordo com a teoria,
passamos a tratar o caso do movimento do projétil com
resisténcia. Os erros cometidos nestes calculos podem ser
considerados da mesma ordem de grandeza que os cometi-
dos nos calculos sem resisténcia. Uma possivel nova fonte
de erro poderia ser a determinacao da aceleracao a partir
da estimativa das velocidades, mas vocé pode notar que o
erro cometido na determinacao da aceleragao é de ordens
de grandeza menor que o das coordenadas. Isto decorre
do fato do novo termo da aceleragao associado a forca
de resisténcia ser pequeno comparado a aceleragao da
gravidade (b é da ordem de grandeza de At) e ser ainda
multiplicado por (At)?, como apresentado nas Equagdes
e (T

A Figura [3| apresenta diferentes trajetérias para um
projétil lancado com as mesmas condig¢des iniciais, para
diferentes valores do parametro b.

Devido a resisténcia encontrada pelo projétil, a trajet6-
ria ja ndao é mais parabdlica como no caso sem resisténcia.
A trajetéria apresenta um movimento descendente que
ndo é mais espelhado pelo movimento ascendente (si-
metria da pardbola). Quanto maior for o pardmetro b e
consequentemente a intensidade da forga de resisténcia
sofrida pelo projétil, menor é a altura maxima atingida
e menor ¢ o alcance do projétil. Esta “distor¢ao” entre
os movimentos pode ser vista a partir dos efeitos nas
componentes da velocidade do projétil. E o que apresento
nas Figuras [ e [7}

Na Figura@observamos que a componente v, da veloci-
dade do projétil apresenta um comportamento diferente

Comparagao entre trajetérias

12,0
b=0,0m™!
b=0,5x10"2m™
—_— b=1,0x10%m™"
/g b=5,0x10"2m™
< 80
>
k<!
8
S 4,0
@]

0,0 50 10,0 150 20,0 250 30,0 350 40,0 450 50,0

Coord. x (m)
Figura 3: Comparacdo entre os célculos das trajetérias para

diferentes valores de b. Foi utilizado At = 0,001s, || =
20,0m/s e 6y = 45,0°
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Comparagao entre as componentes vy

15,0
’ Com resisténcia
Sem resisténcia
10,0
@ 50
2
S
=
S 00
0,4 0,8 T 2,0
tempo (s
50 po (
—10,0

Figura 4: Comparac3o entre as componentes y da velocidade
para um lancamento com b= 0,05m ' e um sem resisténcia

do ar.
Comparagéo entre as componentes a,
-4,0
Com resisténcia
Sem resisténcia
-8,0
N, —12,0
~
g
&
> —16,0
S
—20,0
—24,0

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
tempo (s)

Figura 5: Componentes a, da aceleracdo para um lancamento
com b =0,05m"" e um sem resisténcia do ar.

do linear, apresentado no caso sem resisténcia. Anali-
sando o grafico vemos que a altura maxima é atingida
em um intervalo de tempo menor que no caso sem re-
sisténcia, isto é, o tempo para quando a componente v,
da velocidade é nula. Os graficos devem se cruzar nova-
mente em algum instante de tempo durante o movimento
descendente, porém o intervalo de tempo a partir do ins-
tante em que alcanga a altura maxima para atingir esta
velocidade é maior para o movimento com resisténcia.

Uma analise interessante pode ser realizada a partir
da componente a, da aceleracdo, apresentada na Figura

A variagao da componente v, ¢ maior na subida quando
comparada com a variacdo da velocidade produzida pela
acelerac@o da gravidade. Porém, quando a, = —|g| =
vy, = 0 e o projétil comeca a descida, o médulo desta
aceleracao vai ficando cada vez menor, até atingir o
valor nulo de forma assintética. Este limite assint6tico
determina a velocidade conhecida como velocidade limite.
Isto ocorrera quando a forga peso e a forga de resisténcia
produzirem uma forga resultante nula sobre este projétil,
atingindo assim uma situacao de equilibrio estével.

Na Figura |§|, 0 comportamento da componente a, com
o tempo é apresentado.

Uma diminuigao persistente no valor do médulo da
componente x da aceleragao também é percebido. Porém,
no caso da componente v, o seu valor limite é nulo. A
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Componente a, da aceleragdo

0,0

~5,0

ag (m/s?)

-10,0

-15,0
0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
tempo (s)

Figura 6: Componente a, da aceleracdo para um lancamento

com b=0,05m"".

Comparagao entre as componentes v,

16,0 NP
Com resisténcia
Sem resisténcia
12,0
Q)
~
g
=
g
8,0
4,0
0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0

tempo (s)

Figura 7: Comparacdo entre as componentes = da velocidade
para um lancamento com b = 0,05m ™! e um sem resisténcia
do ar.

Figura |Z| apresenta o comportamento desta componente
da velocidade com o tempo.

Diferentemente do caso sem resisténcia, no qual a com-
ponente v, da velocidade permanece constante, podemos
notar que o modulo desta componente da velocidade
apresenta uma diminuicao constante.

Realizei o célculo de um langamento horizontal, com
|To| = 20,0m/s, 7y = (100,0m)j e b = 0,05m~", de
forma a explicitar os comportamentos assintéticos das
componentes da velocidade e da aceleracao aos quais me
referi anteriormente. Nas Figuras [§] e [J] sdo apresentados
os graficos das componentes da velocidade e aceleragao
para x e y respectivamente.

Do ponto de vista computacional, a velocidade limite
pode ser calculada para tempos longos o suficiente para
assumirmos que o valor da componentes da velocidade
nao mais se alteram. Tomando os dois ultimos valores
que calculamos antes do finalizar o c6digo para um
tempo de simulacdo de 8,365 s, temos a componente
vy = —14,006m/s e v, = 0,066 m/s, variando muito
pouco em casas decimais de ordem de grandeza menor
do que as que utilizamos para representar estes valores.
Assumo entdo uma velocidade limite igual a 14,006 m/s
para este projétil movendo-se no meio com b = 0,05 m 1.

Um céalculo igualando o médulo da forga peso e o
moédulo da componente y da forga de resisténcia nos leva
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Comparagio entre as componentes v,

Com resisténcia
Sem resisténcia

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0
tempo (s)

Componente a, da aceleracdo

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0
tempo (s)

Figura 8: Componentes x da velocidade e aceleracdo para um
célculo com passo temporal At = 0,001 s. Podemos obser-
var a tendéncia da aceleracdo de ser nula e o comportamento
assintético da componente da velocidade.

Comparagao entre as componentes vy

0,0 e
Com resisténcia
_ Sem resisténcia
10,0

—20,0
= —30,0

(m/s

—40,0
S -50,0
~60,0
~70,0
-80,0

,0 2,0 4,0 6,0 8,0
tempo (s)

Comparagao entre as componentes a,

m resisténci

Com resisténcia

9.0 Sem resisténcia
)

—-10,0
0,0 2,0 4,0 6,0 8,0

tempo (s)

Figura 9: Componentes y da velocidade e aceleracdo para um
célculo com passo temporal At = 0,001 s. Podemos obser-
var a tendéncia da aceleracdo de ser nula e o comportamento
assintético da componente da velocidade.
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M|g| = Blol|vy| = |g] = b|t][vy].

Aproximando o valor da componente v, a zero a expres-
s&o acima pode ser escrita como

lvy| = |—Z| ~ 14,007 m/s,

onde o erro relativo na determinacao da velocidade limite
é menor que 0,01%.

6. Consideracoes finais

A importancia das forcas de resisténcia na vida diaria
deste estudantes por si, j4 € um argumento suficiente
para a necessidade da sua introducao e discussao em
sala. Aproximarmos as teorias propostas e ensinadas nos
cursos do cotidiano destes estudantes é uma demanda
cada vez mais urgente no contexto das Universidades,
onde a evasao e o desinteresse de parcela das turmas é
evidente aos olhos dos docentes.

Este trabalho visa apresentar aos estudantes e docentes
uma forma pouco tradicional de abordar os assuntos nas
disciplinas introdutoérias do curso de Fisica. Mostro como
o algoritmo de Verlet pode ser modificado para o caso
de forcas dependentes da velocidade e implementado de
forma simples, podendo utilizar por exemplo os softwa-
res de planilhas eletronicas encontradas nos diferentes
sistemas operacionais.

Uma discussao sobre os aspectos cinematicos do lanca-
mento de projéteis submetidos a forcas de resisténcia foi
realizada, onde aspectos interessantes e que sdo pouco
explorados em sala de aula deste movimento, como o
surgimento de uma velocidade limite e a variacao da
aceleracao com a velocidade, foram apresentados.

Dentro do contexto deste trabalho, um estudo sobre a
variacdo da energia mecénica também pode ser levada
em conta. Para isto seria necessario a implementacao de
um algoritmo de integragao para o cédlculo da energia
dissipada. Esta quantidade pode ser determinada a partir
da integracao em um intervalo de tempo da poténcia
instantanea dissipada.

Do ponto de vista didatico, uma atengdo deve ser
tomada na derivacdo da Equagdo de recorréncia .
Acredito que esta possa ser a fonte de maiores dividas na
execucao da atividade pelos estudantes. A compreensao
de que uma aproximagcao esta sendo realizada e a validade
desta pode nédo ser assimilada muito bem pelos mesmos.

7. Material suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice - Cédigo Scilab do algoritmo de Verlet
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