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O oscilador harménico amortecido por atrito de contato superficial é revisitado com uma descrigao fisica
e matematica mais robustas e abrangentes. Vérias propriedades do sistema sdo apresentadas e discutidas,
como a solugdo para o caso geral de condigGes iniciais, envoltérias do movimento, niimero exato de oscilagoes,
dissipagdo instantanea e média de energia, fator de mérito, diagrama de fase dentre outras. Este texto serve como
fundamentacéo tedrica para simulagdes computacionais e experimentos didaticos que explorem sistemas oscilantes

amortecidos por forgas de atrito superficial.

Palavras-chave: oscilador harmonico, osciladores amortecidos, atrito cinético.

The harmonic oscillator damped by frictional forces is revisited with a more robust and comprehensive physical
and mathematical descriptions. Several system properties are presented and discussed, such as the solution to the
general case of initial conditions, displacement envelopes, exact number of oscillations, instantaneous dissipation
and average energy, quality factor, phase diagram and others. This text serves as a theoretical foundation for
computer simulations and didactic experiments that explore oscillating systems damped by frictional forces.
Keywords: harmonic oscillator, damped oscillators, kinetic friction.

1. Introducao

O oscilador harmonico simples € talvez o mais célebre
modelo na Fisica. Sua base matemadtica parte de um
dos principios mais fundamentais: o principio de minima
energia. A importancia do oscilador harménico simples
nao é apenas para a fenomenologia Fisica, mas também
para o proprio ensino de Fisica e Matemaética, ja que fre-
quentemente serve de problema-padrao para aplicagdo de
formulagoes fisicas e técnicas matematicas que vao sendo
aprendidas nos cursos superiores como as mecanicas la-
grangiana e hamiltoniana, solucao da equagao diferencial
via coeficientes indeterminados, transformadas de Fourier
e Laplace e assim por diante.

Como é apenas um modelo idealizado bastante sim-
ples, ndo raro faz-se adi¢bes de ingredientes fisicos que
tentam descrever mais adequadamente os fenémenos na-
turais, como forgas produzidas por agentes externos e
dissipativos de energia. O segundo é muito comum de
se encontrar em livros didaticos de Mecanica Classica
em uma Unica forma: amortecimento produzido por uma
forca de arrasto dindmica oposta a velocidade da parti-
cula —y& (v > 0) [1L[2]. H4 algumas décadas, Hickmann
e Libardi 3] e Marchewka, Abbott e Beichner [|4] fizeram
estudos acerca de um oscilador harmonico simples amor-
tecido por forca de atrito de contato, tipica de problemas
simples de cinematica. Hickmann e Libardi [3] denomina-
ram esse sistema como oscilador linearmente amortecido,
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nomenclatura que sera adotada aqui. Contudo, ambos
os estudos anteriores tiveram uma descricao bastante
limitada do sistema, pois detiveram-se apenas em con-
dic¢oes iniciais com velocidade nula, ndo apresentaram
propriedades importantes do sistema como equacoes das
envoltérias do movimento, quantidade de oscilacoes, clas-
sificacdo dos tipos de amortecimento, balango energético
do sistema etc. Neste trabalho sdo apresentadas essas e
varias outras propriedades para condic¢Oes iniciais genera-
lizadas, de modo que o oscilador linearmente amortecido
fica completamente caracterizado, servindo de referencial
tedrico para simulagdes ou experimentos que possam ser
elaborados visando esse sistema. Para simplificar a des-
cricdo matematica, o oscilador encontra-se na horizontal.

As duas préximas sec¢bes servirdo para modelar mate-
maticamente a forga de atrito, formulando uma expressao
geral a partir da descricdo fenomenoldgica, bem como a
equagao de movimento do oscilador linearmente amor-
tecido. A quarta segdo estd dedicada a apresentar as
solucoes da equacao de movimento do oscilador line-
armente amortecido bem como as propriedades desse
sistema, listadas anteriormente. Finalizando essa secao,
é apresentado um comparativo entre o oscilador linear-
mente amortecido e o oscilador harmdnico amortecido.
No fim, tem-se as conclusoes gerais do trabalho.
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2. Forca de atrito

Sabe-se que a forga de atrito depende fundamentalmente
do estado de movimento do corpo, da rugosidade da
superficie (avaliada pelos coeficientes de atrito estético
e cinético pe € i, respectivamente) e da for¢a normal
de apoio que essa superficie exerce sobre o corpo [5}6].
Quando o corpo esta em repouso, a forca de atrito iguala-
se a forca externa resultante. Aumentando-se a forca
aplicada, eventualmente o corpo entra em movimento. Na
iminéncia de sair do repouso, a forca de atrito assume seu
valor méximo dado pela conhecida expressao f = +u.mg,
onde a orientagao (dada pelo sinal) estd sempre oposta
a da forca externa. J4 em movimento, a forca de atrito
assume um valor sempre constante f = +u.mg, onde
o sinal da-se de forma a opor-se a velocidade do corpo.
Esse valor da forca de atrito é independente do valor
da forga aplicada ou da velocidade do corpo. Em geral,
Le = e [D,6], 0 que significa fisicamente que é mais
dificil retirar um corpo do repouso do que manté-lo em
movimento. A Figura 1] ilustra essa discusséo.

Em simbolos, a forca de atrito possui uma série de
expressoes matemadticas, dependendo da situagao fisica
em questdo (repouso ou movimento). No caso do oscila-
dor harmonico, a forga aplicada é aquela produzida pela
mola F(z) = —mw?z, onde w é a frequéncia (angular)
de oscilacao natural do sistema massa-mola. Quando
a massa estd em movimento, a forca de atrito é cons-
tante e dada pela expressdo acima citada f = +u.mg [3].
Quando a massa estd em repouso (pontos de retorno da
trajetéria, incluindo eventualmente a condicao inicial),
a forga de atrito dependera do valor da forga restaura-
dora da mola. Para |F(z)| > ue.mg a forga de atrito nao
consegue equilibrar a forga restauradora e o movimento
acontece. Entretanto, quando |F(z)| < pemg a forca de
atrito equilibra exatamente a forca harménica e o movi-
mento cessa. Assim, apds atingir um ponto de retorno, a
massa volta a mover-se ou permanece em repouso depen-
dendo se o valor de |z| > \. = j.g/w?. Dessa forma, a
regido [—Ae, Ae] pode ser chamada zona de parada, pois

Figura 1: Evolucio da forca de atrito com diferentes forgas
aplicadas. Na situag3o (a) a forca externa n3o é suficiente para
retirar o corpo do repouso porque a forca de atrito possui a
mesma intensidade e dire¢cdo oposta, e isso permanece até que
o médulo da forca de atrito assuma o valor p.mg. Na situagdo
(b) a forga aplicada é maior que a forca de atrito, que nesse
caso assume o valor pc.mg. Na situag¢do (c) tem-se uma forga
aplicada maior que a mostrada na situagdo (b), mas a forca de
atrito permanece a mesma.
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se a particula tiver velocidade nula dentro dessa regiao,
o movimento acaba. Colecionando todas essas possibi-
lidades, a forga de atrito f em um sistema massa-mola
pode ser escrita como:

temg, <0
—temg, x>0
f= pemg, =0, x> A (1)
—pemg, =0, =< -\
mw?r, =0, |z]<A

As condigbes para & = 0 sdo usadas apenas para os
pontos de retorno ou para a parada final, ou seja, em ins-
tantes especificos de tempo. As duas primeiras condi¢oes
sdo as unicas que podem ser usadas na equacao de movi-
mento, ja que sao definidas em um intervalo de tempo, e
nao em um instante.

3. Equacgoes de movimento

Para simplificar a descrigao do fendmeno, vou assumir
uma notacao semelhante a usada por Hickmann e Li-
bardi [3] e associar cada etapa do movimento do oscilador
com um numero inteiro n. Por construcao, n = 0 indexa
das condicdes iniciais até a primeira parada, n = 1 até
a segunda parada, n = 2 até a terceira parada e assim
por diante. A Figura[2] mostra um esquema de como essa
notacgao funciona para esse tipo de oscilador.

Usando essa notacao indexada, a forga de atrito mos-
trada na Equacao pode ser reescrita como uma sé
expressao usando a funcao sinal e o delta de Kronecker
da seguinte maneira:

™ = Symw?A, cos n (2)

onde
So = 8(20)d0,0, — $(v0) (1 — d0,0) (3)

Posicéao

Figura 2: Esbo¢o do movimento de um oscilador linearmente
amortecido (linha cheia). O indice n indexa cada trecho do
movimento que inicia em t = 7, e finaliza em ¢t = 7,11, onde 7,
é o ponto de retorno. Apds um determinado nimero de oscilacGes
a massa para.
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em que
1, 6>0 1 i
b Z:
s@) =< 0, 6=0 e 51-,3.:{0 ,#9_
1, 6<0 T

sao a fungdo sinal e delta de Kronecker, respectivamente.
Note que Sy = %1 é definido apenas com as condigoes
iniciais. Assim, com essa expressao para a forca de atrito,
a equacao de movimento fica também indexada por n:

# 4 w2z = Syw?\, cosnw Tn <t <Tpt1 (4)

onde A\, = ucg/w2 em analogia a A, definido anterior-
mente e os tempos 7, € T,+1 indicam o dominio temporal
da equacdo, ou seja, os tempos onde acontecem os pontos
de retorno ou a parada completa.

4. Resultados

4.1. Solugoes para o oscilador

A solugdo geral da Equacao ¢é dada pela soma das
solucdes geral e particular:

2™ (t) = a™ coswt 4 b™ senwt + Sy, cos n

Tn <t < Tpt1. (5)

Note que as constantes a e b foram também indexadas,
ou seja, cada semi-oscilagdo possui uma solugdo. Para
conhecer completamente essas expressoes de z(t), deve-
mos determinar todos os a(™, b e 7,,. Vamos comecar
determinando os tempos 7.

Sabendo que o n-ésimo trecho do movimento é definido
entre 7, e T,4+1, todas as velocidades avaliadas em 7,
com n > 0 sdo nulas (ndo necessariamente a velocidade é
nula em 79 = 0 por causa das condigdes iniciais), ou seja

™ (7,) = 2™ (1,41) = 0

e a substituicdo da derivada de na expressao acima
resulta em
p(n)

ek (6)

tanwt, = tanwrp41 =
Devido a periodicidade da func¢do tangente em 7 e junta-

mente com a imposicdo fisica de 7,41 > T, para qualquer
n, a equagao anterior fornece

Y
Tn+1 = Tn + a

Usando o principio da indug¢ao, podemos determinar
todos os 7, em funcao de 7:

To =11+ 7w
T3 =To +7/w="m1 + 27w

Ty =T3+7/w=m +37/w
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e entao

T =71+ (n—1) (7)

0

w

sendo 7y determinado usando a expressao @
1 b

= arctan @ >0 0. (8)

Para determinar os a(™ e b(™ | vamos partir do principio
que posicao e velocidade sdo quantidades sempre continuas
em qualquer instante de tempo, em particular no tempo

! 2 (1,) = 2=V (7,)
{fc(m(m = 0 (r,) Y

onde ambas as condi¢bes em @ valem para n > 0. Ao
substituir a solugao geral e sua derivada primeira em
@7 encontramos o seguinte sistema de equagoes:

a™ cos WTn + b(") sen WTp = a(™ 1 cos WTh
401 genwr,, — 259\ cos N
a™ senwr, — b coswr, = a™ Y senwr,

—p(=1) coswr,

que, com a ajuda de @, resultam em

{a(n) =g 4 250\ coswTy (10)

b() = p(n=1) L 26\ senwmn

Podemos trabalhar nas expressdes recursivas de a(™ e
b(™ da Equacio da mesma maneira que fizemos para
Tn, colocando dessa vez a(®) e b9 como referéncia, onde
estes devem ser determinados pelas condig¢des iniciais.
Assim

at) = a® + 95\, coswm,

b = pO) 4 25\, sen wry
a(Z) — a(l) —+ 2,90)\C COSWT1 = CL(O) + 450)\0 COS WTq
b3 =M 285\, senwr = b + 4S5y )\, sen wr

a® = a® 4+ 255\, coswr; = a'® + 6SpA. coswmy
b3 =@ 4 95\ senwr; = b + 655\ senwmy

e o processo indutivo nos leva as seguintes expressoes
para a(™ e b("):

(n) — 40) 4 9
{a a'’’ + 2nSp . coswty (11)

b = pO) 4 2n.5) N\, senwmy

e para encontrar a dependéncia explicita de a(™ e b(™)
com os parametros iniciais de posicao e velocidade, preci-
samos conhecer a(®) e b(®) a partir das condicdes iniciais
2(0) = zp e ©(0) = vy. Como por construcio as condigdes
iniciais pertencem ao segmento n = 0:

2(0) = 2(9(0) =z
#(0) = 2 (0) = v
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o que leva ao resultado

a(o) = Xy — S())\C
p — Y0 (12)

w

e a substituicao direta de a(® e b(®) nas Equacoes (11))
leva a conhecer os parametros a(™ e b(™ na forma

{a(") =xg — SpAe + 2nSpA. coswTy (13)

p(n) = % + 2nSg A, sen wy.
w

Assim, a solucéo final do oscilador linearmente amor-
tecido e os instantes onde acontecem as paradas ficam
conhecidos completamente em func¢ao dos parametros
definidos pelas condicGes iniciais gragas as Equacoes
e ([7)) e também em fungéo do tempo 71 dado em . A
Figura [3| mostra, esquematicamente, como é a funcgao
horaria da posi¢ao do oscilador linearmente amortecido.

As derivadas primeira (velocidade) e segunda (ace-
leracdo) da posi¢ao do oscilador sdo mostradas na Fi-
gura [4

Uma observacao importante: a aceleracao do oscilador
harmoénico linearmente amortecido ndo é continua, como
mostra a Figura[d] Isso é consequéncia da descontinuidade
da forca de atrito nos instantes de retorno ¢ = 7,, do
movimento. O valor da descontinuidade na aceleracao
nesses pontos pode ser calculada facilmente, e vale

’j(n) (rn) = "V ()| = 2pe9
que é constante e independente de m ou da condigao

inicial.

4.2. Numero de trechos

E possivel determinar exatamente em que trecho e posicao
o oscilador harménico linearmente amortecido ird parar.

Posig¢ao

Tempo

Figura 3: Esquema da fung¢3o horéria da posigdo para o oscilador
linearmente amortecido (linha cheia). As retas tracejadas sio
as envoltérias do movimento e as linhas horizontais (ponto e
trago) s3o os limites da zona de parada na qual a forca de atrito
n3o equilibra a forca harmdnica da mola, isto é, dentro desses
limites o movimento ndo acontece.
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Velocidade

Tempo

Vv

Aceleracdo

Tempo

Figura 4: Esquema da velocidade (esquerda) e aceleragio
(direita) para o oscilador linearmente amortecido em corres-
pondéncia a Figura El

A condicao fisica para isso é dada na quinta expressao
da forca de atrito que estabelece o encerramento do
movimento. A condi¢do matemédtica de parada em n = N
do oscilador linearmente amortecido é escrita como

‘x(N)(TN)‘ < e

Fazendo a substitui¢ao das equacoes e com n =

N na expressao acima, resulta em

a® coswry + b senwr + (2N — 1)SoAe| < Ae.

Podemos multiplicar os dois lados da desigualdade por
[So/Ac]l = 1/A: que o sentido da desigualdade nédo se
inverte. Assim, é possivel chegar ao seguinte par de ine-
quacoes:

Ae — Ae — Sp (a(o) coswty + b sen wﬁ)

N >
2\,

< Ae +Ae — Sp (a(o) coswty + b sen wﬁ)
= 2A¢ '

Dessas duas expressoes, apenas a primeira guarda rea-
lidade fisica com o fenémeno estudado. O menor valor
inteiro de N que satisfaz a condi¢do de parada é, portanto,
dado por

N = ceiling

()\c —Xe — Sp (a(o) coswty + b sen wﬁ)
2

(14)
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em que a fungdo ceiling(arg) retorna o minimo inteiro
maior ou igual ao argumento (fungio teto).

4.3. Envoltérias do movimento

Podemos encontrar as expressoes para as envoltérias do
movimento do oscilador linearmente amortecido. Sabe-
mos que essas envoltorias sdo linhas retas que conectam
os méximos (envoltéria superior) ou os minimos (en-
voltéria inferior) do movimento [3]. De maneira geral,
podemos encontrar a equagao da reta que conecta dois
extremos similares por meio da expressao

t T 1
Tn ™ (1) 11=0
Tn+2 x("+2) (’Tn+2) 1

que, apés alguma dlgebra simples usando as Equagoes (5)),

e , chegamos ao resultado

Topo = T [a(o) coswTy + b gen wT1

2
+So)\c + 750)\50\] (t — 7'1):| (15)
s

onde o sinal £ surgiu porque a expressdo dentro dos
colchetes é multiplicada por cosnm = +1. As envoltérias
do movimento sao mostradas na Figura [3| pelas linhas
tracejadas.

4.4. Tipos de amortecimento

E possivel estabelecer categorias de amortecimento seme-
lhantes ao oscilador harménico amortecido convencional.
A anélise completa para condic¢des iniciais genéricas é
muito complicada, por isso, apenas nesta subse¢ao, ado-
taremos um caso especial de condi¢des iniciais onde a
particula é solta no lado positivo de z. Matematicamente:

xg >0
’UOZO.

Essas condigoes fornecem Sy = 1 pela equacgao e
quando aplicadas nas equacoes (8] e produzem

al® = To — A¢
b0 =

wT = 7.

A categorizacao dos amortecimentos sera dada em
termos de x(o)(ﬁ), que marca a posicdo da primeira
parada apds o movimento iniciar, ou seja, o tipo de
amortecimento é dado em termos da particula fazer a
primeira parada e retornar ou ndo. Usando as expressoes
anteriores para a(?), b(9) e wry na equacio , a posicao
da primeira parada fica dada por

2O (1) = =z + 2\,
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e usando essa expressao para avaliar todas as posicoes
possiveis de 2(°)(1;), tem-se:

2O (m) < =X
—Xe < .13(0)(7'1) <0
2O (1) =0
0<zO(r) < A

= 29 > 2A: + Ae

= 2. <z <2+ Ae
= x9 = 2\,

= 2 — Ao < 20 < 2,

em que na primeira expressao a particula atravessa toda
a zona de parada, que significa um retorno; na segunda
a particula para apés a posigao de equilibrio e antes
do fim da zona de parada; na terceira a particula para
exatamente na posi¢cao de equilibrio e na quarta expressao
a particula para sem passar pela posicao de equilibrio.
Todas devem obedecer a condi¢ao adicional zg > A,
para que haja movimento. Essa condi¢ao aplicada no
conjunto anterior produz a restricao u. < 2. para que
o movimento possa ocorrer nas duas tltimas expressoes
além de alterar o limite inferior de zy no ultimo caso
para cumprir a condi¢do fisica e > p.. Assim, podemos
resumir as categorias de amortecimento de acordo com a
Tabela [1

Esses tipos de amortecimento sdo mostrados esquema-
ticamente na Figura

As terminologias foram escolhidas para guardar ana-
logia com o oscilador harmoénico amortecido. O tipo
“subcritico” ainda consegue executar pelo menos uma os-
cilagdo. O termo “critico” foi escolhido para a (dnica)
condicao que leva a particula a finalizar o movimento na
posicao de equilibrio sem oscilar. O tipo “supercritico’
divide-se em dois casos: irrestrito, no qual a particula
passa pela posicao de equilibrio e para, nao sendo ne-
cessaria uma relagdo entre os coeficientes de atrito para
que esse caso aconteca e o restrito, em que a particula
para antes de chegar na posicdo de equilibrio, que s6
existe se os coeficientes de atrito obedecerem a relacao
te < 2pc. Todos esses tipos de amortecimento sdo mos-
trados na Tabela [I} Nota-se que nao é possivel encontrar
uma posicdo onde a particula pode ser solta e ndo entrar
na zona de parada ou mesmo interromper o movimento
exatamente no inicio da zona de parada, em (9 (1) = A,
ou seja, para qualquer condicao inicial zg > A. e vy = 0,
a forga restauradora trard sempre a particula para dentro
da zona de parada.

Sobre as relagbes entre os coeficientes de atrito, é
importante destacar que para sistemas cujos coeficientes
de atrito sejam tais que p. = 2u., as condigoes critica
e supercritica restrita deixam de existir. Isso significa
que é obrigatério para a particula passar pela posicao de

)

Tabela 1: Tipos de amortecimento do oscilador linearmente
amortecido.

Condigao inicial Amortecimento Restricao
xo > 2Ac + Ae Subcritico Nenhuma
2Ac < 2o < 2A¢ + Ae  Supercritico irrestrito  Nenhuma
zo = 2A¢ Critico e < 2pc

Ae < o < 2A¢ Supercritico restrito e < 2pc
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@]
(D
O Subcritico
3
Supercritico irrestrito
a p

Supercritico restrito

2Xet+ A ==
¢ ‘ Critico
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2)\c - G GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED GED
A fo0e 00000000000000000000000000000000000000000000000
Subcritico
/ Supercritico restrito
y 4 = >
/ Superecritico irrestrito empo

_>\e 9000000000000

Figura 5: Tipos de amortecimentos do oscilador linearmente amortecido.

equilibrio antes de parar. Em particular, sem a condigdo
critica de amortecimento, é impossivel encontrar uma
posicao para soltar a particula e esta parar exatamente
na posicao de equilibrio sem realizar pelo menos uma
oscilacao.

Assim, diferentemente do que afirmaram Hickmann e
Libardi [3], é possivel estabelecer tipos de amortecimento
para o oscilador linearmente amortecido, onde esses tipos
estao relacionados com condicoes intrinsecas do problema
(restrigoes aos valores dos coeficientes de atrito), em ana-
logia ao oscilador harménico amortecido (relagGes entre a
frequéncia natural de oscilagdo e o pardmetro de amorte-
cimento) e também com varidveis extrinsecas ao sistema:
a posicao inicial do oscilador. Uma anélise completa-
mente generalizada dos tipos de amortecimento pode
até ser possivel, porém resultaria em expressdes demasi-
adamente complicadas que destoariam da simplicidade
do fendmeno. Assim, as condi¢bes aqui postas para os
tipos de amortecimento sdo suficientemente gerais para
caracterizar o oscilador linearmente amortecido nesse
aspecto.

4.5. Energia, poténcia e diagrama de fase do
oscilador linearmente amortecido

A energia mecéanica do oscilador, composta das partes
cinética e potencial harmonica, também sera indexada
de acordo com cada trecho do movimento amortecido
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resultando, apds a substituicdo da equagao (5) e sua
derivada primeira em

B = M () (5) a2

(16)
+2Sp . cosnmw (a(”) coswt + b™ sen wt)} .
Entretanto, esse valor instantaneo da energia ndo é muito
interessante para fins praticos, ja que oscila com o tempo.
A média temporal é mais util, sendo definida, no caso do
oscilador harmoénico linearmente amortecido, entre dois

instantes de retorno consecutivos:

1 Tn+1
Em) = / EM™(t)dt (17)

Tn+1 — Tn

sendo que o calculo da média temporal das fungoes
harménicas que aparecem em (|16 resulta em

- 2
Coswt = — COSMT sen wTy
T

sen wt = —— COS N COS WT]
s

e ao serem substituidas em (17) considerando as ex-

pressoes em (S] produzem
2 2 2
mm:ﬁ;{@m)+@m)+@w+gg+

+ 4nSpA. (a(o) coswry + b sen w71> } .

Para se criar uma expressao para a energia média
que dependa do tempo, vamos fazer o seguinte artificio:
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tomaremos o tempo no meio do intervalo entre dois
instantes de retorno consecutivos, ou seja,
Tn + Tnt1 1 wlt—m
PN S SN . Gt

2 2 ™

e fazendo esse procedimento na tltima expressao para a
energia média por trecho encontramos diretamente

o =" () (00
+A2 [1 + (1 + @)2]

+25p A (a(o) coswTty + b sen wﬁ)

< B s ()

<14 20T (18)

que tem uma dependéncia quadratica no tempo. A Fi-
gura |§| mostra esquematicamente as energias instantanea
e média para o oscilador harmonico linearmente amor-
tecido. Nota-se claramente que a energia instantanea
E™)(t) oscila em torno do valor médio E(t) como defi-
nido aqui, o que é melhor observado pela miniatura na
Figura [6]

Os instantes de retorno do movimento sao identificados,
no grafico E(™(t), pelos pontos de inflexdo da curva,
como mostrado na miniatura da Figura [6]

A poténcia do oscilador linearmente amortecido pode
ser calculada derivando-se a energia em funcéo do tempo:

() = DO oy gy 0
P(e) = = = i)
que também fica indexado para cada trecho. Apods subs-
tituir na definicado acima a derivada da equacao e
a forca de atrito dada em , encontra-se a poténcia
instantanea

P (t) = —mw® Sy, cos n (a(”) senwt — b™ cos wt)

Energia

Tempo

Figura 6: Energias instantinea (linha cheia) e média (linha
tracejada) para o oscilador linearmente amortecido. A miniatura
mostra uma parte do grafico maior, onde pode-se ver melhor a
oscilagdo da energia instantédnea em torno do valor médio.
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que também oscila no tempo, tendo o valor médio como
fungao do tempo um significado mais pratico, assim como
a energia. Para obter P(t) pode-se fazer um procedimento
andlogo na expressao acima ao que foi feito para a energia
ou simplesmente derivar a expressao em relagdo a t:

— 2
P(t) = =mw’SpA. [a(o) coswry + b senwr
v

+SO>\C(1 + @)] (19)

e, evidentemente, a poténcia média tem uma dependéncia
linear com o tempo. A Figura[fjmostra o esquema para as
poténcias instantdnea e média do oscilador linearmente
amortecido.

Como na energia instantianea os instantes de retorno
sao indicados pelos pontos de inflexdo da funcao E(™ (t),
a poténcia ird anular-se nesses instantes. Isso ja era
esperado pois como a poténcia dissipada é o produto
da velocidade pela forca de atrito, quando a velocidade
é nula, a poténcia também é, porque a forca de atrito
nunca € zero.

Também pode-se determinar o fator de mérito @ do
oscilador linearmente amortecido, cuja definicdo geral
é17]

= 4T —=.
AFE
(20)
A energia dissipada por ciclo para o oscilador linearmente
amortecido é dada por

Q=2 Energia armazenada no oscilador 5 E
=27
Energia dissipada por ciclo

Ly 0

AE = 7(7},{_},.1 — Tn)% = o

que, quando substituida na definicdo do fator de mérito

tem-se -
Qt) = —2w% (21)

Poténcia
N
\

Tempo

Figura 7: Poténcias instantinea (linha cheia) e média (linha
tracejada) para o oscilador linearmente amortecido.
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que nao serd colocada explicitamente por ser uma ex-
pressao racional entre um polinémio do segundo grau
(energia) e um do primeiro (poténcia) em t. A fungéo
fator de mérito do oscilador linearmente amortecido é
mostrada esquematicamente na Figura [§

Para o oscilador linearmente amortecido o fator de
mérito é funcdo praticamente linear do tempo e dimi-
nui seu valor até atingir o minimo no instante que o
movimento acaba. Isso significa que o sistema responde
de maneira diferente ao amortecimento a medida que o
tempo passa, o que difere substancialmente do oscilador
harménico amortecido, cujo fator de mérito é constante.

Por fim, o diagrama de fase, que é o grafico paramétrico
de (z(™(t),2(™(t)) do oscilador linearmente amortecido
é mostrado esquematicamente na Figura [0}

O diagrama de fase exibe um comportamento espiral,
onde cada passo da espira estd linearmente espagado
um do outro, consequéncia direta do tipo de amorteci-

Fator de mérito

Tempo

Figura 8: Fator de mérito do oscilador linearmente amortecido.

A fungdo Q(t) sé é definida até o instante ¢ = 7w, pois a partir
desse tempo a poténcia dissipada é constantemente nula.

O oscilador linearmente amortecido revisitado

x(t)

Figura 9: Diagrama de fase do oscilador linearmente amortecido.

mento constante que sofre esse oscilador. A trajetéria da
particula no diagrama de fase se da a partir do ponto
mais externo (xg,vp), que sdo as condigoes iniciais, e se-
gue sobre a espiral no sentido horario até chegar no ponto
(2™ (7y),0) que marca o fim do movimento. Cada tre-
cho n do oscilador linearmente amortecido é um arco de
elipse localizado acima ou abaixo do eixo horizontal.

4.6. Comparacgio com o oscilador harmoénico
amortecido

Exploradas varias propriedades e pardmetros do oscila-
dor linearmente amortecido, é salutar exibir uma com-
paracao com os resultados analogos ao conhecido oscila-
dor harmonico amortecido. As comparagoes sdo resumi-
das na Tabela 2

E possivel notar a riqueza de fendmenos associados ao
oscilador linearmente amortecido. Desde a necessidade
de se separar o movimento em trechos, cada um obede-
cendo a uma equagao diferencial, passando pela maior
gama de situacdes de amortecimento, em comparacao

Tabela 2: Comparacdes entre as principais caracteristicas do oscilador linearmente amortecido e o oscilador harménico amortecido

tradicional.
Propriedade OLA OHA
Equacao diferencial Validade por trechos Valida sempre
Fim do movimento Sim Nao
Forga de atrito Constante Proporcional a velocidade
Aceleragao Descontinua Continua
Envoltérias do movimento Linhas retas Exponenciais
Tipos de amortecimento 4 ou 2 3
Ponto de parada completa T € [—Ae, Ae) z=0
Tempo para atingir o equilibrio Finito Infinito
Decaimento da energia com o Quadratico Exponencial
tempo
Poténcia dissipada média com . .

Linear Exponencial

o tempo
Fator de mérito Funcao do tempo Constante

Diagrama de fase
Passo da espiral do diagrama
de fase

Espiral finita

Uniforme

Espiral infinita

Diminui exponencialmente
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com o oscilador harmoénico amortecido, onde, a depender
da relacao entre os coeficientes de atrito, alguns tipos
de amortecimento sao proibidos, criando uma espécie
de regra de selegdo para esse fendmeno até a andlise
energética, em que o principal destaque é, devido as di-
ferentes dependéncias temporais da energia e poténcia
médias, o fator de mérito do oscilador linearmente amor-
tecido nao é constante, mas uma fungdo praticamente
linear do tempo, que diminui até um valor minimo dado
no instante de parada final do movimento do sistema.

5. Conclusoes

O oscilador linearmente amortecido foi revisitado, desta
vez com mais detalhes e fornecendo uma descrigdo ma-
tematica generalizada. A indexagdo dos trechos do movi-
mento foi uma consequéncia da particularidade da forca
de atrito e tal indexag¢ao se manteve em praticamente
todos os observaveis fisicos do sistema. Foi possivel deter-
minar véarias propriedades importantes para o estudo do
movimento, como o nimero exato de oscilagoes que o sis-
tema executa, os tipos de amortecimento, as envoltorias
do movimento, energia e poténcia médias.

Esse oscilador, por ser amortecido por forcas de atrito,
torna-se experimentalmente mais simples que o oscilador
harmonico amortecido dos livros de Fisica do Ensino Su-
perior, cuja forca dissipativa depende da velocidade. As-
sim, o sistema estudado neste trabalho estd mais préximo
da realidade de experimentagdes simples realizadas em
laboratérios didaticos. Toda a fundamentacao tedrica
necessdaria para a compreensao e explicacdo do fenémeno
foi exposta aqui.
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