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Neste artigo, analisamos em detalhes o problema da separagdo de duas listas telefénicas com folhas intercaladas,
e propomos uma configuragdo alternativa que equivale a retirada das lombadas das listas. Mostramos — tedrica e
experimentalmente — que mesmo nessa configuragdo a separagao das listas pode exigir forcas elevadas.
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In this paper, we analyze the problem of separating two interleaved phone books, and propose an alternative
configuration that is equivalent to removing their spines. We show theoretically and experimentally that even in
that configuration the separation of the phone books may require a lot of force.
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1. Uma visao geral do problema

Se vocé nasceu neste século ou na tultima década do sé-
culo passado, muito provavelmente nunca manuseou uma
lista telefonica impressa, mas ja deve ter visto pela TV
ou através da Internet uma impressionante demonstragao
do poder do atrito em que tenta-se separar, sem sucesso,
duas listas com suas folhas intercaladas. Nao ha nada de
especial no uso de listas telefonicas, a nao ser por seu
elevado nimero de folhas, que, como veremos, é o para-
metro mais importante nesse tipo de experimento. Listas
telefonicas robustas chegam a ter 600 folhas, cada. Foi
uma dessas listas, dividida ao meio (produzindo-se entiao
dois volumes com 300 folhas, cada — que é ainda um na-
mero elevado) que a equipe do canal do YouTube Manual
do Mundo usou em sua versao da experiéncia (publicada
em 15 de janeiro de 2013) [1]. Em outro video (publicado
5 dias apds), a equipe tentou separar as duas metades da
lista com dois carros, mas o que conseguiram foi rasgar
uma delas pela lombada [2]. Algo semelhante, porém em
uma escala maior de forga, ja tinha sido exibido quatro
anos antes: no dia 10 de setembro de 2008 foi ao ar pelo
canal de televisao por assinatura Discovery Channel o
episédio “Phone Book Friction” da série MythBusters
(Cagadores de Mitos) [3]. (A parte inicial do episddio foi
publicada no site YouTube pelo Discovery [4]). A equipe
a principio tentou separar duas listas telefénicas com
400 folhas, cada, com a ajuda de um ntmero crescente
de pessoas. Posteriormente, cada lista foi puxada por
um carro, ainda sem éxito. Substituiram entdo os car-
ros por dois tanques militares, que conseguiram enfim
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“separar” as listas pela aplicagdo de aproximadamente
3,6 toneladas-forca em cada uma delas. No entanto, o
mito da impossibilidade de separar as listas telefonicas
nao foi totalmente “cagado”, porque as listas foram par-
cialmente rasgadas, e muitas folhas permaneceram nao
separadas. Isso ndo prova que é impossivel separar duas
listas telefénicas com suas folhas intercaladas; talvez o
problema seja que, antes de atingir-se a forga necesséria
para a separacao, as listas rasguem. Voltaremos a essa
discussao mais adiante.

Encontramos no YouTube outra realizacao dessa expe-
riéncia [5], inicialmente com duas caminhonetes puxando
as listas telefénicas — sem éxito. Substituindo as cami-
nhonetes por dois potentes caminhdes, o que a equipe
conseguiu foi rasgar parcialmente as listas, pela aplicacao
de quase 2 toneladas-forga. O video foi publicado no dia
17 de dezembro de 2014. Meses antes, no dia 2 de maio
de 2014, foi ao ar pelo canal de televisao France 5, na
Franga, o epis6dio do programa (com proposta seme-
lhante & do MythBusters — ou seja, realizar experiéncias
para confirmar ou desmentir mitos populares) On n’est
pas que des cobayes (Nao Somos S6 Cobaias) em que a
equipe conseguiu erguer um carro de 600 quilogramas
até 6 metros de altura — havendo entre o carro e o brago
do guindaste duas listas telefonicas com folhas intercala-
das. O mais interessante, naquela realizacao, nao foi a
intensidade da forga suportada pelas listas (j4 vimos as
listas enfrentarem desafios maiores), mas o fato de que a
equipe do programa de TV propos a um grupo de fisicos
o desafio de elucidar o enigma da suposta inseparabili-
dade das listas telefénicas. O resultado foi a publicacao
de um artigo por Alarcon e colaboradores, em janeiro de
2016, na conceituada revista cientifica Physical Review
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Letters [6]. Entre os autores, estdo Christophe Poulard
e Frédéric Restagno, que participaram do programa de
TV.

Os artigos da revista Physical Review Letters ndo sdo
organizados em segoes, mas podemos identificar na publi-
cagdo supracitada a seguinte estrutura: O texto comega
com uma breve introdugao, em que os autores apresentam
o problema da separacao de duas listas telefénicas com
suas folhas intercaladas, e como ele foi abordado naquele
trabalho, envolvendo medic¢oes sob condigbes controladas
e o desenvolvimento de um modelo tedrico que, segundo
os autores, captura a fisica essencial necessaria a eluci-
dacdo do enigma. Ainda na parte introdutéria do texto,
sdo apresentados elementos da histéria da tribologia (de-
finida em 1966 como “ciéncia e tecnologia de superficies
interagentes em movimento relativo e de assuntos e pra-
ticas relacionados” [7]), e em seguida é informado que as
atividades nessa area tém alcangado micro e nanoescalas
(envolvendo, por exemplo, nanotubos de carbono e folhas
de grafeno — para os quais as leis classicas do atrito, com
as quais estamos tao familiarizados, nao se aplicam). Os
autores passam entao a descricao do experimento, apre-
sentando alguns resultados. Segue-se o desenvolvimento
do modelo tedrico, que ocupa apenas metade de uma
pagina, mais uma pagina extra na forma de Material Su-
plementar. O artigo é concluido com comparacoes entre
as previsoes do modelo tedrico e os resultados experimen-
tais obtidos, e discussoes pertinentes.

Ainda em janeiro de 2016, no dia 20, o trabalho publi-
cado na Physical Review Letters foi divulgado em uma
matéria do jornal portugués Publico [8], de publicagdo
didria e destinado a populacao em geral. Em uma parte
do texto, a autora observa que o parimetro de amplifica-
¢do o — que constitui, segundo os autores do PRI} o
parametro adimensional central naquele estudo (veremos
isso em detalhes na se¢do|2) — foi chamado, em postagem
na revista de humor Improbable Research| de “nimero de
Hércules”, em referéncia ao herdi da mitologia grega co-
nhecido por sua forca [11]. Os autores do PRL passaram
a adotar o termo, como vemos em um artigo de divul-
gacao daquele trabalho publicado em junho de 2016 na
revista Physics Today, escrito por parte da equipeﬂ [13].
No mesmo més, o autor do termo “nimero de Hércules”
realizou outra postagem na revista Improbable Research,
intitulada “The Hercules Number: How a Dimensionless
Physical Parameter Got Its Name” [14] (talvez por nao
ter sido explicitamente citado, na publicacdo na Physics
Today; eis suas primeiras palavras, na postagem: “I did

L1Como costuma-se chamar um artigo publicado na revista Physical
Review Letters.

2A revista Improbable Research divulga trabalhos de pesquisa
“improvaveis”, “que fazem as pessoas rirem e depois pensarem” [9].
Trata-se de “pesquisa real, sobre tudo e qualquer coisa, de todos
os lugares. Pesquisa que talvez seja boa ou ruim, importante ou
trivial, valiosa ou inutil” A revista é mais conhecida pela criagdo e
atribuicdo dos Prémios IgNobel [10], que “se destinam a celebrar
o inusitado, honrar os imaginativos - e estimular o interesse das
pessoas por ciéncia, medicina e tecnologia.” A expressao “IgNobel”
é um trocadilho com “ignoble” (“ignébil”, em portugués), em
associacdo a “Nobel”.

3A revista Physics Today limita o niimero de autores por artigo a
3 (12).
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not conceive or give birth to the Hercules Number. But
I did name it. Here’s the story.”).

Mas, afinal, qual foi, em termos relativamente simples,
a explicagdo dada no PRL para o problema da grande
dificuldade de se separar duas listas telefonicas com folhas
intercaladas? E em que consiste o nimero de Hércules?

Vamos por partes.

A Fig.[[]ilustra duas listas telefonicas em repouso, com
folhas intercaladas, cada uma delas sendo puxada com
for¢ca de médulo F', com o uso de uma bracadeira. Na fi-
gura estao indicadas trés regides, para a lista da esquerda.
A primeira é a regiao da bracadeira, que corresponde
a parte das folhas envolvida pela bracadeira. Note que
nessa regiao as folhas estao todas paralelas entre si, e a
forga F. A terceira regiao é a regiao ou zona de contato,
que é onde héa contato entre as folhas das duas listas. A
linha tracejada da esquerda indica até onde vao as folhas
da lista da direita, e a linha tracejada da direita indica
até onde vao as folhas da lista da esquerda. Uma dessas
folhas estd em destaque, na figura. Ao contrario do que
sugerem essas linhas, esses limites nao sdo perfeitamente
planos, mas essa é uma das simplificagbes do modelo de
Alarcén e colaboradores [6], que discutiremos na se¢ao
A segunda regido é a regido ou zona intermedidria.
Nela, encontramos folhas da lista da esquerda, apenas,
mas elas ndo estdo envolvidas pela bragadeira (nem sio
paralelas entre si).

Pois bem, tentaremos fazer agora uma primeira tran-
POSicao diddticaﬁ para a explicagdo dada no PRL para o
problema da grande dificuldade de se separar duas listas
telefonicas com folhas intercaladas.

Quando uma pequena forca de médulo F' é aplicada
em cada lista (veja a Fig., elas ndo se movem, uma
em relagdo a outra, devido ao atrito entre as folhas inter-
caladas, na zona de contato. Trata-se de atrito estatico,
e sabemos que, de acordo com as leis classicas para o
atrito, a forca de atrito estatico entre duas superficies em
contato possui um valor maximo, fe max, que depende
do coeficiente de atrito estatico ue entre aquelas super-
ficies e do médulo f,, da forca com que uma superficie

I
B I C bragadeira

Figura 1: llustrac3o de duas listas telefénicas em repouso, com
folhas intercaladas, cada lista sendo puxada com forca de médulo
F. As regides B, | e C s3o, respectivamente, as regides da Bra-
cadeira, Intermedidria e de Contato (para a lista da esquerda).
Uma das folhas da lista da esquerda estd em destaque.

4A teoria de transposicio didatica encontra no francés Yves Cheval-
lard — inicialmente com a publicacdo de seu livro La Transposition
Didactique, em 1985 — seu principal expoente. “Transposicdo di-
dética” é um termo amplo, mas, no sentido que nos interessa aqui,
fazer transposicao didatica significa adaptar conhecimento cienti-
fico para que ele possa se transformar em conhecimento escolar
(ou, ainda, em conhecimento universitario bésico).
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é pressionada pela outra, perpendicularmente ao plano
de contato: femax = fefn. Assim, poderiamos afirmar:
aumentando continuamente o valor de F'; em algum mo-
mento venceremos a forca total de atrito estdtico entre as
folhas na zona de contato, cujo médulo denotaremos por
F,, ja que ela possui um valor maximo, que denotaremos
por Fg max. O problema é que esse valor maximo da forca
total de atrito estatico também aumenta a medida que
aumentamos o valor de F'. Vamos explicar por qué.

Considere a lista telefonica da esquerda, na Fig.[I] e
sua folha em destaque. Tal folha, na regido da bracadeira,
é puxada para a esquerda com a mesma dire¢do que a
da forca F. Contudo, devido ao desvio que a folha sofre
quando passamos da regidao B para as regides interme-
diaria e de contato, ao ser puxada para a esquerda na
regiao B ela é puxada para a esquerda e para bairo na
regido 1’| Assim, ao ser puxada para a esquerda com
maior intensidade na regiao B, a folha é pressionada com
maior intensidade contra a folha inferior (da outra lista)
na regido C. E isso, por sua vez, aumenta o valor maximo
da forga de atrito entre aquelas duas folhas. Isso se aplica
as demais folhas da lista da esquerda (com excecao, tal-
vez, da folha central — o que, de qualquer forma, tem
efeito desprezivel), exigindo, para a separagao das listas,
a aplicacao de um maior valor de F' — que, por sua vez,
torna a aumentar o valor maximo da forca total de atrito
estético, Fe max-

Mas nao devemos concluir, dai, que a forga total de
atrito estatico entre as listas nunca seria superada. Tudo
depende da forma como cresce seu valor maximo, Fe max,
quando aumentamos o moédulo F' da forga aplicada em
cada bragadeira. As Figs.[2h e [2pb ilustram, qualitativa-
mente, duas possibilidades. Em cada figura, a dependén-
cia de Fi max em relagdo a F' estd indicada pela linha
tracejada, enquanto a linha cheia indica a igualdade en-
tre F, e F (significando que as listas estdo em repouso,
uma em relagdo & outra). No primeiro caso (Fig.2h), a
intersecao entre as linhas cheia e tracejada indica o ponto
onde o valor maximo da forga total de atrito estatico
entre as listas é alcancado, correspondendo a situagao
de iminéncia de movimento. Qualquer aumento no valor
F' da forca aplicada, a partir daquele ponto, produz a

5Esta afirmativa merece uma anélise detalhada, que faremos na
secdo |2l Por ora, apelaremos para a sua intuicao fisica.
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separacao das listas. No segundo caso (Fig.), tal in-
tersecdo jamais ocorre, e em principio as listas jamais
sao separadas. Mas, é claro, o valor de F' ndao poderia ser
aumentado indefinidamente, porque em algum ponto as
folhas de papel comegariam a ser rasgadas. Alids, mesmo
na situacao indicada na Fig., as folhas de papel podem
comecar a rasgar antes do valor Fe max ser alcancado por
F, se aquele valor é muito elevado. (A Fig. foi posta
para comparacao, e corresponde ao caso tipico em que
o valor de Fg max independe do valor de F.) Assim, se
o valor maximo da forca total de atrito estatico entre
as listas, F, max, pode ou nao ser superado pela intensi-
dade F' da forca aplicada a cada lista depende da forma
como aquele valor aumenta a medida que F aumenta.
Mas, repetimos: mesmo no primeiro caso, as folhas de
papel podem comegar a rasgar antes do valor F ax ser
alcancado por F.

Como vimos, nas experiéncias relativas as referéncias
1 a 5 deste artigo as listas telefénicas ou nao foram se-
paradas ou foram rasgadas. Mas nos experimentos sob
condigoes controladas realizados por Alarcon e colabora-
dores [6], as folhas foram separadas sem rasgo, e, portanto,
a Fig.@a seria, dentre as apresentadas, a mais representa-
tiva da relagdo entre Fi max € F'. Nao ter havido rasgo de
folhas nos experimentos de Alarcén e colaboradores pode
ter sido consequéncia, entre outros fatores, do niimero
de folhas em cada grupo, que nao excedeu o valor de 200
folhas. E que quanto maior o nimero de folhas em cada
grupo, maior o valor de I’ para o qual temos F' = Fg nax
(veja a Fig.), e denotaremos tal valor por F,;..{°[ O
(rdpido) aumento de F,;.. com o aumento do nimero de
folhas em cada grupo foi verificado experimentalmente
por Alarcon e colaboradores, e é previsto por seu modelo
tedrico — que discutiremos em detalhes na sec¢ao

Recapitulando, a explicagdo dada no PRL por Alarcén
e colaboradores para o problema da grande dificuldade de
se separar duas listas telefénicas com folhas intercaladas
foi, essencialmente, a seguinte:
quanto maior a intensidade F' da forca aplicada a cada

SExceto quando os autores trabalharam com um nimero pequeno
de folhas em cada grupo, as forcas necessarias a separacao chega-
ram a quase 1000 newtons. O artigo de Alarcén e colaboradores
sugere forcas ainda maiores (veja a figura 2 daquele artigo), mas
os dinamoémetros usados pelos autores permitiram leituras de no
maximo 1000 N.

F F
‘A °A
Fe,max,'
Fe,max’,_—' 4
,// Fe=F // Fo=F —F.=F
/7 4 )
F=Fomm OF g £ P F

(a)

(b) (c)

Figura 2: Forca total de atrito estético entre as folhas na zona de contato, F,, em funcdo da forca F' aplicada em cada lista,
considerando-se trés formas de variacdo do valor maximo da forca total de atrito estatico, Fe max, como funcdo de F'.
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lista (veja Fig., mais fortemente as folhas intercala-
das sdo pressionadas umas contra as outras na zona de
contato, e, consequentemente, maior o valor maximo da
forca total de atrito a ser vencida.

Esse efeito de ampliﬁcagﬁoﬂ foi sugerido no episédio
“Phone Book Friction” da série MythBusters |3] por um
de seus apresentadores, quando disse:

I have a theory. I think there’s more going
on here than just friction of page on page.
I think it has to do with the pages being
stacked and the weight that they put on each
other, as well as there may be some sort of a
finger puzzle thing where the harder you pull
the more it grabs.

(Fu tenho uma teoria. Fu acho que hd mais
acontecendo aqui do que apenas atrito de
pagina sobre pdagina. Fu acho que tem a ver
com as pdginas sendo empilhadas e o peso
que elas colocam umas sobre as outras, assim
como pode haver algum tipo de quebra-cabega,
onde quanto mais vocé puza, mais se agarra.)

Infelizmente isso nao foi citado pelos autores do PRL (que,
contudo, citaram o referido episédio da série MythBusters
(referéncia 2 daquele artigo)).

Quanto ao nimero de Hércules, ele é o parametro adi-
mensional o = p.eN?/2d, em que p. é o coeficiente de
atrito cinético médid®| entre as folhas de papel usadas
no experimento, € é a espessura de cada folha, N é o
nimero total de folhas em cada um dos dois grupos, e
d é um comprimento denominado no PRL “distdancia de
separacdo da bragadeira d zona de contato” — que é a
largura da zona intermedidria (veja a Fig.[l]), medida
paralelamente as forcas de mdodulo F'. O parametro « foi
chamado no PRL de “parametro de amplifica¢do” por-
que a principal equagao daquele artigo prevé um rapido
crescimento, quando o valor de o aumenta, para a forga
E.iica que poOe as listas na iminéncia de movimento. Ob-
serve que, em particular, o valor de « cresce rapidamente

7Alarcén e colaboradores deram ao seu artigo |6] o seguinte titulo:
“Self-Amplification of Solid Friction in Interleaved Assemblies”.
Mas preferimos a expressdo “Amplification”, no lugar de “Self-
Amplification”, porque visualizamos como agente amplificador do
valor maximo da forca total de atrito a forca de intensidade F'
aplicada a cada grupo de folhas (veja Figs. e )7 e ndo o proprio
atrito.

80s autores do PRL trabalharam em seu modelo com um coeficiente
de atrito cinético, em vez de estdtico, em parte porque em seu
experimento as folhas intercaladas foram movidas, umas em relagao
as outras; ou seja, as “listas” foram sempre separadas. Contudo,
o movimento das folhas ndo foi continuo: sua resposta a tracdo
foi do tipo “stick-slip” (“gruda-escorrega” ou “cola-desliza”) —
um fendémeno observado para muitos materiais [15] |16], incluindo
papel [17]. Assim, os autores poderiam ter trabalhado com um valor
intermedidrio entre o coeficiente de atrito cinético e o coeficiente
de atrito estatico para as folhas de papel usadas, ja que no modelo
foi considerado um movimento continuo das folhas, em vez de
um stick-slip. Mas, segundo os autores do PRL, a diferenca entre
os valores desses coeficientes pode ser desconsiderada no estudo
realizado. E a ideia de se tomar um valor médio para o coeficiente
de atrito cinético vem do fato experimental de que tal coeficiente é
maior para pequenos valores de forca normal (pequenas cargas) 6],
podendo até ser superior a 1 para cargas muito reduzidas, devido
a forgas de adesdo [18].
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com o aumento do nimero N de folhas em cada lista.
O modelo de Alarcén e colaboradores, portanto, prevé
quantitativamente que com o aumento do nimero de fo-
lhas em cada lista a separacao das listas vai se tornando
rapidamente uma tarefa extremamente dificil.

Na proxima sec¢ao, descreveremos em detalhes o modelo
de Alarcén e colaboradores. Fizemos um esfor¢o para
apresentar tal modelo de forma acessivel a estudantes de
graduagao em fisica, engenharia ou area afim, que tenham
cursado ao menos um semestre de mecanica newtoniana
(a nivel do Halliday [19], por exemplo) e um semestre de
calculo diferencial e integral.

Forneceremos agora mais algumas informagdes, para
que possamos apresentar adequadamente as demais se-
¢Oes deste artigo — que nao se limita a discussdao do
trabalho de Alarcén e colaboradores e a andlise de even-
tos que o precederam.

Logo no inicio de seu artigo 6], Alarcén e colaborado-
res afirmam (embora nao haja nenhuma referéncia) que
a explicacao simples frequentemente dada para a enorme
dificuldade de se separar duas listas telefénicas com suas
folhas intercaladas é que a gravidade proporciona a forga
normal que gera o atrito tangencial entre as folhas. Dai
afirmam que tal hipdtese é facilmente provada incorreta,
por nao haver diferenca discernivel quando o experimento
é realizado na direcao vertical e na dire¢do horizontal.
Realizam entao seu experimento sempre na diregdo verti-
cal — ou seja, com as forgas de médulo F indicadas na
Fig.[[ na diregao vertical. Mas o efeito da gravidade pode
ser analisado realizando-se o experimento com as folhas
em outra configuracdo, na qual nido ocorre o fenémeno
de amplificagdo do atrito: aquela indicada na Fig.[3h.
Observe na figura que cada bragadeira foi substituida
por uma pega que nao pressiona as folhas umas contra
as outras. Trata-se de uma peca rigida, e as folhas s&o
puxadas horizontalmente através de um conjunto de 10
pinos que as atravessam em furos previamente realizados
(como em uma encadernagdo com espiral). Estd indicada
na figura a regido (C) onde hd o contato entre as folhas
dos dois grupos. Note que hé um prolongamento da base
da pega rigida da direita, para que as folhas se mante-
nham na dire¢do horizontal. Sobre aquela base repousa a
primeira folha do grupo de folhas a direita, e sobre esta
repousa a primeira folha do grupo de folhas & esquerda,
e assim as folhas dos dois grupos vao sendo intercaladas,
mas com a ultima folha pertencendo ao grupo da direita,
de modo que se ha N folhas no grupo da esquerda, ha
N + 1 folhas no grupo da direita. Isto significa que cada
folha do grupo da esquerda tem acima e abaixo dela uma
folha do grupo da direita.

Na se¢do [] descreveremos nossa realizagdo do expe-
rimento correspondente & Fig.[3h, e discutiremos os re-
sultados obtidos. Vocé verd que, mesmo sem o efeito de
amplificagcdo do atrito, a separacdo dos dois grupos de
folhas pode ser uma tarefa bastante dificil. E isso pode ser
facilmente previsto teoricamente, de modo que optamos
por apresentar essa previsao tedrica antes da apresenta-
¢do da realizacdo experimental: na se¢do [3] deste artigo.
O desenvolvimento é bastante simples, acessivel a alunos
do ensino médio. Faremos comparagdes com os resultados
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Figura 3: (a) llustracdo de dois grupos de folhas intercaladas,
em repouso, cada grupo sendo puxado horizontalmente com
forca de médulo F, através de um total de 20 pinos (10 para
cada grupo). A regido C ¢ a regido de contato entre as folhas dos
dois grupos. (b) Vista superior da parte esquerda da Fig.. (c)
Modificac3do feita por Alarcén e colaboradores em sua montagem,
com a retirada de folhas, de forma alternada, dos dois grupos
ilustrados na Fig.[T} para mostrar que nessa configuracio - n3o
havendo o efeito de amplificacdo do atrito, e sendo as forcas
aplicadas verticalmente - os dois grupos de folhas s3o facilmente
separados. As regides B, | e C s3o, respectivamente, as regides
da Bragadeira, Intermedidria e de Contato (para o grupo
superior). Em a e c estd indicada a direcdo do vetor aceleragcdo
da gravidade.

obtidos por Alarcén de colaboradores [6], e, como vocé
verd, os resultados sdo surpreendentes.

Por que os autores do PRL [6] ndo relataram a difi-
culdade de se separar dois conjuntos de folhas na confi-
guragdo apresentada na Fig.[3h — ou seja, sem o efeito
de amplificacdo do atrito, mas com as folhas sendo pres-
sionadas umas contra as outras pela acao exclusiva da
gravidade —, nao sabemos. Talvez nao tenham realizado
o experimento naquela configuragdo. Ou talvez tenham
desejado discutir apenas o efeito de amplificagdo do atrito.
Mas, associado a essa questao, ha algo curioso naquele
estudo: os pesquisadores fizeram uma modificacdo em
sua montagem (indicada aqui na Fig.[f), com a retirada
de folhas, de forma alternada, dos dois grupos ilustrados
na Fig.[T] para mostrar que nessa configuracdo os dois
grupos de folhas sao facilmente separados. Nao ha sur-
presa nisso, pois em tal configuragdo nao ocorre nem a
amplificacdo do atrito, nem a acdo da gravidade pressio-
nando as folhas umas contra as outras, restando apenas
pequenas forgas de adesdo entre folhas adjacentes. Para
examinar o efeito da gravidade, os pesquisadores teriam
que ter girado de 90 graus todo o aparato ilustrado na
Fig.[3¢ (obtendo algo equivalente ao que é apresentado na
Fig.[3p), mas, aparentemente, nao o fizeram. Ou seja, nao
trabalharam com nenhuma configuracdo que permitisse
a investigacao do efeito exclusivo da gravidade — ou, se
trabalharam, nao consideraram importante relatar. Mas,
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em defesa dos autores do PRL, devemos dizer que o pro-
blema modificado apresentado na Fig.|3h ndo constitui o
problema da dificuldade de se separar duas listas telef6-
nicas com suas folhas intercaladas, pois nas listas hé as
lombadas (fazendo o papel das bragadeiras na Fig., que
inevitavelmente levam ao fenémeno de amplificagdo do
atrito (se nenhuma folha é retirada). Mesmo assim, como
veremos, e ja anunciamos, a investigagdo desse problema
modificado é bastante interessante, e, nele, a gravidade
desemprenha um papel fundamental.

Por fim, na segao [5|apresentaremos as conclusoes deste
trabalho.

2. O modelo de Alarcén e colaboradores

Modelagem, em fisica, necessariamente envolve algum
tipo de simplificagdo do sistema fisico investigado (ou seja,
modelado)’| No modelo de Alarcén e colaboradores [6],
a simplificacdo comeca pela conformacdo de cada folha
das duas listas telefonicas intercaladas: como indicado
na Fig. cada folha da lista da esquerda é perfeitamente
plana em cada uma das regides B, I e C; com isso, as cone-
x0es entre as partes B e I e entre as partes I e C formam
angulos — ou seja, ndao ha curvas nas folhas de papel.
(As folhas da lista da direita s@o modeladas de modo
equivalente.) Trata-se realmente de uma simplificacio,
sobretudo com relagdo a disposicao das folhas nas regides
I e C (observe, por exemplo, a figura 1 do artigo publi-
cado na Physics Today [13], ou os videos nas referéncias
1,2,4e5;a Fig.m aqui, é um pouco mais representativa
da conformagao das folhas em uma situacao real, embora
ainda apresente uma simetria que dificilmente é obtida

Y ¥

—d
! i
| C

Figura 4: Disposic3o das folhas intercaladas de duas listas telefo-
nicas, segundo o modelo de Alarcén e colaboradores [6]. Neste
exemplo, ha 15 folhas (linhas cheias) na lista da esquerda e
16 folhas (linhas tracejadas) na lista da direita. (Trabalharemos
sempre com um nimero N impar de folhas no grupo da esquerda,
e com N + 1 folhas no grupo da direita.) O espacamento entre
as folhas foi introduzido apenas para facilitar a visualizac3o, e,
obviamente, ndo deve ser considerado nos célculos. As regides B,
| e C sdo as mesmas indicadas na Fig. e as variaveis yg e yc se-
rdo usadas, aqui, para a especificacdo das posicdes das bases das
folhas da esquerda nas regides B e C, respectivamente, a partir
da base da folha central. d é a largura da zona intermediaria.

9A discussio sobre o que significa modelagem em fisica, e na ciéncia
em geral, esta longe de ser algo trivial. Veja, por exemplo, o texto
do professor de filosofia Roman Frigg, na Routledge Encyclopedia
of Philosophy Online [20].
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na pratica). Além disso, como as folhas em cada lista tém
o0 mesmo tamanho, a fronteira entre as regides I e C nédo
poderia ser perfeitamente plana; mas esta simplificacao
adicional nos permite trabalhar com uma largura tinica
d caracteristica da zona intermedidria (veja a Fig.[d).
Consideraremos sempre um nimero impar de folhas na
lista da esquerda, e, como sugere a Fig.[d] a folha central
daquela lista terd sempre uma direcao tinica nas regioes
B, I e C. Com isso, obteremos simetria no calculo das
forgas que atuam sobre as folhas da lista da esquerda, de
modo que poderemos considerar, explicitamente, apenas
sua metade superior, além de sua folha central.

A especificacdo da conformacao de cada folha da lista
da esquerda, da regidao da bracadeira a zona de con-
tato, é essencial para a andlise das forcas que atuam
nas mesmas em cada uma das regides B, I e C. Consi-
derar plana cada folha em cada uma daquelas regioes
simplifica enormemente o trabalho. Em particular, nos
interessa o angulo formado na regido intermedidria por
cada folha da lista da esquerda, com relacdo a direcao
da folha central. Usando a varidvel n para a numeracao
das folhas da lista da esquerda, a partir da folha central
(folha n = 0), e as varidveis yg e yc para a especificagdo
das posicoes das bases daquelas folhas nas regices B e
C, respectivamente, a partir da base da folha central,
e sendo € a espessura de cada folha, obtemos (veja a
Fig.[f) yg(n) = ne e yc(n) = 2ne. Ou seja, essas sdo as
posicoes da base da folha n, a partir da base da folha
central, respectivamente na regiao da bracadeira e na
zona de contato. A diferencga yc(n) — yg(n) = ne nos da
a elevagao da folha n da regiao B a regido C, e o angulo
0, formado pela mesma na regido intermedidria, com
relagio a diregdo da folha central, satisfaz (como mostra

a Fig.) a relagao

ne
tgl, = —, 1
g p (1)
com n € {0,1,2,...,(N —1)/2}, sendo N o niimero
total de folhas na lista da esquerda (lembre-se de que
trabalharemos sempre com N impar, e que 0o nimero
total de folhas na lista da direita serd sempre N + 1).

N A4 .

N

1
1111

y(n)=2ne

——
(a) (b)

Figura 5: (a) Recorte da Fig. A varidvel n é usada para a
numeracdo das folhas, a partir da folha central do grupo da
esquerda (folha n = 0). As variaveis yg e yc estdo descritas na
legenda da Fig. (b) Célculo do 4ngulo @, formado pela folha
nimero n, na regido intermediaria, com relacdo a direcdo da
folha central. Cada folha tem espessura .
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Faremos a seguir a andlise de todas as for¢as que atuam
na folha n da lista da esquerda (n > 0), nas regices I e
C, e das forgas relevantes (para o modelo) que atuam
na mesma folha, na regido B. Em nossa experiéncia de
pensamento, o grupo de folhas da direita sera fixado a
uma superficie, através de sua bragadeira, e puxaremos
para a esquerda, com forca de médulo F', a bracadeira da
esquerda e o grupo de folhas da esquerda (como ilustrado
na Fig.m

Iniciemos pela parte da folha n na regido intermediaria.
Observe, por exemplo, a folha n = 5 na Fig.[f} Devido a
separacao entre as folhas n e n—1 e entre as folhas n e n+1
em toda a zona intermediaria, causada pela intercalagao
daquelas folhas com folhas do grupo da direita na zona
de contato, as forgas que agem sobre a parte da folha n
situada na regiao I atuam apenas em suas extremidades.
E, além disso, essas forcas tém a mesma direcao da folha
na regido I, como ilustra a Fig.[bh; do contrério, aquela
parte da folha nao estaria em equilibrio. E claro, cada
uma das forgas na Fig.[6h corresponde a uma soma de
forgas atuando ao londo de toda a fronteira da regido I
com a regiao B ou C.

A Fig.@b ilustra a “reagao” (no sentido da terceira lei
de Newton) & forga de médulo T, & esquerda na Fig.@a,
aplicada sobre a parte da folha n situada na regiao da

folha n
regiao |

folha n %Esenen

regidoB T, cosbh

(b)

T, cosB, folhan l

(c)
ﬁ,sen@nl‘/_r regidio C I f—»
n €n,inf
Np,inf

Figura 6: (a) Forcas atuando sobre a parte da folha n (da lista
da esquerda) situada na zona intermediaria. (b) Forca sobre
a parte da folha n situada na regido da bracadeira, aplicada
pela parte da mesma folha na regido |. (c) Forca sobre a parte
da folha n situada na zona de contato, aplicada pela parte da
mesma folha na regido |, e forcas normais e de atrito estatico
aplicadas a folha n pelas folhas adjacentes superior e inferior
(ambas da lista da direita).

10Comentamos na segdo [1f que Alarcén e colaboradores realizaram
seu experimento sempre na dire¢do vertical, e, portanto, teriamos
aqui uma representacdo daquele experimento em principio mais
adequada com as Figs. e [5| giradas de 90 graus (no sentido
horario); mas no préprio PRL [6] hd (na figura 1b daquele artigo)
um esquema semelhante ao apresentado aqui nas Figs. el5| — ou
seja, como se as listas estivessem sendo puxadas horizontalmente.
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bragadeira, além de sua decomposicao em duas dire¢des
ortogonais entre si. Analogamente, a Fig.[6k ilustra a
“reagdo”, aplicada sobre a parte da folha n situada na
zona de contato, a forca de moédulo T, & direita na
Fig.[6h, e também sua decomposicio em duas dire¢des
ortogonais. Estdo ainda ilustradas na Fig.[6k as forcas
normais fn, .., € fn, .. € as forcas de atrito estatico
Jen. cap © fon, iner @plicadas a folha n da lista da esquerda
respectivamente pelas folhas adjacentes superior e inferior
(ambas da lista da direita).

O equilibrio da parte da folha n situada na zona de
contato envolve a seguinte igualdade (veja a Fig.[6f):

T, cos 0, = fen,sup + fen, inf* (2)

Consideremos agora que a lista da esquerda estd na
iminéncia de movimento em relacao a lista da direita.
(Com isso, é claro, estamos supondo que a separagio
entre as listas é possivel.) Neste caso, temos, de acordo
com as leis cldssicas de atrito (veja a Fig.@:):

= for™ = pel, (3)
fcn,sup = Jen sup — Melnn, sup 3

__ fmax __
fen, inf = Jen, inf ,U'efnn, inf? (4)

em que L € 0 coeficiente de atrito estatico entre as folhas
de papel.

Para calcularmos f,, ..., consideraremos o bloco da
zona de contato constituido pela folha n da lista da
esquerda e por todas as folhas acima dela (das listas da
esquerda e da direita), e aplicaremos a esse bloco, que
estd em repouso, a segunda lei de Newton.

Pois bem, o médulo da forca total que empurra o
bloco para cima é fy, ... Para obtermos o médulo da
forga total que empurra o bloco para baixo, observemos
primeiramente que a contribuicao das forcas exercidas
através das folhas da lista da esquerda é (veja a Fig.[6k)

,g;l)/ ® Ty sen 0. Para encontrarmos a contribuicdo
das forcas exercidas através das folhas da lista da direita,
precisaremos introduzir novas variaveis no problema.

Usaremos a variavel 1 para numerar as folhas da me-
tade superior da lista da direita: a primeira folha da
metade superior é a folha 7 = 1, e a tdltima (a folha
externa) é a folha n = (N 4+ 1)/2.

As grandezas 0; e T; tém definicoes, para a folha it
da lista da direita, correspondentes as defini¢des de 6,
e T, para a folha n da lista da esquerda. Ou seja, 0
é o angulo (agudo) formado pela folha 7 da lista da
direita com relagao a diregao da folha central da lista da
esquerda, e T; é o médulo da forca resultante em cada
uma das duas extremidades da parte da folha 7 da lista
da direita, na zona intermediaria, que faz fronteira com
a zona de contato ou com a regiao da bragadeira.

Deixaremos para vocé a tarefa de obter, a semelhanga
da construgao apresentada na Fig.[5}

~  (n—1/2)e
tg 0 = —Qa (5)

em que d é também a largura da zona intermediaria da
lista da direita.
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Observando a Fig.[] podemos concluir que a contri-
buigao das forcas exercidas através das folhas da lista da
direita, para o modulo da forca total que empurra para
baixo o bloco acima descrito, é > -~ N+1)/2 T} sen 9~

Temos, entao:

(N-1)/2 (N+1)/2
fnn, inf Z Ty sen Oy + Z ng sen éfg (6)
k=n+1

Para calcularmos f, ..., observemos que, de acordo
com a terceira lei de Newton, este é o médulo da forga
com que a folha n da lista da esquerda empurra para
cima a folha superior, da lista da direita. Podemos entao
considerar o bloco da zona de contato constituido por
todas as folhas (das duas listas) acima da folha n da
lista da esquerda. Aplicando a esse bloco a segunda lei
de Newton, obtemos:

(N-1)/2 (N+1)/2
Jrn, o = Z T sen Oy + Z Ty sen6;. (7)
k=n+1 ]’;:n+1

(n<(N—-1)/2)

Perceba que hé duas diferencgas entre as expressoes no
segundo membro de (6) e no segundo membro de (7):
uma estd no primeiro valor assumido por k (nen+ 1,
respectivamente), e a outra estd no fato de que nao
podemos fazer n = (N — 1)/2 no primeiro somatério em
(7) (e dai a condigdo n < (N —1)/2 14 expressa), pois a
ultima folha da lista da esquerda é a folha (N —1)/2, e,
portanto, ndo existe a folha n + 1 para n = (N —1)/2.

Concluimos nossa andlise de forgas sobre cada uma das
trés partes (B, I e C) das folhas da lista da esquerda. No
processo, obtivemos expressoes que envolvem quantidades
associadas as folhas da lista da direita (veja as igualdades
, @ e ) O que fazer com os resultados a @
obtidos? E o que discutiremos a seguir.

Consideremos o bloco constituido por todas as folhas
da lista da esquerda na regidao da bracadeira, e pela pro-
pria bracadeira. Lembre-se de que estamos considerando
que a lista da esquerda estd na iminéncia de movimento
em relacao a lista da direita. Aplicando a esse bloco a
segunda lei de Newton, e sendo ;.. o valor de F' nessa
situacdo, obtemos (veJa as Flgb.. |§|b :

(N-1)/2
Eitica = To cos g + 2 Z T, cos 0. (8)

n=1

O alvo do modelo de Alarcon e colaboradores é a obten-
¢do de uma expressao para E, ... em funcdo de parametros
mensurdveis do sistema (jie, €, N e d), fazendo uso do
que foi obtido nesta se¢do até aqui (igualdades a )
Mas, como veremos, nao se trata de uma tarefa trivial.

Sera interessante definirmos

Fn =T, cos by, (9)
ne€{0,1,2,...,(N —1)/2}. E, analogamente,

Fi = T5 cos 05, (10)
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ne{l,2,...,(N+1)/2}.
Podemos entao reescrever a igualdade como
N—1)/2
Ewew=Fo+2)  Fu. (11)

O caminho natural seria usarmos as igualdades a
(11) para obtermos uma expressao para F,q;... Contudo,
como vocé pode verificar no Material Suplementar, dlS-
ponivel online, trabalhando com aquelas 11 igualdades
chegamos a equacéo

d (N-1)/2 (N+1)/2
Sprce Fowes =2 Z kFy, + Z —1/2)F;
(N-1)/2 (N-1)/2 (N+1)/2
+2Z > kfk+z -1/2)F |,
k=n+1 =n+1

(n<(N—-1)/2)

(12)

que é, certamente, frustrante. Para obtermos I ;.. a
partir da igualdade acima, precisamos conhecer Fy, e F; )
comk=1,2,...,(N-1)/2ek=1,2,...,(N +1)/2.
Mas se conhecéssemos essas quantidades (e Fy), usaria-
mos a igualdade para o célculo de F ;... Veremos
entdo como os autores do PRL [6] obtiveram uma ex-
pressao para Fmtm a partir de igualdades equivalentes
as igualdades (1)) a . Se vocé é um estudante ainda
na primeira metade de seu curso de graduagao, é muito
provavel que o desenvolvimento que vera a seguir seja
uma novidade. Esperamos que aprecie.

Basicamente, a estratégia usada por Alarcon e colabo-
radores para a obtencdo de uma expressao para Fl.ic.
a partir de igualdades equivalentes as igualdades a
consistiu na obtengao e resolucdo de uma equacao
diferencial ordinaria. Uma equagdo envolvendo que fun-
¢do? E que varidvel independente? Veremos. Obviamente,
teremos que transformar um problema com varidveis dis-
cretas (como n e 72) em um problema envolvendo varidveis
continuas. Vamos por partes.

Primeiro, usando a definigdo apresentada em @D, va-
mos calcular a diferencga

AF, = ]:nJrl —Fa (n < (N

—-1)/2). (13)
Substituindo @D em , obtemos:
AF, = Thpi1 080,41 — Th, cosOy,. (14)
Substituindo em , obtemos:
Fn = fen+1,sup + fen+1, inf (fen, sup + fen, inf)' (15)
Agora, usando e em , obtemos:
AF, = lu’e(fnn+1, sup T fnn+1. inf fnn‘ sup fnn, inf)' (16)

Nas igualdades a temos a condi¢ido n < (N —
1)/2, expressa na igualdade ([13). Observando isto, e
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substituindo @ e em , obtemos:

iA]—'n =
He
(N-1)/2 (N+1)/2
Z Ty sen 0y, + Z T,; sen 9~,~f
(A D) /2 F=(nt1)+1
(N-1)/2 (N+1)/2
+ Z Ty sen 0y, + Z T,; sen 9,;
k=n+1 k=(n+1)+1
(N-1)/2 (N+1)/2
— Z Ty sen 0, — Z T,; sen 9}6
(n< N1 /2) k=nt1
(N=1)/2 (N+1)/2
Z Ty sen O, — Z Ty sen 0z, (17)
F=n+1
comn < (N —1)/2.

Podemos simplificar este resultado. Trabalharemos com
n < (N —1)/2 -1 (ou, equivalentemente, com 7, imo =
(N —=1)/2—2), de modo que teremos sempre todos 0s oito
somatorios em . (Nao devemos nos preocupar com
essa restri¢do, pois transformaremos o problema discreto
que temos em maos em um problema envolvendo varidveis
continuas, e aplicaremos a ele as devidas condigoes de
contorno.) Pois bem, em primeiro lugar, perceba que
os somatorios 3 e 5 se cancelam. Agora, observe que os
valores assumidos por k£ no primeiro somatério sao os
inteiros n+2 a (N —1)/2, enquanto os valores assumidos
por k no sétimo somatério sdo os inteiros n a (N —
1)/2. Portanto, o somatério 7 contém todos os termos
do somatério 1, e dois termos extras: os termos k =n e
k =n+ 1. Entao a diferenca entre o primeiro e o sétimo
somatdrios é:

—T,senb, —T,i1senb,1.

Agora, passemos aos somatorios 2, 4, 6 e 8. Nos soma-
térios 2 e 4 (que sdo iguais), os valores assumidos por k
sao n + 2 a (N + 1)/2, enquanto os valores assumidos
por k nos somatérios 6 e 8 (também iguais entre si) sdo
n+1a (N +1)/2. Logo, é facil ver que desses quatro
somatorios resulta a quantidade

—2Tn+1 sen én-i—l-

Portanto, podemos reescrever a igualdade como:

1
—AF, = — Tpsenb, —Tpi1senb,41
— 2T, 1senf,4q, (18)
comn < (N—-1)/2—1.

Multiplicando, acima, sen Hn por cos b, / cos b, sen b,
por cos 0y, 1/ cosb,41, e sen 9n+1 por cos 9n+1/ cos 9n+1,

e usando as igualdades (1] . @D e ., obtemos:

1 . ne (n+1)e
EA]:n - - j]:n_T]:nJrl
1—1/2)¢ ~
_ QW%J/)EHH, (19)
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comn < (N-—-1)/2—1.
No desenvolvimento de seu modelo, Alarcén e cola-
boradores consideraram N >> 1; ou seja, consideraram
que o numero total de folhas em cada uma das duas
listas é muito maior que 1 — que é o caso, obviamente,
quando se trata de listas telefonicas reais. Contudo, nos
experimentos que realizaram [6], Alarcon e colaboradores
trabalharam com N = 24,30, 46, 54,100, 150 e 200. Mas
mesmo para um valor de N relativamente pequeno como
N =24 (ou N = 23, ja que estamos considerando, aqui,
que a lista da esquerda possui sempre um niimero impar
de folhas), parece-nos razodvel considerar
JT"n—i—l ~ n+1 ~ Fn
Observe a Fig.[d] Nela, a lista da esquerda s6 tem 15 folhas
(e a da direita, 16), e, mesmo sendo esse um nimero ainda
menor, parecem-nos razoaveis as aproximagcoes acima
Com elas, podemos reescrever a relagao como:
He€

AF, ~ —2(2n + 1) F,,

- (20)

comn < (N—-1)/2—1.
Paral < n < (N —1)/2—1 temos 2n + 1 = 2n, e

com isso obtemos uma expressao ainda mais simples para

AF,:

AL
d

AF, = — nF,, (21)
com 1< n<(N-1)/2—1/"

Com a aproximacgao em (21)), concluimos uma impor-
tante etapa do desenvolvimento do modelo de Alarcén e
colaboradores. Veremos agora como obter uma equacao
diferencial a partir da relagao .

Iniciaremos introduzindo uma nova variavel: z =
N/ Maximos COM Mavimoe = (N —1)/2 -2 e 1 < n <
Nmaximo, qUE€ € 0 intervalo de n para o qual é valida a
aproximagao em . Trabalhando com z, em vez de n,
poderiamos usar a notacao F.. Mas como temos em vista
a obtencao de uma equacao diferencial, usaremos a nota-
¢do padrio para fungdes no Célculo: F(z). Assim, para
um dado n satisfazendo 1 < n < Npsimo = (N —1)/2—2,
temos z = N/Nyaximo € F (2) = Fp. Por enquanto, z é uma
varidvel discreta (como n), mas com valores no intervalo
de 0 a 1 (enquanto n assume apenas valores inteiros).
Entenda que o valor de z especifica a posicdo de uma
folha da lista da esquerda, mas agora medida em uma
nova escala.

Como a relacdo 1 € N < Nsximo S0 € valida, é claro,
para Noaamo > 1, €, portanto, para N > 1, podemos

1 Estamos, aqui, apelando para a sua intuicdo fisica. Perceba, por
exemplo, como é infima na Fig. a diferenca entre os angulos 6,,
e 0,41, para um n qualquer; e olha que o espagamento entre as
folhas, introduzido na Fig.@ apenas para facilitar a visualizagao,
nem deve ser considerado! Note também como a assimetria entre as
listas da esquerda e da direita, por ser pequena, ndo deve resultar
em uma diferenca significativa entre fn+1 e Fn+1 (lembre-se de
que a lista da direita sé tem uma folha a mais que a da esquerda).

12 A aproximacdo em corresponde & igualdade (1) do artigo de
Alarcén e colaboradores [6], deduzida como uma aproximagcio no
Material Suplementar daquele artigo.
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ApProxXimar: n,simo = N /2. Assim, em termos da varidvel
z, podemos reescrever a relacao (21)) como:

2uceN
—_—z
d

com 2 = N/ Nyaximo = 20 /N € 1 K 1 < Npgsimo-

Agora, observe que a variagdo AF(z) = AF,, corres-
ponde a variacdo An = (n+ 1) —n =1 (veja a defini¢ao
em ), e & variacao An = 1 corresponde a variagao
Az = (2/N)An = 2/N. Portanto, dividindo ambos os
membros de por Az = 2/N, obtemos:

AF(2) _ peeN?
Az T~ d
com 2 = N/ Mpaximo = 20/N € 1 K 1 < Npgrimo- (Mudare-
mos esta faixa de valores para n logo adiante.)

Se conseguissemos encontrar uma funcao F(z) para
todo z de interesse (ou, equivalentemente, se conseguisse-
mos encontrar uma fungio F,, para todo n de interesse),
entao através da igualdade calculariamos a forga
E. ;e necessaria para por a lista da esquerda na iminén-
cia de movimento. Lembre-se de que é isso o que estamos
buscando. O que temos em maos é a relagao (23).

Um primeiro problema é que a relagao nao tem va-
lidade para todo z de interesse, mas para z = n/Msximo ~
2n/N, com 1 K n < Nygrime- OU s€ja, aquela aproxima-
¢d0 nao é boa para as folhas da lista da esquerda mais
proximas da folha central (a folha n = 0). Mas isso ndo é
algo grave, se tivermos em mente um valor de IV grande
o suficiente para que alcancemos n > 1 (no sentido de
que 2n + 1 &~ 2n) apés uma pequena fracido do conjunto
total de folhas, de modo que possamos aplicar a relagao
(23) a todas as folhas da lista da esquerda (ou, mais
precisamente, a todas as folhas de sua metade superior)
sem incorrermos em grande erro. Observe, revendo o tre-
cho entre as igualdades e , que as aproximagoes
introduzidas (entre elas a aproximagdo 2n + 1 = 2n) sdo
relativamente boas (diferengas relativas ndo superiores
a 10%) para valores tdo baixos quanto N =55 e n =5,
e neste caso temos n/Nime = 2n/N & 0,18. Entdo, a
partir daqui, aplicaremos a aprorimacio em a todas
as folhas da metade superior da lista da esquerda (mas,
preferencialmente, mantendo N 2 55 Ou seja, traba-
lharemos com z = 1/ Nsimo = 20/N, 0 < 1 < Nypirimo €
N > 1 (preferencialmente N 2 55). Note que temos, en-
tdo, 0 < z < 1, e que o nimero de valores que a variavel
z pode assumir neste intervalo é aproximadamente N /2.

Mas como obtermos uma funcdo F(z) que satisfaca
a relacao ? Bem, essa tarefa nao seria dificil se, em
, z fosse uma variavel continua e no membro esquerdo
tivéssemos uma derivada; tratar-se-ia da resolucao de
uma equagdo diferencial trivial. Contudo, vocé nao deve
se deixar seduzir por essa ideia tao rapidamente. Vamos
analisd-la com cuidado.

Podemos tornar z uma varidvel continua no intervalo
[0,1], mas tendo em mente que F(z) s6 terd significado

AF(z) ~ F(2), (22)

2F(z), (23)

I3Lembre-se de que Alarcén e colaboradores trabalharam, em seu
experimento, com N = 24,30, 46, 54,100, 150 e 200. No desenvol-
vimento apresentado ndo temos aproximagoes muito boas para
valores como N = 24 e N = 30 (ou seus vizinhos impares).
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fisico para um conjunto discreto de valores de z: aqueles
correspondentes a aprorimagdo em (2 = 1N/ Nnaximo =
2n/N, com 0 <1 < Nygimo € N > 1 (N 2 55)). Como
para N > 1 temos Az = 2/N <« 1, podemos encarar
o membro esquerdo da relagao como uma 6tima
aproximagio para a derivada de F(z) (sendo z agora
uma varidvel continua). Temos entdo a seguinte equacao
diferencial:
2
dF(z) _ €N JF(2).
dz d

(24)

A resolucao desta equacao diferencial, pelo método
de separacgao de varidveis, é trivial. Vamos inicialmente
reescrevé-la como

AF __ peeN?
F d

zdz.

Integrando, com 0 < z < 1, obtemos:

F(1) / 2 1
/ dF :7/JeeN / I

Fz) d
f(l) o UeeNQ 2
ln]__(z)— 54 (1-2°) =
_ a(l1—2%) _ exp(a)
Flz) = F(1)e A2 (2
com N2
He€
== (26)

Vale lembrar, a igualdade (25)) s6 tem significado fisico
para um conjunto discreto de aproximadamente N /2
(ou exatamente (N + 1)/2) valores de z, igualmente
espagados no intervalo [0, 1], incluindo os extremos 0 e 1.
E o pardmetro a é o chamado “nimero de Hércules”.

Qual é o significado fisico de «, em 7 Simples: para
z = 0 obtemos F(0) = F(1)e®, e, portanto,

F(0)

«

) e”. (27)
Ou seja, com excelente aproximacao (para N 2 55), a
razdo entre a forca total de atrito sobre a folha central da
lista da esquerda e a forca total de atrito sobre uma das
folhas externas da mesma lista cresce exponencialmente
com « (veja a Fig. a definicdo em @D, a igualdade e
a Fig.@:). J& da pra prever, entdo, um crescimento muito
rapido, com « (e, em particular, com N), do médulo
E.ica da forca necesséaria para por a lista da esquerda
na iminéncia de movimento.

A etapa final do desenvolvimento do modelo de Alarcén
e colaboradores consiste no calculo de E_ ;.. fazendo-se
uso da expressdo para F(z) em (25).

Em termos de z, podemos reescrever a igualdade (11

Ccomo
o 23 F(2), (28)

com z assumindo, neste somatério, os (N + 1)/2 valo-
res igualmente espagados no intervalo [0, 1], incluindo os
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extremos 0 e 1. Considerando N > IJEI podemos aproxi-
mar o somatoério em por uma integral, observando
que

1
/ F(2)dz =~ Y F(2)Az, (29)
0 z
com Az = 2/N E Obviamente, no membro esquerdo
da relagao temos em z uma variavel continua no
intervalo [0, 1], enquanto no membro direito z é uma
varidvel discreta assumindo, no somatério, os (N + 1)/2
valores descritos acima. Combinando e , obtemos

(usando “=", em vez de “~"):
9 1 1
Eoica = 7/ F(z)dz = N/ F(z)dz. (30)
Az Jo 0

Tudo pronto para fazermos uso da igualdade .
Substituindo em (30), obtemos:

1
Fusee = N / F(1)e*==dz
0
1 2
= Nf(l)eo‘/ e” % dz.
0

Introduzindo a varigvel u = /& z, podemos reescrever:

Va > du
Fcritica = Nf(l)ea/ e_u =
0 Ve
e* Va 2
= NF(Q1) e du. (31)

Va Jo

Introduziremos na expressao acima para F. ;.. a fungdo
erro, definida comﬂ

2 r 2
erf(x) = —/ e du, (32)
™ Jo
obtendo
e* m
Eritica = N‘F(l)77erf(\/a)7 (33)
«
ou, reescrevendo,
FE. i m
critica — o f 4
S [ eptva) | @

que é o resultado final do desenvolvimento do modelo
de Alarcén e colaboradoresm (Lembre-se de que a =
peeN?/2d.)

14Conforme j4 justificado, devemos encarar, aqui, a relacio N >> 1
como N 2 55.

15T embre-se de que & variacio An = 1 corresponde a variacio
Az=A n =_4an __ 1 5 1 _2

Mméximo Mmaximo  Mmaximo  N/2 T N

16erf(x) deve ser calculada numericamente para cada valor de x > 0
desejado, e o fator 2/,/7 em é um fator de normalizacio,
pois foooe_UQdu = \/m/2, e, portanto, erf(z) — 1 quando z — oo.
Obviamente, erf(0) = 0. Logo, temos 0 < erf(z) < 1, paraz > 0. (A
igualdade foooefuzdu = /m/2 é obtida com o uso de coordenadas
polares, e o procedimento nao se aplica quando o limite superior
da integral é finito. Pesquise a respeito.)

17A igualdade (34) corresponde & igualdade (3) do PRL [6].
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Precisamos discutir este resultado.

Vamos comecar pelo membro esquerdo da igualdade
. Sabemos que E, ;.. é a forca necessaria para por
a lista da esquerda na iminéncia de movimento (veja a
Fig.[d] e considere a lista da direita fixa em sua extremi-
dade a uma parede). Esta é a quantidade de interesse
neste problema, pois queremos saber quéo dificil é se-
parar as listas. IV é o numero total de folhas da lista
da esquerdam e F(1) é a forga total de atrito sobre a
folha externa (superior ou inferior) da lista da esquerda
(Fig.|[4).

A questao é: de que modo podemos atribuir um va-
lor a F(1)? Como vocé verd, esta é, infelizmente, uma
limitagdo do modelo de Alarcén e colaboradores. Néao adi-
anta combinarmos, para a folha externa superior da lista
da esquerda (Fig.|)), as relacoes (nesta ordem) @D, ,
, , (@ e , porque obteremos, apos simplificagoes,
F(1) = 3peText sen fexy — ou seja, obteremos F(1) em
funcao de outra quantidade desconhecida: a forca Toys
atuando sobre a parte da folha ezxterna situada na zona
intermedidria (veja a Fig.@a, considerando que se trata
da folha externa superior da lista da esquerda). Entao
— vocé pode estar se perguntando — como os autores
do PRL [6] resolveram o problema de atribuir um valor
a F(1)? Afinal, sem um valor para F(1) ndo podemos
usar a igualdade para prever o valor de E ;.. em
uma determinada situagao, percebe? Repetimos: esta é
realmente uma limitacdo do modelo de Alarcén e colabo-
radores. Mas vamos ver como os autores do PRL lidaram
com esse problema.

Alarcén e colaboradores afirmaram em seu artigo [6]
que, naquele trabalho, buscaram capturar a fisica essen-
cial necessdria a elucidagdo do enigma da dificuldade
de se separar duas listas telefénicas com suas folhas
intercaladas. Claro, se tivessem conseguido obter uma
expressao para a forca F ;.. em funcao de parametros
que pudessem ser, todos, previamente medidos, teria sido
excelente. Mas o objetivo apresentado ainda pode ser
alcancado. Vamos mostrar de que forma. Como dissemos
na primeira secao, em seu trabalho Alarcén e colabora-
dores nao apenas desenvolveram o modelo que estamos
descrevendo em detalhes nesta se¢do, mas também re-
alizaram experimentos, e verificaram que os resultados
experimentais obtidos eram bem descritos pela igualdade
com F(1) = 0,01N, e com o coeficiente de atritﬂ
sendo usado como um parametro livre para o ajuste da
curva E. . = Eoiea (@) em cada série de medigoes (veja
a Fig.4 do PRL [6]). Em cada série, foi mantido fixo
o namero total de folhas, IV, e variada a distancia de
separagao, d (veja a Fig.2 do PRL). Mas por que esco-
lheram esse valor para F(1)? Pois é, eles ndo disseram.
Contudo, coincidéncia ou nao, verificamos que o valor
0,01 N usado para F(1) é a poténcia de base 10 mais
préxima do peso da folha de papel usada por Alarcén
e colaboradores em seu experimento. Acompanhe: Os

18Lembre-se de que estamos trabalhando, aqui, com N fmpar (veja,
novamente, a Fig.. Mas, devido as varias aproximacgoes introdu-
zidas, é facil concluir que o resultado expresso na igualdade (34))
também é vélido para N par.

19Veja, novamente, a nota de rodapé nimero 8.
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autores do PRL trabalharam com folhas, da marca Ina-
copia, com espessura de 0,10 mm. Embora nao tenham
informado, no artigo, a densidade superficial das folhas
usadas, encontramos folhas dessa marca, e com espessura
em torno de 0,10 mm, com densidade superficial (“grama-
tura”) de 70, 75, 80 ou 90 g/m?. Como os experimentos
foram realizados com folhas com dimensdes 12 cm x 25 cm,
segue que o peso de cada folha usada é de, no minimo,
0,070 kg/m? x 0,12m x 0,25 m x 9,81m/s? ~ 0,021 N e de,
no méximo, 0,026 N, que sao valores da mesma ordem
de grandeza que 0,010 N.

A solugao apresentada no PRL para o problema da
atribuicdo de um valor para F(1) nos ensina um pouco
mais sobre como os fisicos trabalham. Se vocé é um
estudante que tem a tendéncia de enxergar a fisica como
se fosse matematica, a solucdo apresentada pode ter lhe
deixado um pouco frustrado, mas, saiba, esse tipo de
procedimento é mais comum do que vocé imagina.

Muito bem, passemos ao membro direito da igualdade
. De inicio, vamos examinar para que valor ele tende
quando « tende a 0. Mas, antes, vamos analisar o que
significa, fisicamente, fazer « tender a 0.

Observe a definicdo em . Certamente nédo faz sen-
tido fazermos IV tender a 0, concorda? Até porque che-
gamos a igualdade considerando N > 1 (ou, em
termos praticos, N 2 55). Por outro lado, embora faga
sentido, nao é interessante fazermos p, tender a 0, pois
sem atrito temoﬂ F(1) =0 e, de acordo com a igual-
dade , FE.«ico. = 0. Entao, podemos analisar a razao
€/d: « tende a 0 quando essa razao tende a zero. Po-
demos imaginar um valor de d fixo, e valores para ¢
progressivamente menores — ou seja, podemos imaginar
folhas cada vez mais finas, sem alteragdo do valor de pie.
Trata-se é claro, de uma experiéncia de pensamento; sua
realizacdo experimental pode ser inviavel. Mas é uma
experiéncia de pensamento coerente com o modelo de
Alarcén e colaboradores. Perceba que quando a razao
€¢/d tende a 0 (e, portanto o — 0), as partes das folhas
nas regioes intermedidrias (veja a Fig. tendem a ficar
paralelas as suas partes nas regioes das bracadeiras e na
zona de contato; e isso, € claro, faz com que o efeito de
amplificacao do atrito tenda a zero.

Pois bem, agora que entendemos o que significa, fisi-
camente, fazer o tender a 0, vamos examinar para que
valor o membro direito da igualdade tende quando
a — 0. Se o limite superior da integral em é muito
préximo de 0 (que é o limite inferior daquela integral), o
integrando é aproximadamente igual a 1 no intervalo de
integracao, e, portanto, temos

2
erf(z) ~ NG x, para 0 <z < 1. (35)
Dai,
2 4o
erf(va) = —= Va = — para 0 < a < 1.  (36)
s

20Lembre-se de que F(1) é a forca total de atrito sobre uma das
duas folhas externas da lista da esquerda (veja a Fig.}4).
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Como exp(«a) ~ 1 para 0 < a < 1, obtemos

1/% exp(a)erf(va) ~ 1, para 0 < a < 1,  (37)

ou, equivalentemente,

\ /ﬁ exp(a)erf(v/a) — 1, quando a — 0. (38)

Portanto, quando « tende a 0, o segundo membro da
igualdade tende a 1. E o que isso nos diz? Nos diz
que

E

critica

NF(D)

Este resultado corresponde ao esperado, pois se o para-
metro de amplificagdo « tende a zero (tenha em mente a
razdo €/d tendendo a 0), as forcas totais de atrito sobre as
folhas da lista da esquerda (na zona de contato) tendem
a ser iguais entre si, e, portanto, F,q.. — NF(1).

Na Fig.[7] temos o grafico de

— 1, quando o — 0. (39)

T
9(@) =4/ 1= exp(a)erf(Va), (40)
além dos gréficos, separadamente, de g¢;(a) =

V7 /4o exp(a) e go(a) = erf(y/a). Podemos ver na fi-

gura que, de fato, g(«) tende a 1 quando « tende a 0.
Também podemos ver que gz(a) tende rapidamente a
1 quando aumentamos o valor de «, e, assim, g(a) se
aproxima rapidamente de g; ().

Nos experimentos realizados por Alarcén e colabora-
dores, os menores valores obtidos para « ficaram em
torno de 0,5, enquanto os maiores, em torno 8,5 (veja
a Fig.4 do PRL [6]). Para a = 8,5, temos g(«) &~ 1490,
que ¢ um valor muito acima daqueles apresentados na
Fig. e mostra como g(«) cresce de forma extremamente

Figura 7: Gréficos de g(a) = \/7/4aexp(a)erf(v/a), g1(a) =
v/ /4o exp(a) e g2(a) = erf(\/a).
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rdpida com «. Contudo, mesmo quando temos erf(y/a)
praticamente igual a 1, ndo se trata de um crescimento
exponencial, devido ao fator \/m/4a. Para a = 8,5 te-
mos exp(a) = 4910, que é mais que o triplo de 1490, e a
diferenga (relativa ou absoluta) entre exp(a) e g(a) s6
aumenta, a medida que o valor de a aumenta.

Concluimos aqui nossa descri¢do detalhada do modelo
de Alarcon e colaboradores. Na préxima secao, apresen-
taremos o calculo da forca E7,. .. que pde na iminéncia de
movimento dois grupos de folhas na configuracao apre-
sentada na Fig.[3h, e compararemos a expresséo obtida
com aquela para F.;.. na igualdade .

3. Calculos para listas sem as lombadas,
mas sob acao da gravidade

A Fig.[Bh exibe a numeragdo que escolhemos para as
folhas dos grupos da esquerda e da direita apresentados
na Fig.[3h. Observe que acima da enésima folha do grupo
da esquerda repousam n — 1 folhas do mesmo grupo e
n folhas do grupo da direita, totalizando 2n — 1 folhas.
Sendo m a massa de cada folha e g 0 médulo da aceleracao
da gravidade, podemos imediatamente concluir que o
bloco formado por essas 2n — 1 folhas, que tem massa
(2n — 1)m, empurra para baixo a folha n do grupo da
esquerda com forca de m(’)dulﬂ

Jon,ap = (20 = 1)mg,

e se o sistema estd na iminéncia de movimento, a forca
de atrito estatico exercida sobre a folha n do grupo da

1
2
3
n-1
@ g| n
n+1
N
fnn,sup
f l fen,sup
b —l
(k) 7 folha n I fe_:
fnn,inf I

Figura 8: (a) Numerac3o das folhas intercaladas na configuracio
apresentada na Fig.. Ha N folhas no grupo da esquerda e
N +1 folhas no grupo da direita. O espacamento entre as folhas
foi introduzido apenas para facilitar a visualizacdo, e a direcdo
do vetor aceleracdo da gravidade estd indicada na figura. (b)
Forcas (além do peso) atuando sobre a folha n do grupo da
esquerda.

21Estamos supondo despreziveis, ou mesmo nulas, as componentes
verticais das forgas exercidas pelos pinos (veja a Fig.) sobre as
folhas do grupo da esquerda.
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esquerda pela folha n do grupo da direita tem médulﬂ

fen, sup = luefnn, sup = (2n - ]‘)l’l’emg (41)
(veja a Fig.[8b).

A forga vertical que sustenta o bloco formado pelas n
primeiras folhas do grupo da esquerda e pelas n primeiras
folhas do grupo da direita tem médulo (veja a Fig.[8b)

fnn, inf — (2n)mg7

e, na iminéncia de movimento, a forga de atrito estatico
exercida sobre a folha n do grupo da esquerda pela folha
n + 1 do grupo da direita tem médulo

fen, inf :uefnn, inf (QTL),uemg. (42)

O equilibrio da folha n do grupo da esquerda
(considerando-se a iminéncia de movimento) nos leva
a igualdade (veja a Fig.)

‘Fn = fen, sup + fen, inf?
sendo F,, a forga exercida pelos pinos (veja a Fig)

sobre aquela folha. Substituindo (41)) e em (43|,
obtemos

(43)

Fn = (4n — 1)pemg.

(44)

A forca F*,... que pde na iminéncia de movimento o
grupo de folhas da esquerda na configuracao apresentada
na Fig. (considere fixo o grupo de folhas da direita) é

entdo, simplesmente,

N N
Fliea = Z Fn = 2(471 — Dpemg.
n=1 n=1
Segue quﬂ
N N
Bl = g [4 (z ) - (z 1) ] ,
n=1 n=1
——
QN N
e, portanto,

F*. . = (2N? + N)pemg.

critica

(45)

O célculo esta feito. Mas é interessante enxergarmos
esta dependéncia quadrética de E¥,, . em relacdo a N a
partir da igualdade

E:}tica = N‘T’ (46)
em que
1 N
F=—=)> F,
v

22Estamos considerando pe constante, representando uma espécie
de valor médio, ja que, no caso de atrito de papel sobre papel, o
valor do coeficiente de atrito estdtico diminui quando aumentamos
o valor da for¢a normal (ou seja, pe é uma funcéo decrescente de
n). Trata-se, portanto, do mesmo tipo de simplificac¢do introduzido
por Alarcén e colaboradores em seu modelo |6] (veja a nota de
rodapé nimero 8).

230bserve que usamos, para o primeiro somatério, a férmula da
soma dos termos de uma progressiao aritmética.
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é a forca média com que as folhas do grupo da esquerda
sdo puxadas (na iminéncia de movimento). Como F,, é
uma fungdo afim de n (veja a igualdade )@ segue
que

— Fi+Fn _ 3pemg + (4N — 1)ucmyg

= (2N + 1)pemyg.

Portanto, essa relacdo afim entre 7 e N leva, através da
igualdade (46)), & relagdo quadratica entre E,, . e N na
igualdade (45). Em outras palavras: a relagio quadratica
entre EX.... e N, em , resulta da existéncia de N
folhas no grupo da esquerda (que esté sendo puxado) e
da relagdo afim entre a forca média F com que as folhas
sao puzadas e N.

Vocé pode facilmente verificar que para N > 10 temos
2N?2+ N =~ 2N? com um erro relativo percentual < 5% (e
para N = 50 o erro relativo percentual é de aproximada-
mente 1%). Assim, considerando que nao trabalharemos
com N < 10, podemos reescrever a igualdade como

(47)

critica

F*.. ~2N%usmg (N >10) ‘

Agora, vamos comparar as igualdades e (47).

O que queremos, na verdade, é comparar as dificulda-
des de se separar duas listas telefénicas com e sem as
lombadas (veja as Figs. e ) Mas esta comparagao
nao é imediata. Veremos por qué.

Em primeiro lugar, lembre-se de que no modelo de
Alarcén e colaboradores ndo é considerado o efeito da
gravidade (por ser supostamente desprezivel — o que
analisaremos ainda nesta se¢do). Assim, ao compararmos
as igualdades e estamos buscando comparar as
dificuldades de se separar as listas com as lombadas, mas
com a gravidade “desligada”, e sem as lombadas, mas
com a gravidade “ligada”.

Lembre-se também de que o modelo de Alarcén e co-
laboradores nio nos fornece uma expressao para a forca
total de atrito F(1) sobre a folha externa (superior ou
inferior) da lista da esquerda, sendo entédo F(1) (como
dizem os autores do PRL [6]) uma condicio de contorno
crucial do problema. Como comentamos na se¢ao ante-
rior, em seu trabalho Alarcén e colaboradores verificaram
que os resultados experimentais obtidos eram bem des-
critos pela igualdade com F(1) = 0,01N, e com o
coeficiente de atrito sendo usado como um parametro
livre para o ajuste da curva E, e = Fliea (@) em cada
série de medigoes, sendo que em cada série foi mantido
fixo o nimero total N de folhas e variada a distancia de
separacao d (veja a Fig.[]). Trabalharemos entdo com
uma daquelas séries: a série N = 100 — tnica para a
qual os autores do PRL informaram, no artigo, o valor
do coeficiente de atrito obtido por ajuste: 0,73 £+ 0,02.

Mas, infelizmente, temos ainda uma dificuldade: em
principio ndo estamos autorizados a usar este valor para
Le na igualdade . A afirmativa de que o valor 0,73
obtido por ajuste para o coeficiente de atrito, para a série

24 Dizemos que y é uma funcio afim de x se y = ax + b, com a # 0.
No caso particular em que b = 0, temos a chamada funcao linear.
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N = 100, representa um valor médio é mais complexa
do que pode parecer a primeira vista. Mesmo para um
determinado valor da distdncia de separacao d, o moédulo
da forga normal sobre uma das faces de uma folha au-
menta no sentido das folhas externas para as folhas mais
centrais de cada lista, e, com isso, diminui o valor do
coeficiente de atrito. Ou seja, mesmo para um d fixo, ndo
ha um valor tinico para o coeficiente de atrito quando
passamos de uma folha para outra. E quando o valor de
d é modificado, a for¢ga normal sobre uma das faces de
uma determinada folha também muda, e isso produz uma
mudanga no valor do coeficiente de atrito para aquelas
superficies em contato. Assim, o valor 0,73 obtido por
ajuste representa uma média ndo para um determinado
valor de d, mas para uma faixa de valores desta varidvel.
Usarmos este mesmo valor para p, na igualdade em
principio néo se justifica. Contudo, podemos trabalhar
inicialmente com tal valor para p. em (e 14 e tam-
bém representa uma espécie de valor médio, ja que a forga
normal aumenta no sentido das folhas superiores para as
inferiores na Fig.[3h, e, portanto, o valor do coeficiente
de atrito estatico entre folhas adjacente diminui nesse
mesmo sentido) e em seguida considerar variagoes de fie,
para mais e para menos, e observar seu efeito sobre o
valor de E*, . (que tem com p. uma relagao linear).
Considerando a densidade padrao (80g/m?) para fo-
lhas de tamanho A4 da marca Inacopia |21]}™| e as di-
mensoes 12cm X 25 cm com que trabalharam Alarcon e
colaboradores, a massa de cada folha usada em seu expe-
rimento é de 2,4g. Assim, fazendo N = 100, pu, = 0,73,
m=24geg=9381 m/s2 em , obtemos
F*

critica

~ 344N,

E e = 344N

350 critica

FrtieaN)

50 60 70 80 EQ 100 110 120 130 140 150
d (mm)

Figura 9: Grafico de Fi.. em funcdo de d, a partir da igualdade
(34), com pe = 0,73, ¢ = 0,1 mm, N = 100 e F(1) = 0,01N.
E apresentado, para comparacio, o valor de F., a partir da
igualdade , com N = 100, pe = 0,73, m = 2/4g e g =
9,81 m/s>. As linhas tracejadas indicam variacdes de 20% sobre
este valor, para mais e para menos, correspondendo a essas
mesmas variacdes percentuais sobre fic.

25Fssas folhas tém espessura de 0,1 mm.
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que é uma forca consideravelmente alta, concorda? Este
valor aparece na Fig.[9] que apresenta o grafico de F;..,
obtido a partir de (34]), para a faixa 50mm < d <
150 mm, com pe = 0,73, ¢ = 0,1 mm, N =100 e F(1) =
0,01 N.

Escolhemos o intervalo [50 mm, 150 mm] para a dis-
tancia de separagdo d porque para a série N = 100
os resultados experimentais no trabalho de Alarcon e
colaboradores [6] sdo apresentados com d variando de
50mm a aproximadamente 225 mm (veja a figura 2 do
PRL), e para d 2 150mm temos valores para F, ;..
muito préximos de zero. Perceba que EX,,.. = 344N s6 é
superada por F. .. para d préximo de 50 mm, mesmo
considerando-se um valor 20% menor para pe no cdlculo

Estamos querendo dizer com isso que o efeito da gravi-
dade, no problema da separacao de duas listas telefonicas
com suas folhas intercaladas, ndo é desprezivel? Nao. O
que estamos dizendo, por enquanto, é que separar dois
grupos de folhas na configuragio apresentada na Fig.[3h
nao é uma tarefa trivial. Vimos que havendo apenas 100
folhas (do tipo usado por Alarcén e colaboradores) em
cada grupo, e considerando p, = 0,73, sdo necessarios
344N de forga, e com 400 folhas em cada grupo obtemos
(mantendo o mesmo valor para o coeficiente de atrito
estdtico)

F*

critica

~ 5500 N,

que é o peso de um objeto de aproximadamente 560
quilogramas! Mesmo reduzindo o valor de p. a metade
(ou seja, fazendo pe = 0,73/2 = 0,365), ainda temos
que FZ . . corresponde ao peso de um objeto de 280
quilogramas. E lembre-se de que estamos considerando
folhas com dimensées 12cm x 25cm, que sdo valores
menores que aqueles para folhas de papel tamanho A4.

Mas nao d4 pra comparar o valor para F’ . acima
com o que prevé a igualdade para apenas 200 folhas,
com fie = 0,73, ¢ = 0,1 mm, d = 50 mm, e F(1) = 0,01 N:

Fen ~ 1,6 x 102N,

que é um valor impensavel; corresponde ao peso de apro-
ximadamente 30 milhdes de elefantes adultos% Con-
tudo, reduzindo o coeficiente de atrito estatico para
te = 0,73/4, e mantendo os valores dos demais para-
metros, obtemos, a partir de ,

Eiiica = 970N,

que é um valor ndo muito maior que 344 N, obtido a partir
de também com N = 200, pe = 0,73/4, m =24ge
g=9,81m/s?

Percebe como a comparacao entre o que preveem as
igualdades (34)) e nao ¢ algo trivial? Além do mais,
a igualdade (34]) ndo foi testada experimentalmente para
valores de F.:.. superiores a 1000N, no trabalho de
Alarcén e colaboradores [6]. Entéo, deve-se ter cautela
nessas comparagoes.

26 Obviamente, as folhas de papel rasgariam muitissimo antes desse
valor ser alcangado (se ele pudesse ser alcancado).
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O que mais nos interessa, aqui, é mostrar que nao
€ correto afirmar, de maneira absoluta, que a gravi-
dade, pressionando as folhas umas contra as outras, tem
efeito desprezivel no problema da separagao de duas listas
telefonicas. Ou seja, mesmo na auséncia do efeito de
amplificacio do atrito descrito mo artigo de Alarcon e
colaboradores, uma forca elevada pode ser necessdria para
se separar dois grupos de folhas na configuracdo apresen-
tada na Fig.[Ja. Verificamos isso experimentalmente, e
os resultados estao apresentados e discutidos na secao
seguinte.

4. Experimento para listas sem as
lombadas, mas sob acao da gravidade

As Figs.|10| a apresentam a montagem experimen-
tal realizada para a medi¢do da for¢a EX,. . que poe
na iminéncia de movimento dois grupos de folhas na
configuragdo ilustrada na Fig.[3h.

Trabalhamos com folhas de papel do tipo vergé, da
marca Infopel, tamanho A4 (21,0 cm x 29,7 cm) e densi-
dade de 180 g/m?, que resultaria em uma massa de 11,2 ¢
por folha. Com o uso de uma balanga digital, medimos
as massas de varias folhas, e obtivemos o valor médio de
11,3 g por folha, com um desvio padrédo de 0,2 g. Também
medimos as espessuras de vérias folhas, com o uso de
um micréometro de 0,01 mm de precisao, e o resultado

trilhos
telescopicos

Figura 10: (a) Montagem experimental relativa a ilustracdo
apresentada na Fig.[3p. (b) Estrutura girada de 90°. Nesta foto
aparecem os trilhos telescopicos que conectam as duas partes da
montagem, e o suporte que fixa uma dessas partes a parede. Um
parafuso central (que n3o aparece na foto) no suporte permite
o giro.
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Figura 11: Pinos atravessando algumas folhas de papel, previa-
mente perfuradas.

garrafdo de
agua mineral

dinamoémetro
digital

Figura 12: (a) Montagem experimental (fotografada pelo lado
oposto ao apresentado nas fotos da Fig.. Detalhes: (b) polia
da direita, (c) dinamémetro digital utilizado e (d) parafuso
atravessando a boca do garrafio, ao qual estd amarrado um dos
fios de nailon trancado.

obtido na maioria das medigoes foi 0,29 mm. A diferenca
de rugosidade entre os dois lados de uma mesma folha de
papel vergé foi observada, e as medigoes foram realizadas
com as folhas dispostas, umas sobre as outras, de modo
que a face mais lisa de uma folha estava sempre em con-
tato com a face mais rugosa de uma folha adjacente (do
outro grupo).

O dinamémetro digital utilizado (veja a Fig.[12k) per-
mite leituras, em uma escala de massa, de até 50 kg, com
precisdao de 5 g na faixa de 0 a 10kg e de 10 g na faixa de
10kg a 50kg. Ele foi previamente testado, com massas
conhecidas, e em todas as medigbes apresentou resultados
de acordo com o esperado.

A forga aplicada sobre a parte da montagem que con-
tém as folhas foi inicialmente variada mudando-se len-
tamente a quantidade de dgua no garrafdo mostrado
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na Fig.[[2h. Enquanto um operador adicionava dgua ao
garrafio (sempre a uma taxa pequena), um segundo ope-
rador observava as leituras no dinamdémetro, ao final
anotando o ultimo valor exibido antes que o sistema
entrasse em movimento (algumas vezes um pequeno mo-
vimento, seguido de um novo estado de repouso, devido
ao fendmeno de “stick-slip”, ou “gruda-escorrega”, citado
na primeira segdo deste artigo). Quando forcas mais altas
foram necessarias, foi posto no garratfdao um pouco de
areia e brita (pedra britada), e entao dgua foi lentamente
adicionada até o sistema entrar em movimento.

A Fig.[13] apresenta as medidas da forca E% .. em
funcdo do nimero N de folhas em cada um dos gru-
pos ilustrados na Fig. (veja também a fotografia na
Fig.). Através de um ajuste da curva F* = cN?
aos dados experimentais, obtivemos ¢ = 0,01538 kgf, o
que nos leva, através da igualdade (47), com m = 11,3 g,
a e = 0,68 |§| Perceba que esse valor corresponde a
uma espécie de média do coeficiente de atrito estatico
entre folhas adjacentes, mas nao para cada valor de N, e
sim para a série N = 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45. Vocé deve
lembrar, trata-se de uma simplificacdo semelhante a rea-
lizada por Alarcén e colaboradores em seu trabalho [6].

O que nos interessa, aqui, é mostrar que a igualdade
se aplica razoavelmente bem aos dados experimen-
tais obtidos e apresentados na Fig.[I3] Observe que foram
necessarios mais de 30 kgf para separar dois grupos com
apenas 45 folhas, cada. Trata-se de uma forca considera-

W
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w
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(kef)
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critica

[
o

o

LI B e B s B B B B B S B N B S B B S B B N B S B |

10 15 20 25 30 35 40 45
N

Figura 13: Medidas de E}.., em funcdo do niimero N de folhas
em cada grupo. As barras verticais correspondem aos desvios
padrdes (foram realizadas 5 medicdes para cada valor de N), e
a linha continua resultou do ajuste da curva E%., = ¢N? aos
dados experimentais. O valor obtido para a constante ¢, através
do ajuste, foi ¢ = 0,01538 kgf.

27 Consideramos mais conveniente o uso, nesta secio, da unidade
quilograma-forca (kgf), em vez de Newton (N). Mas a conversio
de kgf para N é trivial. Por exemplo: 0,01538 kgf = 0,01538 x 9,81
N = 0,151 N.

28 A titulo de comparacdo, um ajuste da curva ¥, . = cN? +
%N (observe a igualdade 1} aos dados experimentais forneceu
¢ = 0,01518 kgf, o que nos leva, através da igualdade , com
m =11,3g, a pe = 0,67, que é um valor muito préximo de 0,68 (as
duas curvas ficam praticamente sobrepostas, na Fig.. Nenhuma
surpresa, ja que para N > 10 temos em uma boa aproximagao

para a expressao em (45).
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vel. Mantendo-se o mesmo valor para pi, € aumentando-se
o numero de folhas em cada grupo para 200, seria neces-
saria mais de meia tonelada-forga para separar os dois
grupos de folhas. Ou seja (e mais uma vez), mesmo na
auséncia do efeito de amplificacdo do atrito descrito no
artigo de Alarcon e colaboradores, uma forca muito ele-
vada pode ser mecessdria para se separar dois grupos de
folhas na configuragio apresentada na Fig.[3a.

Verificamos que girando de 90° a estrutura apresen-
tada na Fig.[I0h, pondo-a na orientagdo apresentada na
Fig.[LOp, os dois grupos de folhas eram facilmente separa-
dos. A forga necessaria a separagao variou de aproximada-
mente 0,5 kegf, para N = 15, a aproximadamente 2,3 kgf,
para N = 45. Essa resisténcia ndo-nula a separagao é
efeito de forgas de adesao entre folhas adjacentes. Mas
nao havendo a forca da gravidade pressionando as folhas
umas contra as outras, a forca necessaria a separacao dos
dois grupos de folhas caiu consideravelmente.

A montagem experimental apresentada nesta secao de-
mandou um esfor¢o consideravel para sua conclusao. Nao
se trata, portanto, de uma atividade que possa ser rapi-
damente preparada por um(a) docente para realizagao
com seus alunos em uma escola ou em uma instituicao
de nivel superior. Contudo, uma montagem bem mais
simples (embora bem menos robusta) foi apresentada em
um artigo publicado em 2017 na revista Physics Edu-
cation [|22|. Sugerimos aos professores interessados na
realizagdo de uma atividade experimental semelhante
a que apresentamos nesta secdo que consultem aquele
artigo. Contudo, deve-se estar atento a andlise simplista
que os autores fizeram dos resultados experimentais obti-
dos. O maior problema é que para cada série de medigoes,
os autores tentaram ajustar uma linha reta as medidas
da forca necessaria a separacao dos dois grupos de fo-
lhas, em func¢do do ntimero total de folhas. Ou seja, ndo
consideraram nem a expressao obtida por Alarcon
e colaboradores no PRL [6] — artigo que eles citam —,
nem fizeram uso de uma expressao que desenvolveram,
equivalente a que temos na igualdade .

5. Conclusao

Neste trabalho, analisamos em detalhes o problema da se-
paracao de duas listas telefonicas com folhas intercaladas,
dando especial atengao a um modelo tedrico desenvolvido
por uma equipe de fisicos e publicado, juntamente com
resultados experimentais, em uma conceituada revista
cientifica [6]. Acreditamos ter contribuido para tornar
aquele modelo compreensivel a um universo maior de
estudantes, exigindo dos mesmos apenas uma formacao
bésica em mecéanica newtoniana e calculo diferencial e
integral, tipica do primeiro ano de um curso de graduagao
em fisica ou engenharia.

Também propusemos uma modificacdo naquele pro-
blema, dispondo os dois grupos de folhas perpendicu-
larmente ao vetor aceleracao da gravidade e em uma
configuracao (veja a Fig.|3p) que equivale a retirada das
lombadas das listas. Mostramos — tedrica e experimental-
mente — que, ao contrario do que o artigo supracitado [6]
parece sugerir, mesmo sem o efeito de amplificacdo do
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atrito (que nao existe na configuragdo apresentada na
Fig.) a separagao dos dois grupos de folhas pode exigir
forcas de intensidades elevadas.
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