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Nesse artigo serão analisadas as condições para que ocorra a perda de contato entre uma partícula e a
superfície em um loop circular vertical. Esse problema é tradicionalmente exposto em livros de física básica,
e aqui apresentaremos três abordagens distintas para sua solução. Para tal serão utilizados apenas conceitos
matemáticos fundamentais, sem utilizar resultados do calculo diferencial. Mostraremos que embora essa análise
seja fundamentada em noções intuitivas, ela é equivalente a que é tradicionalmente exposta em livros texto,
quando estas são analisada em um nível matemático mais elementar. Discutiremos um caso onde uma abordagem
semelhante a apresentada aqui conduz a uma falsa conclusão.
Palavras-chave: cinemática, movimento circular.

In this work, we will analyze the condition to a particle leave the contact with a vertical circular loop. This is a
typical problem shows in textbooks of Physics, here we will present three different forms to solve it. For that,
we will use only fundamental math concepts, it means without use differential calculus. We will show you that,
although this analysis is been constructed in intuitive principles, it is equivalent to what is traditional show in
textbooks. Overall we will discuss a special case, where a similar deduction of ours leave a false conclusion.
Keywords: kinematics, circular motion.

1. Introdução

Uma partícula realizar uma volta completa na parte in-
terna de um percurso em forma de loop pode parecer
algo contra-intuitivo, tanto que durante anos este pro-
cedimento foi utilizado como atração circense. No topo
da trajetória, por exemplo, o objeto está, momentanea-
mente, preso à superfície em uma posição invertida (de
cabeça para baixo) e ainda assim sem cair. Uma situa-
ção que não ocorreria no caso estático. Dessa forma esse
exemplo é interessante para expor os alunos às ideias que
fundamentam a mecânica newtoniana.

Veículos tentando completar um percurso em uma
pista desse formato forneceram uma curiosa fonte de
entretenimento para seres humanos ao longo do tempo.
Varias tentativas de realizar esse feito foram postas em
prática, tanto usando motos, carros ou seres humanos. É
uma evidência empírica que se a velocidade do veículo for
grande o suficiente ao longo da trajetória ele conseguirá
completar a volta, caso contrário ele perderá contato com
a superfície.

Movimento de pessoas sobre toboáguas ou de veículos
sobre pistas com declives acentuados são exemplos de
situações onde, pelo menos localmente, podemos assumir
que o movimento ocorre na parte exterior de um loop. A
análise desse movimento é análoga a da situação descrita
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anteriormente. No entanto nesse caso a velocidade do
objeto em movimento deverá ser baixa o suficiente para
que ele não perca contato com a superfície.

Analisar a dinâmica em cada um desses casos é um
problema de fácil tratamento matemático se assumirmos
que o movimento ocorre ao longo de um loop circular
vertical. Para isso basta analisar o sistema sobre a ótica
da mecânica newtoniana, através dos conceitos de força
normal e de aceleração centrípeta ( [1]), ou do formalismo
Lagrangiano aplicado a um sistema sujeito a forças de
vínculo ( [2]).

Uma interessante abordagem a esse problema foi apre-
sentada em [3]. A velocidade crítica na qual a partícula
está na iminência de perder o contato com o loop foi
obtida a partir de considerações geométricas, utilizando
os conceitos de série de Taylor e raio de curvatura. Em [4]
foi apresentada uma abordagem semelhante. A expressão
para a força centrípeta foi construída usando a noção
intuitiva de limite, e a partir dela é trivial determinar a
velocidade crítica em questão.

No presente artigo essa velocidade crítica, vc, será
determinada partindo da hipótese de que as trajetórias
circular e parabólica são localmente semelhantes em torno
do ponto onde ocorre a perda de contato com o loop.
Para dar um significado mais preciso para a noção de
semelhança local entre as trajetórias serão usados apenas
conceitos matemáticos fundamentais, como o da noção
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de limite de uma função contínua e de funções trigonomé-
tricas, além de elementos da geometria euclidiana, como
o da congruência de ângulos em triângulos isósceles.

Uma abordagem desse tipo é relevante do ponto de
vista didático, pois é baseada na noções de limite, con-
ceito que fundamenta as ideias do cálculo diferencial
e às quais os alunos de semestres inciais estão sendo
apresentados.

A velocidade crítica para que ocorra a perda de contato
será determinada de três maneiras distintas na seção 2 e
na seção 3 serão apresentadas algumas conclusões.

2. Velocidade crítica para existência de
contato

Nessa sessão iremos determinar a velocidade crítica, vc,
na qual uma partícula que move-se ao longo de um loop
circular vertical está na iminência de perder contato com
a superfície. Os argumentos usados nas três abordagens
apresentadas a seguir baseiam-se em ideias intuitivas,
envolvendo noções geométricas e de cinemática.

2.1. Abordagem Trigonométrica

A figura 1 representa uma partícula em movimento em um
loop circular vertical, em trajetória circular e parabólica,
traços negro e vermelho, respectivamente.

Na figura o ponto A representa o topo da trajetória,
onde a partícula possui uma velocidade ~v que, por hipó-
tese, é tangencial à trajetória parabólica naquele ponto.
Assuma agora que a partícula não está em contato com o
loop e que sua velocidade é tal que ela passa pelo ponto
B, pertencente também à circunferência em questão. As-
sim, se o tempo que ela demora para ir de A até B é
t1, separando os movimentos em eixos e aplicando as
equações horárias, tem-se que CB = vt1 e AC = 1

2 gt2
1.

Figura 1: Partícula na iminência de perder contato com um loop
vertical quando está no topo da trajetória. A curva em vermelho
representa uma trajetória parabólica.

Já para o triângulo ABC conclui-se que

tgβ = AC

CB
= g

2v
t1. (1)

Suponha agora, que a partícula move-se entre os pontos
A e B em trajetória circular e com velocidade constante
v. Sendo assim, esse percurso ocorre em um tempo t2
dado por

t2 = R∆θ

v
. (2)

Da figura 1 conluímos que quando ∆θ → 0, a hipótese
de que B pertença a ambas trajetórias implica em uma
igualdade entre as curvas em torno de A. Fisicamente fa-
lando, nessa situação, a trajetória não é mais influenciada
pelo loop e assim a partícula está na iminência de perder
contato com o mesmo. Iremos a seguir obter vc como
a consequência da semelhança local entre as trajetórias
circular e parabólica em torno do ponto A.1

Como estamos supondo que a velocidade é a mesma
para ambas trajetórias, temos que t1 = t2, e assim a
equação (1) pode ser escrita como

tgβ = gR∆θ

2v2
c

, (3)

igualdade que é válida quando ∆θ → 0, situação em que
v = vc.

O triângulo OAB é isósceles, logo os ângulos CÂB e
AB̂O são congruentes. Considerando ainda o teorema da
soma dos ângulos internos [5] para os triângulos ABC
e OBC, é trivial mostrar que β = ∆θ

2 . E assim β → 0
quando ∆θ → 0, de forma que tgβ → ∆θ

2 , ou seja, foi
utilizado aqui a propriedade da função tangente para
ângulos muito pequenos, e nessas circunstâncias decorre
da equação (3) que

v =
√

Rg. (4)

Quando o movimento ocorre na parte interna do loop,
vc passa a ser a velocidade mínima que a partícula deve
apesentar para permanecer em contato com o topo do
loop. Já se o movimento ocorre na parte externa, vc é
a velocidade máxima que a partícula pode possuir sem
que ela perca o contato com a superfície naquele ponto.

Pode-se determinar vc para outras posições ao longo
do loop procedendo de forma análoga. Essa situação está
representada na figura 2, onde a posição na qual ocorre a
perda de contato com o loop está representada pelo ponto
A. Definindo que a trajetória entre A e B ocorre durante
um intervalo de tempo t3 e que é parabólica, é possível
escrever AC = [v(θ) senθ]t3 e CB = [v(θ) cos θ]t3 − 1

2 gt2
3,

onde foi assumido que o vetor velocidade é tangente a
trajetória circular em A. Novamente foi utilizado as equa-
ções horárias e separando o movimento em componentes.
Assim,

1Nesse momento cabe ressaltar a análise envolvendo a expansão
em serie de Taylor apresentada em [3].
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Figura 2: Partícula na iminência de perder contato com um loop
vertical quando está em um ponto arbitrário da trajetória.

tgβ = AC

CB
= [v(θ) senθ]t3

[v(θ) cos θ]t3 − 1
2 gt2

3
. (5)

Se a trajetória entre esses pontos for circular, e ocorrer
em um tempo t4 dado por

t4 = R∆θ

v(θ) . (6)

Aqui também o triângulo OAB é isósceles de base AB,
de forma que φ + β = π

2 − φ + θ, onde φ = π
2 − θ − ∆θ.

Dessa igualdade conclui-se que β = θ + ∆θ
2 e fazendo

t3 = t4, condição para pequenos ângulos, conclui-se que

vc(θ) =
√

Rg senθ, (7)

que é válida para 0 < θ < π. Já quando π < θ < 2π
temos situações que são bastante diretas, isto é, caso o
movimento ocorra na parte interna do loop, a partícula
não perde contato com a superfície independente de sua
velocidade. Por outro lado, caso o movimento ocorra
na parte externa do loop, ela não está em contato com
a superfície independente de sua velocidade. Assim em
ambas situações não existe vc(θ).

2.2. Abordagem Geométrica

Quando a partícula perde contato com o loop seu movi-
mento deixa de ser descrito por uma trajetória circular,
representada pela função yc(x), e passa a ser descrito
por uma trajetória parabólica, representada pela função
yp(x). Desta forma é possível determinar vc analisando
a diferença vertical entre essas duas curvas na região
próxima de onde ocorre a transição. Para tanto, parte-se
das duas hipóteses abaixo:

(I) As trajetórias se intersectam no ponto I1 = yc(x) ∩
yp(x) = (0, R)

(II) Em I1 a partícula cuja trajetória é parabólica pos-
sui velocidade tangente à circunferência.

Nessas condições, e seguindo o sistema de referência
estabelecido na figura 3, é possível escrever

yc =
√

R2 − x2

yp = R − 1
2

( g

v2

)
x2,

(8)

Essas trajetórias são mostradas na figura 3, onde as
linhas tracejadas em vermelho representam possíveis tra-
jetórias parabólicas, já a linha contínua em negro repre-
senta a trajetória circular.

Afim de analisar a diferença vertical entre entre essas
trajetórias em torno de I1 define-se a função:

S2(x) = y2
p − y2

c =
(

g2

4v4

)
x4 +

(
1 − Rg

v2

)
x2, (9)

que é um indicativo da distância vertical entre as cur-
vas. Embora as mesmas conclusões poderiam ser obtidas
caso fosse definido simplesmente a diferença entre as cur-
vas, S(x) = yp − yc, a análise que se segue se torna mais
simples, do ponto de vista algébrico, se considerarmos a
função S2(x).

Para tanto tem-se que analisar o comportamento da
função S2(x) quando x → 0. Fazendo x = δx 6= 0 e
desprezando o termo de ordem mais elevada do que
quadrática em (δx) da equação (9) obtém-se:

S2(δx) =
(

1 − Rg

v2

)
(δx)2, (10)

que se anula quando v = vc =
√

Rg. Ou seja, se v = vc

temos S2(δx) ≈ 0 e portanto y2
p ≈ y2

c até que termos de
ordem cúbica em δx se tornem relevantes.

Figura 3: Trajetória circular sobreposta a segmentos de trajetó-
rias parabólicas. Os pontos I1 e I2 representam a intersecção
das curvas. As parábolas foram geradas assumindo v = 0.45vc e
v = 1.35vc em ambos casos.
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Para determinar vc em um ponto arbitrário do loop
vamos supor que as hipóteses I e II são válidas no ponto
I2 = (R cos θ, R senθ). Isto é, que a partícula está inici-
almente em I2, em movimento parabólico, e com velo-
cidade tangencial a circunferência ~v = (v senθ, −v cos θ).
Nesta circunstância o vetor posição da partícula é ~r(t) =
(x(t), y(t)) = (R cos θ + (v senθ)t, R senθ − (v cos θ)t −
1
2 gt2), e definindo x = R cos θ + δx, a equação da traje-
tória é dada por:

yp(δx) = R senθ − cot θ(δx) −
( g

2v2 sen2θ

)
(δx)2 (11)

Definindo a função S2(δx) de forma análoga a anterior,
conclui-se que:

S2(δx) =
(

1
sen2θ

− Rg

v2 senθ

)
(δx)2, (12)

onde novamente os termos de ordem mais alta do que
quadráticos em δx foram desprezados. Logo se v = vc =√

Rg senθ, S2(δx) ≈ 0 até que esses termos se tornem
relevantes.

2.3. Abordagem Algébrica

A velocidade crítica para o topo do loop pode ser de-
terminada facilmente a partir da equação da parábola
definida pela equação (8). A velocidade v é determi-
nada da condição de que B, conforme notação mos-
trada na figura 1, pertença a circunferência. A condição
yp(x = R sen∆θ) = R cos ∆θ fornece:

v =
√

gR

[
sen∆θ√

2(1 − cos ∆θ)

]
. (13)

A velocidade crítica vc é tal que, localmente, as traje-
tórias são iguais. Para que isso ocorra basta que ∆θ → 0,
e assim:

vc = lim
∆θ→0

{√
gR

[
sen∆θ√

2(1 − cos ∆θ)

]}
=

√
gR. (14)

3. Conclusão

Nesse artigo demonstramos que a condição para que uma
partícula perca contato com um loop circular vertical
pode ser obtida a partir de argumentos de matemática bá-
sica. As três análises apresentadas buscaram estabelecer
uma semelhança local entre as duas trajetória conside-
radas. Como esse objetivo elaboramos construções que,
embora tenham tornado a definição de semelhança lo-
cal intuitiva, a manteve imprecisa do ponto de vista
matemático.

Quando escrevemos a equação da trajetória na forma
da equação 11 estamos assumindo que o vetor velocidade
associado a trajetória parabólica é tangencial a circunfe-
rência no ponto I2. Essa mesma hipótese foi assumida
nas outras duas abordagens apresentadas aqui.

De fato, sejam ~vp = (ẋp, ẏp) e ~vc = (ẋc, ẏc) os vetores
velocidade associados, respectivamente, a trajetória para-
bólica e circular. Temos, por hipótese que ~vp ‖ ~vc, sendo

trivial mostrar que

dyp

dxp
= dyc

dxc
⇔ ẏp

ẋp
= ẏc

ẋc
⇔ ~vp ‖ ~vc. (15)

E dessa forma, a hipótese II é equivalente a assumir
que em I2

dyp

dxp
= dyc

dxc
, (16)

assim as hipóteses I e II são as mesmas necessárias
para construirmos os dois primeiros termos da Série de
Taylor ( [6]) de yc em torno de I2. A velocidade vc pode
ser obtida assumindo que em I2 devemos também ter

d2yp

dxp
2 = d2yc

dxc
2 (17)

que do ponto de vista geométrico, corresponde a uma
igualdade entre as curvaturas das funções yc e yp em I2.
Do ponto de vista cinemático, esta condição é equiva-
lente a uma igualdade entre as acelerações associadas as
trajetórias em questão no ponto I2. Do ponto de vista da
dinâmica essa condição equivale a uma igualdade entre
as Forças Centrípeta e Gravitacional. É possível mostrar
que as três análises apresentadas aqui convergem para a
condição estabelecida pela equação (17). Nesse contexto
uma definição precisa de semelhança local entre as traje-
tórias é a da igualdade entre os 3 primeiros termos da
série de Taylor das funções yp e yc em torno de I2.

Embora não tenhamos apresentados nenhum argumen-
tos nesse sentido durante as soluções apresentadas na
seção 2, é sempre importante buscar um significado físico
que justifique alguma condição construída a partir da
ideia de semelhança local entre trajetórias. Dessa forma
não corremos o risco de obter conclusões corretas a partir
de argumentos espúrios. Na análise conduzida em [3] por
exemplo, vc foi determinada a partir da condição esta-
belecida pela equação (16), que é justamente uma das
hipóteses adotas para escrever as equações (11), análogas
a apresentadas pelo autor. Embora a conclusão obtida
tenha sido correta ela não é consequência dos argumentos
apresentados em sua análise, visto que, implicitamente,
fica subentendido uma divisão por zero.
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