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O movimento de particulas-teste pode ser analisado usando-se as ferramentas da Teoria da Relatividade Geral.
Algumas verificacoes classicas desta teoria envolvem trajetérias de particulas-teste no espaco-tempo esfericamente
simétrico associado & solugdo de Schwarzschild. Um outro espaco-tempo com esta simetria é o descrito pela
solucdo de Reissner-Nordstrom, associada a uma distribuigdo esférica de massa e carga elétrica como, por exemplo,
um buraco negro carregado. Neste espago-tempo, analisamos o movimento de particulas livres, as quais seguem
geodésicas, e de particulas com carga elétrica que, portanto, interagem eletricamente com o objeto central.
Palavras-chave: Espacos-Tempos Esfericamente Simétricos, Solucdo de Reissner-Nordstrom, Geodésicas, Traje-
torias de Particulas.

Test-particles motion can be analyzed using the tools of the Theory of General Relativity. Some classical
verifications of this theory involve test-particles trajectories in the spherically symmetric spacetime associated to
the Schwarzschild solution. Another spacetime with this symmetry is the one described by the Reissner-Nordstrém
solution, associated to a spherical distribution of mass and electric charge as, for instance, a charged black hole.
In this spacetime, we analyze the motion of free particles, which follow geodesics, and of particles with electric
charge, which, therefore, interact electrically with the central object.

Keywords: Spherically Symmetric Spacetimes, Reissner-Nordstréom Solution, Geodesics, Particles Trajectories.

1. Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) descreve a gra-
vitacdo de maneira intrinsecamente relacionada a geo-
metria do espago-tempo. Por sua vez, a geometria do
espago-tempo é descrita por um campo tensorial, deno-
minado tensor métrico, ou, simplesmente, métrica. O
tensor métrico é determinado pelo contetido de matéria
e energia presente no espago-tempo, por meio das equa-
¢oes de campo da TRG (também chamadas de equagoes
de campo de Einstein ou, simplesmente, equagoes de
Einstein).

Hans Jacob Reissner e Gunnar Nordstrom, em 1916 [1]
e 1918 [2], respectivamente, obtiveram de forma inde-
pendente uma solucao exata das equagoes de campo de
Einstein. A solugdao de Reissner-Nordstrom (RN), como
ficou conhecida, descreve o espago-tempo ao redor de
uma distribuigao esfericamente simétrica com massa e
carga elétrica possuindo, portanto, um campo elétrico
diferente de zero. No cendrio em que a carga elétrica é
zero, a solugdo de RN se reduz a solugao encontrada pelo
fisico e astronomo alemao Karl Schwarzschild e publicada
em 1916 [3]. A solugdo de Schwarzschild, associada a uma

*Endereco de correspondéncia: crispinoQufpa.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

fonte puntual de matéria, foi a primeira solugao exata
das equagoes de Einstein. (Para uma revisao histérica da
solugdo de Schwarzschild, ver, e.g., Ref. [4].)

As solugoes de RN e Schwarzschild, além de descreve-
rem o espago-tempo exterior a uma distribuicao esférica
de massa, com ou sem carga elétrica, respectivamente,
também podem descrever o espago-tempo de buracos
negros estaticos com simetria esférica. Um buraco ne-
gro possui uma fronteira de nao retorno, a qual é uma
hipersuperficie nulaEl7 denominada horizonte de eventos.

O buraco negro de RN é uma solucao mais geral que
a de Schwarzschild e pode apresentar um ou dois hori-
zontes: um horizonte de eventos (mais externo) e outro,
denominado de Cauchyﬂ (mais interno), assemelhando-se
a estrutura dos horizontes nos buracos negros de Kerr,

1Uma hipersuperficie é nula se um vetor ortogonal a ela é nulo
(neste caso, é também um vetor tangente a ela) [5,/6).

2 O horizonte de Cauchy é uma hipersuperficie nula e o futuro de
um observador que a atravessa ndo é determinado pela sua historia
fora deste horizonte |5,|7,/8]. Entretanto, pequenas perturbagdes
de campos-teste na geometria de RN (e.g. perturbagdes do campo
eletromagnético) se tornam singulares no horizonte de Cauchy [9].
Acredita-se que tais instabilidades nos campos-teste sejam reflexo
de que o horizonte de Cauchy se torna uma singularidade intrinseca,
quando a teoria ndo-linear completa é considerada [10].
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tidos na literatura como os buracos negros mais comuns
na natureza. O objeto compacto no centro da Via Lactea
é um candidato a um buraco negro girante supermas-
sivo [11]. Recentemente, a coleta de dados de uma rede
de radiotelescépios, espalhados ao redor do globo, pos-
sibilitou a observagao da sombra de um buraco negro
supermassivo, com mais de seis bilhoes de massas solares,
a aproximadamente 53 milhdes de anos-luz de distancia
de nds, no centro da galdxia M87 [12417]. (Mais detalhes
sobre sombras de buracos negros podem ser encontrados
na Ref. [18].)

Muitas caracteristicas do espago-tempo podem ser ana-
lisadas estudando o movimento de particulas-teste. Algu-
mas verificacoes classicas da TRG envolvem trajetorias
de particulas-teste: (¢) a precessao do periélio do planeta
Merctrio, cujos dados observacionais foram usados para
checar a consisténcia da TRG [19,120]; (i) a deflexdo
da luz que passa préximo ao Sol, fend6meno que foi ori-
ginalmente medido a partir de observagoes no Brasil e
na costa oeste africana, em 1919, durante um eclipse
Solar |21—23]ﬂ (ii7) o redshift (desvio para o vermelho)
gravitacional, que foi medido com sucesso primeiramente
por R. V. Pound e G. A. Rebka em 1960 [25]@ Nestas
verificagbes, pode-se considerar, com boa aproximacao,
que os objetos-fonte encurvam o espago-tempo de acordo
com a solucao de Schwarzschild.

Trajetérias de particulas em espagos-tempos de bu-
racos negros foram estudadas de forma abrangente na
literatura. Em particular, no caso do espago-tempo de
RN, destacamos as Refs. [27H29] e, para uma abordagem
detalhada das érbitas circulares de particulas carregadas
neste espago-tempo, destacamos as Refs. [30,31]. Neste
artigo, como uma proposta de abordagem acessivel a um
publico com conhecimento bésico da TRG, exploramos
a geometria de RN estudando as trajetérias geodésicaﬁﬂ
e as trajetérias de particulas carregadas neste espago-
tempo.

O restante deste trabalho é composto da seguinte ma-
neira: Na Secéo [2] descrevemos o espago-tempo esferica-
mente simétrico de um buraco negro carregado e estatico.
Na Secao |3 analisamos as equagbes de movimento para
particulas livres neutras (geodésicas) e para particulas
carregadas e discutimos alguns aspectos das trajetorias,
tais como sua estabilidade. Na Secéo |4l tratamos das

3Este teste também foi proposto na Ref. [24], na qual o encur-
vamento da trajetéria de uma onda eletromagnética é verificado
enviando ondas de raddio da Terra para Vénus ou Mercurio, quando
ambos passam por detrds do Sol.

40 redshift gravitacional foi verificado recentemente por Abuter et
al. [26] na érbita de uma estrela no entorno do objeto compacto no
centro da galdxia Via Lactea (Sagittarius A*). Conforme a estrela
aproxima-se de seu periastro (/= 120 unidades astronémicas), ponto
da trajetoria onde o campo gravitacional do astro se torna mais
intenso, um aumento no comprimento de onda de seu espectro de
emissdo € observado.

50s caminhos seguidos por particulas livres sio geodésicas do
espago-tempo. As geodésicas tipo-tempo sdo as trajetérias de par-
ticulas massivas (e sem carga elétrica, no caso do espago-tempo de
RN) e as geodésicas nulas (tipo-luz) sdo as trajetérias de particulas
nao-massivas.
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Orbitas circulares. Na Secéo |5 analisamos as trajetérias
de particulas-teste no espago-tempo de RN, assim como
alguns aspectos da secdo de choque de absorcao de um
buraco negro carregado, no limite geométrico. Na Se-
¢do [6] apresentamos nossas discussoes finais. Adotamos
unidades geometrizadas nas quais a velocidade da luz ¢
e a constante gravitacional newtoniana G sdo definidas
iguais & unidade e consideramos a assinatura (+, —, —, —)
para a métrica do espaco-tempo.

2. O Espaco-Tempo de
Reissner-Nordstrom

Nesta Secdo, apresentamos um resumo sobre espagos-
tempos esfericamente simétricos e permeados por um
campo elétrico estatico, abordando algumas das suas
propriedades principais.

As equagbes de Einstein, em um espago-tempo que
possui um campo elétrico, podem ser escritas com

1
R;u/ =2 <Fu,\Fy)\ - 4guuF)\aF)\g) ) (1)

onde F),, sdo as componentes covariantes do tensor ele-
tromagnético (36, R, sdo as componentes do tensor de
Ricci e g, sdo as componentes da métricaﬂ

As componentes F),, se relacionam com o quadrivetor
potencial A, por [36]

F,, =0,A, —0,A,. (2)

As equagoes de Maxwell néo triviaiﬂ na regiao sem
fonte, sdo dadas por

v, = 0. (3)

Supondo que tanto a métrica quanto o campo eletro-
magnético possuem simetria esférica, é possivel resolver
o sistema dado pelas Egs. e , obtendo-se as com-
ponentes A, a saber [8,33)35]:

%, A =A9g=A44,=0, (4)

At =
em que ) é a carga (em unidades gaussianas) da fonte
elétrica e gravitacional (uma estrela carregada ou um
buraco negro carregado, por exemplo).

O elemento de linha da solucao de RN pode ser escrito
como

b
f(r)

6 Assumimos que o leitor possui conhecimentos bésicos da dlgebra
tensorial e variedades riemannianas. Como bibliografia para esses
temas, podemos citar as Refs. [5}/6,8l32-35].

7Os indices de letras gregas variam de 0 a 3, e denotam as quatro
coordenadas. O indice 0 representa a coordenada temporal e os
indices de 1 a 3, as coordenadas espaciais.

8 As equacbes de Maxwell dadas por ViaFuy = 0 séo automatica-
mente satisfeitas por F,,, dado pela Eq. .

ds® = f(r)dt2 — dr? — r2(d02 + sin? 9d¢2), (5)
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em que

=(- 05 o

MZ = Q2. (7)

A quantidade M é a massa da fonte gravitacional. Nos
cenarios em que a solugao ¢ véalida para todor > 0 e
M? > Q?, temos um espacgo-tempo de um buraco negro
carregadﬂ Neste caso, 4 é a posicao radial do horizonte
de eventos e r_ a posic¢do radial do horizonte de Cauchy.
No caso em que o buraco negro é descarregado (|Q| — 0),
temos os limites r— — 0 e r; — 2M. No caso em que
o buraco negro é extremamente carregado (|Q| — M),
temos os limites r§ — M.

O sistema de coordenadas usado na Eq. é problema-
tico nas posigoes em que f(r) = 0 (sobre os horizontes).
Ja em r = 0, hd uma singularidade intrinseca, como
mostra o escalar de Kretschmann [37], qual seja

com
ry =M+

8(7Q* — 12MQ?r + 6M?1?)

KQ = Rlu‘upa'R’“/po- = ’[“8

(®)
onde pra sdo as componentes covariantes do tensor
de Riemann e Kg é o escalar de Kretschmann para o
espaco-tempo de RN.

Na regido r < 7Q%/12M, o escalar de Kretschmann é
maior para |@Q| # 0, se comparado com o caso em que
|Q| = 0. Isto é devido & contribui¢do negativa da carga
Q para o escalar K, como ilustrado na Fig. [T

Analisando as geodésicas radiais nulas, para as quais
ds = df = d¢ = 0, no elemento de linha dado pela
Eq. , podemos construir um diagrama dos cones de

,,,,,,,,,, Log+,001(Kzo,8m)
...... Log4,001(Ko)

10*

r’'M

Figura 1: Escalar de Kretschmann K¢, dado pela Eq. , para
espacos-tempos com |Q| = 0 (Schwarzschild) e com |Q| = 0,8M
(RN), e a contribuic3o da carga elétrica, K+o,sm — Ko, que é
negativa para r 2 0,37M.

9Se o objeto central for uma estrela carregada eletricamente, por
exemplo, entdo o espago-tempo no interior da estrela nio é descrito
pela solucdo de RN. Neste caso, a solugdo dada pela Eq. é
valida somente para r > Testrela, €M qQUE Testrelq € a Posigdo radial
da superficie da estrela.
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luﬂ do espago-tempo de RN, nas coordenadas t e r.
Omitindo as coordenadas angulares 6 e ¢, os cones de
luz sdo construidos a partir da intersecao das geodésicas
tipo-luz ingoing (que tendem a entrar no buraco negro)
e outgoing (que tendem a sair do buraco negro), como
ilustrado na Fig. [2| de forma que dentro do cone de luz
residem os caminhos tipo-tempo.

Da Fig. |2, podemos observar que, em decorréncia do
fato de o espaco-tempo ser assintoticamente plano, para
valores de r > r, as geodésicas tipo-luz se aproximam de
retas com inclinagdo de £45°, como ocorre globalmente
no espago-tempo plano minkowskiano, para o sistema
de coordenadas correspondente. Para um observador es-
tatico no infinito espacial: (i) as geodésicas demoram
um tempo infinito para cruzar o horizonte de eventos,
(ii) um raio de luz que emerge do horizonte de eventos
sofre um “redshift infinito”, e (iii) um objeto massivo que
cai no buraco negro parece diminuir sua velocidade a
zero a medida que se aproxima do horizonte de eventos.
(Estas conclusdes estdo associadas ao sistema de coorde-
nadas naturais deste observador estdtico no infinito.) No
entanto, uma particula massiva que cai em direcdo ao
buraco negro atravessa o horizonte em um valor finito
de seu tempo préprio. Dentro da hipersuperficie r = r,
todas as trajetérias tipo-tempo e nulas sdo obrigadas a
seguir na diregdo de r = r_. A singularidade é uma linha
tipo-tempo e as geodésicas, exceto as geodésicas radiais
nulas, terminam antes de alcancar a singularidade [g].

3. Equacgoes de Movimento de
Particulas-teste

Nesta Secdo, analisamos as trajetérias geodésicas tipo-
tempo (tipo-luz ou nula) no espago-tempo de RN, que sdo
as Orbitas de particulas massivas (ndo-massivas) livres

GRS
RS
IR
N RRRREL
INRRRLEL
RRQLEES

o

Il

de RN, descrito pela Eq. , com as coordenadas angulares
suprimidas. Nesta figura, escolhemos |Q| = 0,8 M.

S
S
.,

OSS

ct

%

100 cone de luz, para um dado evento, é o conjunto de caminhos
possiveis no espago-tempo que podem ser seguidos por particulas
ndo-massivas e que passam pelo evento em questao.
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e, portanto, neutras. Analisamos também as trajetérias
de particulas eletricamente carregadas. Consideramos
particulas—test@ massivas, com massa de repouso m
e carga elétrica ¢. Nossa andlise inclui o caso |Q| = 0
(espago-tempo de Schwarzschild).

As particulas carregadas interagem gravitacional e ele-
tricamente com o buraco negro carregado. A lagrangiana
para uma particula carregada, na presenca do quadrivetor
potencial A, pode ser escrita como [8,30] |E|

1 dx* dz¥  q dxt
L1, dnde a, dat
29 N An T m )

onde A\ é um parametro aﬁm@
Por meio das equagoes de Euler-Lagrange [40], a saber

oL _d (9L
oxc  d\\oi° ) 7
obtemos a equacao de movimento de uma particula car-

regada, que sofre a agdo da forga de Lorentz, no espago-
tempo de RN, qual seja

(10)

Azt dx? dzx° q dx”
—_— = = FH, 11
dX2 PTAN dX mF YA (11)
Os simbolos de Christoffel I'*,, sdo dados por |5/6,(8,/32
35).

Fﬂpo = % s (8;)9/\0 + &rgp/\ - a)\gpo—) .

Na Eq. (11)), com A4, dado pela Eq. [{), se ¢@Q = 0,
recobramos a equagdo da geodésica; e se q@Q # 0, as
particulas nao seguem geodésicas do espaco-tempo. A
interagao entre as cargas elétricas do buraco negro e da
particula-teste, expressa pelo lado direito da Eq. ,
altera as trajetorias das particulas-teste.

Devido a simetria do espago-tempo de RN, existem as
seguintes quantidades conservadas:

(12)

. E : l
p=f(r)i+-—=— e py=—r’sin®0p=——,
mr - m m,
(13)

HUma particula-teste é aquela que nio influencia a geometria do
espago-tempo no qual se move. Além disso, assumimos que o
sistema nao perde energia pela emissdo de ondas gravitacionais ou
eletromagnéticas [38|.

12 A lagrangiana relativistica para uma particula carregada, na ver-
dade, tem a forma

dxH dxv dxt
L=—my/gu 4,2
A T Ty

A agdo, S = f Ld\, proveniente da lagrangiana acima, é invariante

por reparametrizagdo, isto é, sob a transformacao A — X\ (M) [39)].
Isto nos permite escrever uma lagrangiana modificada, dada pela
Eq. @, a qual é mais conveniente para calcularmos as equagoes
de movimento, as mesmas associadas a lagrangiana original. A
lagrangiana @D pode ser encontrada nas referéncias classicas sobre
o tema (cf. Eq. (103) do capitulo 5 (p. 224) da Ref. 8] e Eq. (3)
da Ref. [30]).

3Dada uma curva geodésica x#(\), o pardmetro A é dito afim se
o vetor tangente a curva, em relacdo ao pardmetro A, é o mesmo
em todos os pontos ao longo da curva, i.e. o vetor tangente é
paralelamente transportado ao longo da curva [32,35].
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onde o ponto sobre as letras denota diferenciacado em
relacdo ao pardmetro afim \. As quantidades E/m e
[/m sdo interpretadas como a energia e a magnitude do
momento angular da particula por unidade de massa,
respectivamente, medidas por um observador estatico no
infinito. Temos também a constante devido a normaliza-
¢ao da quadrivelocidade ao longo do movimento, dada
por
. dz* dz”
T ImTaN an
No caso de particulas massivas, podemos adotar o tempo
proprio 7 (tempo medido no referencial instantaneamente
em repouso da particula) como pardmetro afim \ e, por-
tanto, teremos € = 1 nas unidades adotadas|"] Para
particulas ndo-massivas, temos que € = 0. Notemos que a
Eq. , com g = 0, continua sendo vélida para particu-
las ndo-massivas, desde que as substitui¢cées E/m — E
e [/m — [ sejam feitas. Portanto, a menos que assumido
o contrario, as equagoes das Secoes [3| e |4l vilidas para
trajetorias de particulas massivas, sdo também validas
para particulas ndo-massivas, sendo suficiente fazermos
g=0e E/m— E,l/m— 1l
Das Egs. e (13), temos que a equagao de movi-
mento para a coordenada 0 é dada por

(14)

1% cos 6 QLG

jo Lot
m2rd sin® 6 r

(15)

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que o
movimento acontece no plano equatorial, isto é, 8 = 7 /2,
de forma que § = 0 e 6 = 0, em acordo com a equagao de
movimento ([15]). De fato, como o espago-tempo de RN
é esfericamente simétrico, o plano do movimento sem-
pre pode ser transformado no plano equatorial por uma
rotacao dos eixos das coordenadas espaciais. Notemos,
portanto, que o movimento da particula sempre acontece
em um plano que atravessa o centro do objeto fonte da
interacao gravitacional.

As trajetérias de particulas podem ser descritas por
uma Unica equacao de balanco de energia. A lagrangi-

ana @ e as constantes dadas nas Eqgs. (13)) e (14) nos
permitem escrever esta equagao de balanco de energia

como
2 2
oo sta) - (5-22)

Da Eq. , obtemos a energia da particula nas posigoes

em que 7 = 0, qual seja
12
10 (e s )

Neste trabalho, nos restringimos aos cendrios em que
a energia da particula é E = ET [31]. Nota-se que, no
limite » — oo, temos E* — +m e fazendo ¢ — —g,
temos ET — —E~.

(16)

EX_qQ
mr

(17)

14 Caso ndo tivéssemos adotado unidades nas quais ¢ = 1, terfamos

6262.
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Definimos o potencial efetivo das trajetérias geodésicas
como

TRG
Vers

(0] Coree) B

No limite 7 — oo, temos VA% — 1/2 (= 0) para
particulas massivas (ndo-massivas).

Na Fig. 3l comparamos os potenciais efetivos de par-
ticulas neutras na TRG e na teoria newtoniana para a
gravitacdo, cujo potencial efetivo pode ser escrito como

41]

M 12
VG = —e— + (19)

r  2m2r2’
Nos extremos do potencial efetivo ocorrem Orbitas
circulares e nos pontos de inflexdo ocorrem as érbitas

Particulas Massivas Neutras

€20200015-5

circulares estdveis mais internas, definidas pela posicao
radial 7,ce;. As 6rbitas estaveis (pontos de minimo do po-
tencial) ocorrem na regido r > roee;. Na regido r < rocei,
ocorrem apenas Orbitas instdveis (pontos de maximo do
potencial). Na Fig. [4l mostramos o comportamento de
Tocei €m funcao de |Q|/M.

Os pontos de méximo e minimo do potencial, represen-
tados na Fig.[3] como tridngulos e discos, respectivamente,
aproximam-se de 7,.¢; & medida que o momento angular
decresce até um valor minimo (em que os pontos coinci-
dem na posigao 7,eei), além do qual ndo sdo permitidas
orbitas circulares em qualquer regido (ndo hé extremos
de Vé’}?a) Neste caso, uma particula se movendo em di-
regdo ao buraco negro (* < 0) ndo encontra uma barreira
de potencial e, inevitavelmente, cruzara o horizonte de

Particulas Nao-Massivas

b T
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S lim=0
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K e lIm = 2M
c
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Figura 3: Potenciais efetivos de particulas massivas neutras (esquerda) e ndo-massivas (direita) na gravitacdo newtoniana e na
TRG, para diferentes valores do momento angular por unidade de massa da particula-teste. Os tridngulos vermelhos e os discos
pretos denotam os pontos de miximo e minimo, respectivamente. O buraco negro de RN possui |Q| = 0,8M. Na posic3o Tocei estd
localizada a drbita circular estavel mais interna, na posicdo r. estd localizada a geodésica circular nula e 5 é o raio de Schwarzschild.
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eventos. No limite [/m — 0o, temos o limite 7yee; — 00, €
a Orbita instavel tendendo, assintoticamente, a geodésica
nula circular, que ocorre na posicao radial r.. Os pontos
de minimo (representamos como discos na Fig. [3) entre
os horizontes nao indicam érbitas de particulas, uma vez
que, para r = constante, a curva é tipo-espaco nessa re-
giao. No contexto da gravitacdo newtoniana nao existem
orbitas circulares instaveis e as érbitas circulares estaveis
estdo localizadas na posi¢io radial r = 2 /(m?M).

Vemos também na Fig. [3| que nas solugoes de Schwarzs-
child e RN os potenciais tém, qualitativamente, a mesma
forma até o horizonte de eventos (denotado por 75 no
caso de Schwarzschild e 74 no caso de RN), sobre o qual
se anulam. No entanto, na regiao interna ao horizonte
de eventos, os potenciais diferem notoriamente. Na solu-
¢do de Schwarzschild, o potencial decresce até —oo tao
mais rapidamente quanto maior o momento angular da
particula e, inevitavelmente, a particula cai na singu-
laridade. Na solucao de RN, o potencial decresce até
um ponto de minimo global. O valor do potencial neste
ponto de minimo global é tanto menoﬂ quanto maior
for o momento angular da particula. No cendrio de um
buraco negro extremo, o ponto de minimo global coincide
com a posigdo do horizonte do buraco negro (rg. = M),
em que VTRG = 0. Nesta posicao, a geodésica circular
nula é ebtavel e coincide com as geodésicas geradoras
da hipersuperficie nula [29]. Devido ao potencial crescer
rapidamente préximo de r_, as trajetérias tipo-tempo (e
tipo-luz, se [ # 0) tém pontos de retorno na regiao in-
terna ao horizonte de Cauchy |42Hf| No espaco-tempo de
RN, somente as geodésicas nulas radiais (I = 0) alcangam
r=0 3.

As trajetérias em torno do buraco negro podem ser
classificadas de acordo com o seu comportamento em
relacdo ao horizonte de eventos. As trajetorias denomina-
das de primeiro tipo ndo cruzam o horizonte de eventos e
as denominadas de segundo tipo sdo aquelas que cruzam
este horizonte. Entre as trajetorias de primeiro tipo, ha
orbitas ligadas (para as quais F < m) e nao ligadas
(para as quais E > m). A drbita circular limite associada
as particulas com E = m é denominada érbita circular
ligada mais interna possivel e ocorre na posicao radial
Toelis CUjo comportamento em funcao de |@| é mostrado
na Fig. 4l As 6rbitas ligadas podem oscilar entre duas
posigoes radiais ry,;, (peridpside) e ryq. (apoédpside).
Ja as 6rbitas nao ligadas, as quais vém do infinito, po-
dem se aproximar do buraco negro até um raio minimo
e, em seguida, retornar ao infinito; ou podem tender,
assintoticamente, a uma érbita circular instavel.

As Orbitas estdveis ocorrem na regiao acima da curva
de 7r,ce; na Fig. EL e na regiao abaixo desta curva ocor-
rem apenas oOrbitas instaveis. Na regido entre as curvas
assinaladas por r,.; e 7., estdo localizadas as geodésicas

15Note que o potencial no ponto de minimo global é negativo.

16Ag trajetorias podem retornar por r— e r4 para um espaco-tempo
assintoticamente plano diferente. Para uma explicacdo mais deta-
lhada sobre este assunto, sugerimos as Refs. |7,/8].
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Figura 4: Posicdes radiais 7—,74+,7¢, Tocli € Tocei €m funcio
da carga |Q| do buraco negro. Na posicdo 7,c;; ocorre a 6rbita
circular ligada mais interna possivel. As érbitas circulares 7,c1; €
Tocei (Tc) estdo associadas as particulas massivas descarregadas
(n&o-massivas).

circulares instaveis e nao ligadas. Particulas nestas 6rbi-
tas escapardo para o infinito (cairdo no buraco negro) se
perturbadas radialmente para fora (dentro). Na regidao
entre r. e ry, ndo ha geodésicas circulares e sobre a curva
assinalada por r, temos as geodésicas nulas geradoras
do horizonte de eventos.

4. Orbitas Circulares

As orbitas circulares permitem um tratamento analitico
detalhado devido & sua simplicidade. Além disso, tais
orbitas possuem um papel importante na construcao
de outros tipos de trajetorias. Analisemos agora traje-
torias circulares de particulas carregadas. Para érbitas
circulares, temos que

== 0. (20)

Derivando a Eq. (16)) em relagdo a r, obtemos a seguinte
expressao:

B0 e e
m? zf<r>( 2@+ f) o @

onde f(r) = 2Q%/r>—3M/r+1, ¢, = 4f (r)r> +¢>Q*/m?
e l4+ é identificado como o momento angular da parti-
cula teste, sendo uma das quantidades conservadas ao
longo das trajetérias circulares. Ha duas solugoes para
o momento angular no caso de uma particula carregada.
Neste trabalho, consideramos |q|/m € ]0, 1] e, nestes ca-
sos, as Orbitas foram classificadas na Ref. [31]. Nesta
classificacdo, identifica-se a solucdo [_ da Eq. como
o momento angular das particulas com carga de sinal
igual a do buraco negro e a solugdo /4 como o momento
angular das particulas com carga de sinal oposto, para
as oOrbitas circulares na regiao r > r., em que r., con-
forme mencionado anteriormente, é a posicao radial da
geodésica nula circular.
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Além do momento angular, destacamos também a
energia da particula em érbita circular, medida por um
observador estatico no infinito. Das Egs. e ,
obtemos

B _ 49

m mr

f(r)

7]
TarlgV @ T Ve @

onde (o = 2f(r)r? + ¢>Q? /m>.
No limite ¢ — 0, a Eq. torna-se

12 M 2 __ N2
L Mo (23)
m?  r—3M+2Q?/r
e a Eq. (22) torna-se
E 1-2M 2 /2
£ _ [T+ Q°r (24)

m  (1—3M/r+2Q%/r2)1 /2"

O momento angular e a energia de uma particula
massiva neutra em érbita circular, dados pelas Egs.
e 7 respectivamente, aumentam quanto menor for a
posigao radial da érbita e diminuem quanto maior for a
carga do buraco negro. No limite em que a érbita circular
tende a r., ambas as quantidades, E/m e l/m, divergem.

O comportamento do momento angular Iy /m, dado
pela Eq. , é apresentado nas Figs. 5| e |§| para um
buraco negro com @ = 0,8M e alguns valores de q. A
forca de Lorentz sobre as particulas com carga de mesmo
sinal da carga do buraco negro é repulsiva e, portanto,
compete com a interacdo gravitacional. J4 a forca de
Lorentz sobre as particulas de carga de sinal oposto
ao da carga do buraco negro é atrativa, somando-se a
interacdo gravitacional e, neste caso, o momento angular
necessario para a particula manter-se na érbita circular
aumenta & medida que o médulo da quantidade g/m
aumenta.

O momento angular, dado pela Eq. 7 é zero no
caso em que r = 9 = Q?/M. A posicio radial ry estd
localizada entre os horizontes. Porém, para valores da

] ----q=0,2m _-

20

2[(mm)?
@

-
o

o

rimM

Figura 5: Momento angular, 2 /(m?M?), de particulas com
carga de sinal igual a do buraco negro, de acordo com a Eq. .
O buraco negro possui carga @@ = 0,8M.
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/(mM)?

A

(3]

Figura 6: Momento angular, 12 /(m®>M?), de particulas com
carga nula ou de sinal oposto a do buraco negro, de acordo com
a Eq. . O buraco negro possui carga Q = 0,8M.

carga |Q] > M (singularidade nua, i.e. ndo hé horizontes
enclausurando a singularidade), a particula pode per-
manecer em 7o. Consequentemente, a matéria acretada
pela singularidade, apés perder energia suficiente, pode
terminar nesta posicao de equilibrio [28].

No caso ideal, as particulas poderiam permanecer inde-
finidamente em 6rbitas circulares instdveis. Entretanto,
em uma situagao real, ha muitas perturbacdes possiveis
que podem fazer a particula espiralar para fora (érbita
de primeiro tipo) ou para dentro do buraco negro (6r-
bita de segundo tipo) [5]8]. Estas perturbagoes podem
ser, por exemplo, a pressao da radiagdo emitida pelo
buraco negro ou a perda de energia através da emissao
de ondas gravitacionais e/ou eletromagnéticas (no caso
de particulas carregadas) pelo sistema [5].

A condicédo de estabilidade das érbitas circulares pode
ser associada ao sinal da segunda derivada do potencial
efetivo e o ponto de inflexdo deste potencial fornece a
posicao radial da érbita circular estavel mais interna
Tocei- Das Eqgs. e , define-se o seguinte potencial
efetivo para as particulas carregadas [30]:

i:gﬁ+\/f(r) (1+ﬁ$>. (25)

Este potencial corresponde a energia por unidade de
massa F/m nos pontos em que 7 = 0 (e.g. ao longo das
orbitas circulares). O potencial dado pela Eq. esté
ilustrado na Fig. |7l O maximo do potencial V; é tanto
maior quanto maior for ¢Q/m (e menor é a secao de
choque de absorcao classica das particulas associadas a
este cendrio, cf. Sec. . De acordo com a Eq. (25), o
valor do potencial sobre o horizonte de eventos depende
do valor de ¢@: é zero, se ¢Q = 0, e positivo (negativo),
se q@ > 0 (< 0).

A posicao radial da érbita circular estavel mais interna,
Tocei, de particulas carregadas, é obtida da solucao da
equacao

Vq

&2V,
dr?

=0, (26)

Tocei
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V,(r, Q=0,8M)

-0,

5
“rIM 5 10 15
/M

Figura 7: Potencial para particulas carregadas, dado pela
Eq. , com I/m = 5M, Q = 0,8M e alguns valores de
q. Os triangulos vermelhos e os discos pretos sdo pontos de ma-
ximo e minimo, respectivamente. Os pontos de minimo, para as
cargas q > 0 listadas na figura, estdo localizados em r > 16 M.

para uma 6rbita circular genérica, na posigao radial r,
temos

1,4 42 2 3/2
6l @ —20Ml @ r+2@r l—+r2 f(r)r? +
m# m4 m m?2

2 2
+3r6 (an2 + Q%+ M2> —6M7° (3722 + QQ) +

5 12
+2rt <m4 +7(1/m)*Q* + 11M2W + Q4> +

14 12

—6M7r? (24 + 52Q2> +
m m

14 14 12

+72 <9m4Q2 + 15M2m +9 2@‘*) —2Mr" =0,

" (27)

onde o momento angular [, que pode ser I ou [_, é
dado pela Eq. (2I). Se ¢ =0 e |Q| =0 (= M), obtemos
Tocei = 6M (= 4M), conforme apresentado na Fig.
Outros valores para 7,.; estao listados na Tab.

Tabela 1: Alguns valores aproximados da posic3o 7ocei, para
Orbitas de particulas com carga ¢ no entorno de buracos negros
com carga Q.

Carga @ Carga-teste ¢/m  Posicdo radial
(=g/m) Tocei/M
0,2 (—0,2) ~ 5,935 (~ 5,941)
Q—02M 0,5 (—0,5) ~ 5,943 (= 5,946)
1,0 (—1,0) ~ 5,960 (=~ 5,960)
0,2 (—0,2) ~ 4,837 (~ 4,957)
Q—08M 0,5 (—0,5) ~ 4,800 (= 5,069)
1,0 (—1,0) ~ 5,272 (= 5,272)
0,2 (—0,2) ~ 4,832 (~ 4,159)
Q — 1,0M 0,5 (—0,5) ~ 3,558 (~ 4,384)
1,0 (—1,0) ~ 3,000 (= 4,732)
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5. Trajetérias de Particulas-Teste

5.1. Geodésicas Nulas

Podemos escolher o parametro afim A de forma a escre-
vermos a Eq. (16]), para particulas ndo-massivas, como

(28)

onde

b=1l/E (29)

é o parametro de impacto da geodésica nula.

A quantidade b, definida na Eq. , pode ser melhor
entendida a partir da seguinte andlise da Fig. [§| Em um
espago-tempo plano (e.g. descrito pela Eq. com M =
|Q| = 0), uma particula massiva livre segue a trajetéria
retilinea, assinalada como C’ na Fig. [8| Neste caso, tem-
se b =10, sendo b’ a distancia de maior aproximacao da
particula em relagao a origem (z = 0,y = 0). O momento
angular da particula, denotado por lj é [43)

m
V1 -2

onde ¥ = dr/dt é a velocidade da particula em relagdo a
origenﬂ Podemos extrair da Fig. [§| a velocidade relativa
¥ e a posicao 7 da particula em relagao a origem, quais
sejam

[= 7 x 7, (30)

7= (v,0) 7= (z,b). (31)

Deste modo, temos que a magnitude do momento angular

l é dada por
="
V1—10v2

Pela Eq. (32), pode-se reescrever a quantidade b em
termos do momento angular I, da velocidade v e da

(32)

x=0,y=0)

\

(Ix1 > M, 0)

Figura 8: Trajetéria C’ de uma particula em um espaco-tempo
plano (acima), e trajetéria C' de uma particula em um espago-
tempo curvo (abaixo). O espaco-tempo curvo em anélise é
caracterizado por um objeto central na origem do sistema de
coordenadas. As duas coordenadas espaciais sdo x (abcissa) e y
(ordenada), conforme indicado.

17Nota-se que consideramos o observador em repouso no infinito,
com tempo proprio t, definido no elemento de linha dado pela

Eq. .
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energia da particula, £ = mdt/dr = m/v/1 —v?, qual
seja
A
Ev
Para o caso de uma particula ndo-massiva, cuja trajetéria
é uma geodésica nula, a velocidade relativa é dada por
v = ¢ = 1, obtendo-se a Eq. .

Em espagos-tempos curvos assintoticamente planos
(e.g., o espago-tempo de RN), a Eq. continua sendo
valida se a quantidade b for definida no infinito . Neste
caso, a particula segue a trajetéria curvilinea assinalada
como C' na Fig. |8 Deste modo, podemos definir a quanti-
dade b, da Eq. , como a distancia, no infinito, entre a
geodésica e o eixo das abcissas do sistema de coordenadas,
conforme ilustrado na Fig.

Analisando os extremos do potencial efetivo, dado pela
Eq. com e = (), obtemos a posicao radial da geodésica
circular nula, localizada fora do horizonte de eventos do
buraco negro, qual seja

3 9 8
— = 2 _ 202
re =M+ TM?2 - Q2 (34)

Nas situagdes em que |Q| =0 (= M), obtemos r. = 3M
(= 2M), como apresentado na Fig.

Uma particula, proveniente do infinito espacial, pode
descrever uma geodésica que tende assintoticamente a
forma circular em r.. Neste caso, o parametro de impacto
é denominado critico (b = b.). Pela Eq. (28], tem-se que

(33)

f(TC).

As geodésicas com pardmetro de impacto menor (maior)
que este valor sdo absorvidas (espalhadas) pelo buraco
negro, como ilustrado nas Figs. |§| e[10| [obtidas usando-se
a Eq. (28)].

Desta maneira, a secao de choque de absorcao |§| do
buraco negro, no limite geométrico, para um espaco-

be = (35)

y/M
4|
re
p bIM
x
; al
------ b> b, M
...... b= b
L I e I Circular (r = r;)
" - b < b
-4
r—T ) M 4 8 12

Figura 9: Geodésicas nulas para diferentes valores do parametro
de impacto. O buraco negro possui carga |Q| = 0,8M. Os
circulos pontilhadas sdo os horizontes de eventos, localizado em
r+ = 1,6 M, e de Cauchy, localizado em r_— = 0,4M.

18 A secdo de choque de absorcio é dada pelo fluxo de particulas
absorvidas dividido pela densidade de corrente incidente .
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Figura 10: Efeito do encurvamento da trajetéria de particulas
n3o-massivas partindo da posicdo do observador O em varias
direcdes. Estas trajetérias também podem ser entendidas como
raios de luz emitidos por objetos-teste no entorno do buraco
negro e que chegam ao observador O. O disco preto, de raio
r = 1,6M, denota a regido interna ao horizonte de eventos do
buraco negro com |Q| = 0,8 M.

tempo esfericamente simétrico, é dada por [45)]
Taps = b2, (36)

Devido ao encurvamento das trajetérias tipo-luz, um
observador distante percebe uma imagem de fundo, por
detrds do buraco negro, distorcida e/ou multiplicada
(efeito por vezes referido como lente gravitacional) ao
redor do horizonte de eventos, como pode ser identificado
na Fig. Os raios de luz emitidos por objetos-teste, em
diferentes regioes do plano da Fig. podem chegar ao
observador O por caminhos distintos, podendo contornar
o buraco negro. Os objetos-teste sobre o eixo que liga
o centro do buraco negro e o observador O, devido &
simetria esférica, aparecem ao longo de uma circunferén-
cia concéntrica ao horizonte de eventos do buraco negro
(anel de Einstein).

Ainda devido ao encurvamento da luz pelo campo gra-
vitacional, o tamanho aparente dos objetos, como o Sol,
visto por um observador distante dele, é maior que seu
tamanho real, pois a luz que emerge de sua superficie
tem sua trajetéria encurvada pelo campo gravitacional
do Sol . A carga elétrica de um objeto contribui para
diminuir seu tamanho aparente, porque as geodésicas sao
menos defletidas se o objeto gerador do campo gravitaci-
onal possuir carga elétrica.

Na Fig. ilustramos geodésicas nulas provenientes
do infinito com pardmetro de impacto fixo, incidindo em
buracos negros de RN, com diferentes valores de |Q].
Escolhemos b = 3v/3M, que é o valor critico do pardme-
tro de impacto para um buraco negro de Schwarzschild.
As geodésicas sdo menos encurvadas a medida que a
carga do buraco negro aumenta de |Q|/M = 0 (buraco
negro de Schwarzschild) até |Q|/M = 1 (buraco negro
extremamente carregado).
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y/M

b=3vV3 M

s Ix

= e |Q] = 0,2M
------ |Q| = 0,4M
- |Q| =0,6M

- - |Q]=0,8M
. — |1q=1,0m
-1 0 5 10 15

Figura 11: Geodésicas nulas com pardametro de impacto b =
3v/3M, no entorno de buracos negros estaticos com carga va-
riando de zero a M. Os circulos centrais s3o os respectivos
horizontes de eventos, r, dos buracos negros.

5.2. Particulas-Teste Massivas Neutras

As particulas massivas neutras seguem trajetérias geodé-
sicas tipo-tempo. As érbitas dessas particulas sdo ligadas,
quando FE < m, ou ndo ligadas, quando E > m. No ul-
timo caso, a particula tem energia suficiente para escapar
do campo gravitacional. No caso £ = m, a particula
apresenta um estado de repouso no infinito. Na Eq. ,
se = m, obtemos a oOrbita circular ligada mais interna
possivel, que ocorre em 7. A posicao roe; varia com a
carga do buraco negro, como mostrado na Fig.

Na Fig. ilustramos as trajetérias de primeiro e
segundo tipo, as quais se aproximam assintoticamente da
orbita circular instavel em 7,.;. Uma particula neutra
nesta Orbita circular instével, ao sofrer uma perturbagao
radialmente para fora (dentro), passa a seguir uma érbita
de primeiro (segundo) tipo, escapando para o infinito
(caindo no buraco negro).

5.3. Particulas-Teste Massivas Carregadas

Nos cenarios de buracos negros carregados, as particulas
eletricamente carregadas ndo seguem trajetorias geodési-
cas do espago-tempo de RN, devido a forca de Lorentz
entre as particulas-teste e o buraco negro. Esta forga
contribui para o encurvamento das trajetérias. Como
consequéncia, quanto maior for o produto g@, menor
é a secao de choque de absor¢ao do buraco negro para
essas particulas [46]. Quando ¢@ > 0, a for¢a de Lorentz
compete com a interagdo gravitacional, defletindo menos
as trajetdrias, em comparacao as trajetorias de particulas
neutras. Por outro lado, se as cargas da particula (¢) e do
buraco negro (@) tém sinais opostos, a se¢ao de choque
de absorcao para essas particulas se torna maior do que

para as particulas neutras, devido a forca de Lorentz ser
atrativa neste caso [46).
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Figura 12: Trajetdrias de primeiro e segundo tipo que tendem a
orbitas circulares instaveis. Os buracos negros possuem |Q|/M =
0,8 (acima) e |Q|/M = 0 (abaixo). Os circulos pontilhados
representam os horizontes de eventos (externo) e de Cauchy
(interno) do buraco negro.

Na Fig. ilustramos trajetérias de particulas carre-
gadas (linhas tracejadas) assim como a trajetéria de uma
particula neutra (linha sélida) que tende a uma trajetéria
circular ao redor do buraco negro positivamente carre-
gado. As particulas com carga de sinal contrdrio ao da
carga do buraco negro sdo absorvidas pelo buraco negro,
enquanto que as particulas com carga de sinal igual ao
da carga do buraco negro sao espalhadas pelo mesmo.
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Figura 13: Trajetdrias de particulas-teste carregadas com para-
metro de impacto b = 4,55M e com vérios valores de ¢. O buraco
negro possui @@ = 0,8 M. Os circulos pontilhados representam
os horizontes do buraco negro de RN.

6. Discussoes Finais

Investigamos o espago-tempo esfericamente simétrico de
um buraco negro estitico carregado [buraco negro de
Reissner-Nordstrom (RN)] e descarregado (buraco negro
de Schwarzschild). Analisamos as trajetérias de particulas
neutras e eletricamente carregadas no entorno destes
objetos.

Como consequéncia das simetrias dos espagos-tempos
estudados, as trajetérias de particulas sdo governadas por
uma unica equacao diferencial para a coordenada radial.
Comparamos o potencial efetivo de particulas neutras no
contexto da Teoria da Relatividade Geral e da gravitacao
newtoniana. Analisamos, também, as érbitas circulares e
suas condigoes de estabilidade.

Em comparagao a um buraco negro descarregado de
mesma massa, o buraco negro carregado deflete menos as
geodésicas. Quando aumentamos o parametro de carga
|@Q| do buraco negro, a sua sombra, a se¢do de choque de
absorc¢ao para geodésicas nulas e as posicoes radiais das
geodésicas circulares 7. (geodésica nula circular), ro.; €
Tocei (geodésicas tipo-tempo circulares ligada e estdvel
mais interna, respectivamente) tornam-se menores@

As particulas eletricamente carregadas ndo descrevem
geodésicas do espagco-tempo de um buraco negro carre-
gado, por interagirem com o campo elétrico do buraco
negro via forga de Lorentz. Analisamos as Orbitas cir-
culares e suas condigoes de estabilidade também para
particulas carregadas. As trajetérias das particulas com
carga ¢ de sinal oposto (igual) a do buraco negro, sdo
mais (menos) encurvadas do que as trajetérias das par-
ticulas neutras. Isto ocorre devido & acao da forca de
Lorentz entre a particula e o buraco negro carregado.

Como concluido na Ref. [46], quanto maior o produto
qQ@Q, menor é a se¢ao de choque de absor¢ao do buraco
negro de RN para particulas carregadas. A absorc¢ao de
particulas com carga de mesmo sinal que a carga do
buraco negro é desfavorecida se ¢@@ > Mm, uma vez
que a repulsao eletrostatica serd maior que a atragao

9Para uma andlise das forgas de maré no espago-tempo de RN, ver
Ref. [42].
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gravitacional a grandes distancias e a particula s6 sera
absorvida se for projetada contra o buraco negro com
certa velocidade inicial minima. Esta desigualdade é fa-
cilmente satisfeita para particulas subatémicas como o
elétron ou o positron, e o préton ou o antipréton, com o
sinal apropriado para @. Isto estd associado ao processo
de neutralizagdo dos buracos negros carregados [47].

As diferencas entre as geometrias de RN e de Schwarzs-
child, quando analisadas, ajudam a compreender a in-
fluéncia da carga elétrica na geometria do espago-tempo.
Analisar as trajetérias de particulas em um espaco-tempo
associado a um buraco negro de RN, como o que foi feito
neste trabalho, nos ajuda a explorar e entender melhor
algumas caracteristicas da Teoria da Relatividade Geral.
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