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Neste trabalho apresentamos uma andlise do comportamento assintdtico de osciladores harménicos amortecidos e
forcados considerado a representagdo no espaco (at2, i‘2). Verificamos entdo que a partir da andalise do comportamento
assintético das condigdes de contorno, tomando como exemplo o caso particular de osciladores harmoénicos
amortecidos e forcados, é possivel inferir o comportamento dindmico nesta regido para sistemas mais complexos,
como oscilador ndo-linear descrito na se¢do 5. Algumas implicagoes da solugdo assintética para este sistema sao
discutidas ao fim desta secdo, entretanto, uma andlise mais detalhada em relagdo ao comportamento analitico
deste sistema sairia do escopo deste trabalho .

Palavras-chave: Osciladores harménicos Amortecidos e forgados, Osciladores nao-lineres, Condigdes de contorno

In this paper we present an analysis of the asymptotic behavior of damped and forced harmonic oscillators
considering the (z2,4?) representation , we find that from the analysis of the asymptotic behavior of boundary
conditions , taking as an example the case of damped and forced harmonic oscillators, which its possible infer the
dynamical behavior in this region for more complex systems, such as the nonlinear oscillator described in section
5.Some implications of the asymptotic solution for this system are discussed at the end of this section. However, a

more detailed analysis of the analytical behavior of this system would be beyond the scope of this paper.
Keywords: Damped and forced harmonic oscillators, Nonlinear Oscillators, Boundary Conditions.

1. Introducao

Fendmenos oscilatorios sao de extremo interesse em todos
os campos da fisica [1}[2] e o tépico associado a oscilagoes
em particular é um assunto visto na maioria dos cursos
introdutérios de fisica béasica. Tradicionalmente, apds a
introdugao dos conceitos de oscilador harmonico e oscila-
dor harmonico amortecido, passa-se entao a andlise do
oscilador harménico amortecido e for¢ado [3H5]. A titulo
de exemplificacdo de sistemas fisicos que sdo governados
por uma equacgao do tipo oscilador harménico amorte-
cido e forcado, o circuito RLC submetido a uma tensao
peridédica usualmente é o exemplo considerado. Neste
trabalho apresentamos uma anélise do comportamento
assintotico de osciladores harmonicos amortecidos e for-
cados considerado a representacdo no espaco (22, 4?), a
abordagem assumida em tal plano mapeia o comporta-
mento da energia total para uma particula sujeita a um
potencial na forma awg(t), e como verificaremos permite
a avaliagdo mesmo para sistemas nao-lineares da evolugao
dindmica de z(t) , ©(¢t) de forma independente. Neste
ponto devemos salientar que o termo comportamento
assintotico corresponde a descrigao do comportamento
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do sistema fisico na regiao assintotica do tempo, ou seja
para (t — 00) .

Esta forma particular de representagao nao é usual-
mente empregada na literatura, porém, como discutimos
ao longo do texto consiste de uma ferramenta 1util e que
pode ser empregada como uma analise complementar
a descricdo de uma variedade de sistemas dindmicos.
Sendo a equacao responsavel pela dinamica do oscilador
harmoénico amortecido e forcado uma equacao diferen-
cial de segunda ordem, na maioria dos textos o trata-
mento desta é feito considerando as técnicas usuais do
calculo diferencial e integral. Entretanto, neste traba-
lho decidimos em optar por uma abordagem um pouco
diferente que foi apresentada na Ref. [6], assim, a se-
¢ao 2 foi incluida a fim de ilustrar o comportamento de
um oscilador harménico amortecido na presenca de uma
forga externa considerando a aplicagao e exemplificacao
desta. Na secdo 3 apresentamos uma breve discussao
de como o comportamento assintotico das condicoes de
contorno para o sistema oscilador harménico amortecido
no espaco (z2,4%) pode ser empregado para inferir o
comportamento dindmico na regiao assintética. Na se¢ao
4, extendemos os resultados da se¢do anterior para o caso
do oscilador harmonico amortecido e forgado para um
forgamento periédico. Na se¢do 5 verificamos que anélise
do comportamento assintotico das condigdes de contorno
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, tomando como exemplo o caso particular de oscilado-
res harmonicos amortecidos e forcados, permite inferir
o comportamento dindmico nesta regiao para sistemas
mais complexos, como oscilador nao-linear descrito na
secao 5. Na se¢do 6 apresentamos nossas conclusoes.

2. O método de operadores aplicado ao
oscilador harmoénico amortecido e
forcado

Como comentamos fenémenos oscilatorios sdo de extremo
interesse em todos os campos da fisica, bem como em
diversas areas de engenharia. Tradicionalmente o tépico
associado a oscilagoes é um assunto visto na maior parte
dos cursos introdutérios de fisica béasica. Abaixo des-
crevemos a equagao de movimento para um oscilador
harmonico amortecido sujeito a uma forca externa depen-
dente do tempo que denotamos por F'(t), j4 devidamente
parametrizado

F(t
&+ 2vF + wix = £ (1)
m

onde identificamos v = %, Wi = %, sendo wy a frequén-
cia natural de oscilacdo do sistema e b o coeficiente de
amortecimento. A técnica que descrevemos nesta se¢ao
foi apresentada na Ref. [6], apenas iremos considerar
um pouco mais de detalhe tendo em vista a sua aplica-
¢ao por parte de estudantes dos cursos de engenharia.
Introduzindo os operadores diferenciais

dx(t) dx(t)

i=—2 =D P = ——2 = D? 2
& o T, & o T (2)

podemos escrever a Eq. na forma

(D? +2yD + wd)x(t) = % (3)

sendo agora D tratado como um operador, assim

(0P py="10 ()

onde P, e P_ sao constantes a serem determinadas. Uma
vez que

(D= Py)(D - P)alt) -
:m—(P++Pf)x+Z'P+P7:%7

()

a comparagao desta expressdo com a Eq. leva a iden-
tificacao

P+ + P, = —2’7
P, P_ =i (6)

O sistema de equagdes acima corresponde a

P} +2yPs +wj =0, (7)
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cuja a solucao leva

Py =—v+4/7? —uwi. (8)

A solucéo geral em termos da equagao operatorial pode
ser encontrada considerando

Z(t) = (D — Pr)a(t) = & — P, (9)

que implica em

. F(t
Z:(t) - Pz = T (10)
cuja a solugao geral leva a
t
F
Z+(t) = e+t [/ e_Pit%dt +Cx|.  (11)
0

Na expressdo acima C+ ¢ uma constante de integracao a
ser determinada e seu valor ird depender das condigoes
contorno consideradas, da Eq.(9)), ganhamos

Z_(t) = i(t) — P_a(t)
Z4(t) = &(t) - Prat), (12)

que nos permite escrever apos alguma algebra

7~ Z. (1)
2(t) = (P+7Pir)

o ZWP, Z.)P
e ey W

3. A energia total e as condigoes de
contorno no assintético do OHS e
OHS amortecido no plano (2%, i?)

Nesta se¢do definiremos o OHS(oscilador Harmoénico Sim-
ples) no plano (z2(t),42(t)), a energia total para este
sistema conservativo é representada por

Ep = %m:i:Z(t) + %ka(t) (14)

a partir desta , obtemos

dE . .
— = () (#(t) + W (1) = 0 (15)
onde wi = % é frequéncia caracteristica, e a equagao
acima caracteriza a equacao de movimento para um sis-
tema conservativo, o OHS. Considerando ainda a Eq.
, temos

2FEp

2E, , 2B, _

- — — P2(t) +wiz?(t).  (16)

A partir da expressdo acima, podemos escrever

e _ i) a7
3B, L 2,2(7)
> wiz2(t)
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entdo, representar no plano (E,, E.) = (22, #?) a equagio
paramétrica

E.

(0= (5 ) ) (18)

que corresponde a uma reta parametrizada por
2(t) = i = ax® = ay(t)

onde o coeficiente linear é b = 0, e o coefiente angular é

dado por
E
a=ws (E:) . (19)

A solugdo geral para a Eq.(1F]), pode ser expressa por
x(t) = cicos(wot) + casen(wot).

Para a escolha apropriada de constantes é possivel
verificar que para um sistema conservativo que o coefi-
ciente angular a = w3 (g—;) = wi. A partir da solugido
numérica da Eq.7 para cada instante de tempo t, a li-
nha azul na Figura 1E| reflete o comportamento dindmico
para a energia total do sistema, de forma que sempre
temos sobre a linha para qualquer t a conservagao de
2Bz — 32(t) 4+ wga?(t) = 1 para a escolha de unidades
dimensionalmente coerentes, onde consideramos a partir
deste ponto wi = 1.

Assim, obtemos #(t) = 0(t = 27n), %@) =22(t) =
2%(0) =1, da mesma forma que para z(t) =0 (t = 5n),

2B, (t . .
2Ee() _ 42 (t) = 1, e a linha em azul representa para
m
S — S
08 g
056 .
B
04 y
02 §
0.0 I I h 1
0.0 02 04 06 08 10

Figura 1: Comportamento no plano (22, #?) para o OHS e OHS
amortecido.

1Todas as Figuras do presente trabalho foram geradas empregando
o software Mathematica
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algum t sempre o conjunto de condig¢des de contorno a
ser satisfeita,

2E7(t)

.2 2
=2 (t)+2°(t) = 1. (20)
Entao, podemos dizer que a linha continua azul re-
flete nas condigoes de contorno na regiao assintética o
comportamento esperado para um sistema conservativo,
onde a energia total disponivel pelo sistema se mantem
fixa no plano (2?2, 4?), assumindo ¢ — co. Para um sis-
tema dissipativo, onde por exemplo 2y = 0.15, temos o
comportamento do OHS amortecido descrito pela linha
continua em vermelho. Este resultado descrito na Figura
1 agora corresponde a solugdo numeérica da Eq. no
plano (22, ?), para F(t)=0. Neste caso é possivel mostrar
que a solugao geral corresponde a

2(t) = e " (crcos(wt) + casen(wt)).

E possivel redefinir uma nova amplitude que decresce
com o coeficiente de atrito, A (t) = z(0)e*, de forma
que a partir da comparacao entre as solucdes com v = 0,
e a equacao acima permite que a Eq. neste caso seja
re-escrita na forma

a~wle .
E podemos, entao considerar na regiao assintotica
2(t) ~ e " cos(wt). (21)

Como a Figura 1(linha vermelha) ilustra, agora temos
para cada ciclo(nT) retas com um coeficiente angular
que decrescem com t. A aplicabilidade desta forma de
representacao é que o comportamento acima pode ser

diretamente lido a partir da Figura 1, uma vez que para
0.15

v <<1lvy=7%2)
2t2 3t3
e (Lt S5 = T+ 00,

e para os valores lidos diretamente no eixo-x da Figura
1(linha vermelha)

t=2m, e 7" ~0.624
t=4dr , e 7" ~0.389
t=6r , e "~ 0.234

(22)

é possivel identificar no eixo x da Figura 1 o comporta-
mento oscilatério de (Er(t)), justamente na forma e~
, e entdo concluir que z(t) apresenta o comportamento
descrito pela Eq.. Nesta se¢ao apresentamos como a
observacao do comportamento das condi¢des de contorno
no plano (z2,4%)(ou (E,(t), Ec(t))) pode ser empregado
para aferir o comportamento assintético para as solugoes
x(t) encontradas para os casos do OHS e OHS amorte-
cido, e como este comportamento é uma consequéncia
das interacoes envolvidas, na préxima se¢ao iremos con-
siderar o caso da inclusdo de um forcamento externo
F(t).
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4. Caso incluindo o forcamento externo

Nesta secdo vamos considerar a situacdo da inclusao de
um forcamento externo periédico da forma

-

m

Lo cos(wt) , t > to (23)
0 .t < to.

Empregaremos nesta secdo a solucao para osciladores
harménicos amortecidos e forcados descrita ao longo da
secao 2, assim, na Eq. iremos considerar Cy =1 e
~' = 27 = 0.15, bem como iremos escolher % = ﬁ,
de forma a recuperar no assintético o comportamento
apresentado pela Figura 1(linha Azul). O comportamento
descrito pela Eq. pode ser representado por O(t —
to) L2 cos(wt), onde O(t —tg) é a funcdo de Heaviside (7]

1, z>a
@(xa){ 0. %<a. (24)

Portanto, assumindo as Eqs., e , tendo em

vista que a solugao obtida com o método de operadores
leva a solugdes no plano complexo, na Figura 2 apre-
sentamos no plano (22, 4?) o comportamento da solucio
numérica para Re(2?(t)) e Re(i?(t)) para o intervalo
onde t < ty , que corresponde ao comportamento de um
OHS amortecido.

A Figura 2 foi introduzida apenas como verificagio
da solugdo apresentada pelas Eqs., considerando a
inclusao do forcamento externo dado pela Eq. temos
o comportamento da solugdo numérica para Re(x?(t))
e Re(i?(t)) para o intervalo t > ty, como é possivel
verificar o comportamento da Figura 3 é oposto ao apre-
sentado na Figura 2. Considerando um ciclo de periodos
suficientemente grande (regido assintética) as linhas do

0.8 - N, -

06l A

0.4~ AN P .

02D SO QO NS i

Figura 2: Comportamento no plano (z?,#?) para o OHS amor-
tecido.
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Figura 3: Comportamento no plano (z?,%?) para o OHS amor-
tecido e forcado.

tracejado em azul descrito no gréfico tendem a se agrupar
, de forma que no limite assintético, no qual o forgamento
externo superou a interacao devido as forcas de atrito, o
sistema passa ao regime de um OHS analogo ao descrito
na Figura 1. A combinacao das Figuras 2 e 3 ilustra como
a dindmica do sistema OHS é modificada em frente a
interagoes presentes em algum momento no intervalo de
tempo considerado, entao, assumindo a descrigao apresen-
tada na secdo 2 é possivel inferir a partir de uma anélise
do comportamento exibido na Figura 3 para a dindmica
exibida pelo sistema na regido assintética (n — co)

(Figura 3) , x(t)| ~ xgcos(wt).  (25)

—nT

O tema tratado nas segdes (2-4) ja foi bastante discu-
tido na literatura , o proposito de apresentacao destas
secoes teve o intuito apenas de familiarizar o leitor com
a discussao a respeito de como condi¢bes de contorno
na regiao assintdtica podem ser empregadas( e lidas) a
partir da representagdo descrita nas Figuras (1-3). A fim
de auxiliar na descri¢do do comportamento assintotico de
sistemas como OHS e OHS amortecido e forcado, na se-
¢ao seguinte iremos apresentar uma aplicacdo a sistemas
fisicos mais complexos , como exemplo iremos conside-
rar o oscilador de Van der Pol [§]. Uma discussdo mais
detalhada e precisa a respeito do oscilador de Van der
Pol e de sistemas nao-lineares pode ser encontrada nas
Refs. |9H11].

5. O Oscilador nao-linear

O oscilador conhecido como Oscilador de Van der Pol
[8] foi originalmente proposto pelo Engenheiro Elétrico
e Fisico, Balthasar van der Pol em 1920 quando este
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estudava perturbagoes periédicas em um circuito com
tubo de vacuo , como um tubo de neoénio, sendo esta
equacao hoje em dia aplicada em varios contextos e
situagoes, como a descri¢cao de batimentos cardiacos .
A equagéo de Van der Pol é uma equagio da forma de
um OHS amortecido com um comportamento nao-linear
e que apresentamos abaixo

i—y(1—2®)i+2=0, (26)

o termo (1 — 22) se comporta como um coeficiente de
amortecimento nio-linear, y(x) = v(1 — 2?), e o sinal
(-) na frente sugere que este ird se comportar como um
agente de forcamento externo, que pode ser comparado
com o comportamento apresentado na Figura 3.

Na Figura 4 representamos o comportamento da so-
lucao obtida numericamente para a Eq. no plano
(22,4?%) para v = 0.09(Figura a) e v = 0.15(Figura b).
Para o sistema dissipativo com forcamento periédico
externo descrito ao longo da secdo 4, vimos que o com-
portamento assintético deste sistema equivale ao compor-
tamento de um OHS ( vide Figuras 3 e 1), uma vez que
o forcamento externo periddico compensa a dissipagao
provocada pelo efeito do atrito. A fim de ganhar algum
insight em relagdo a uma solugio assintotica analitica
para a Eq., a exemplo da discussdo apresentada ao
longo da secdo 3 onde a partir da Figura 1, inferimos o
comportamento descrito pela Eq.. De forma similar,
nos paragrafos que seguem iremos tracar uma correspon-
déncia entre o comportamento descrito pelas Figuras 3
e 4. O comportamento assintotico descrito na Figura 4
corresponde no plano (x2,4?) a descri¢io de um ciclo
limite , neste ponto devemos notar que para caracte-
rizagao do ciclo limite representado, o comportamento
nao-linear do coeficiente de atrito ird funcionar como um
forcamento externo. Considerando por exemplo o inter-
valo de tempo, t; = % e ty & 2t1, com t; partindo do
extremo a direita da linha verde continua representada
na Figura 4b sobre a alca em vermelho, e t2 o tempo
gasto para percorrer o contorno até o mesmo ponto. Na
Figura 4b, para um mesmo valor associado a E,, , verifica-
se que temos valores distintos para E.(t)(em t1 e t3), 0
que nao ocorre para um sistema conservativo como o
representado na Figura 1.

Assim, a comparagdo na regido assintética entre as
Figuras 3 e 4 nos permite propor que a existéncia da di-
ferenca entre E.(t1) e E.(t2), possa ser representada por
uma diferenca de fase e que provavelmente ird depender
do valor assumido para o amortecimento ~( vide Figura
(4a)) e como E.(t) muda no tempo, portanto, é possivel
sugerir um ”Anzatz”a partir da comparacao na regiao
assintética entre as Figuras 3 e 4 , tal que

(t) ~ ASin(t + %a’cQ(t))

z(t) = ACos(t). (27)

O termo %:’cz(t) inserido na expressao acima ¢é o respon-
savel pela mudanca no comportamento da Figura 4b
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Figura 4: Comportamento no plano (m27:b2) para o de Van der
Pol para (a) v =0.09 e (b) v =0.15

em relacdo a 3, sendo que as expressoes acima devem
ser consideradas como uma descri¢cao aproximada a ser
empregada na regido assintética do tempo, os fatores A
e i, sao ajustados de forma a fitar o comportamento do
ciclo limite (regido assintdtica) para a equacao de Van
der Pol no plano (E,(t), E.(t)) conforme representado
na Figura 5 .

Assumindo v = 0.15 , na Figura 5 apresentamos a
superposigdo do comportamento da Eq. para A =2,
com a solu¢do numérica obtida para a equacao de Van der
Pol, com (z(0) = 1,%(0) = 0), onde a linha em vermelho
correponde ao resultado para a equagdo de Van der Pol
, e a linha azul pontilhada o obtido para Eq.. A

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, e20200009, 2020
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Figura 5: Comportamento do ciclo limite (regido assintética)
para a equacdo de Van der Pol no plano (22, &?)

expressao Eq.(27)) é o ”Anzatz”proposto para a descri¢ao
do sistema na regidao onde t — nT', para n — oo, que
para uma consideragao ingénua, t — oo, leva a

x(t) = ASin(t)
z(t) = ACos(t), (28)

de forma que perdemos a informacéo a respeito do com-
portamento do termo F&*(t) no assintético. A fim de
contornar este problema devemos notar que para v = 0,
com wg =1

P2(t) + 22(t) = A% (29)
Considerando a expansao em torno de v =~ 0 na Eq.7

ganhamos

#2(t)(1 + %x(t)ﬁc(t)) +a2(t) ~ A+ 0(%)  (30)

de forma que na regido assintética, assumindo a previsao
da Eq.(28) em conjunto com o resultado acima, temos a
correcao em O(7)

x(t) = ASin(t)

(1) ~ ACos(t)(1 + %x(t)a’c(t))

[N

+0(+%). (31)

A comparacdo do comportamento da equacdo acima com
o resultante da Eq. é apresentado na Figura 6

onde a linha pontilhada laranja representa o comporta-
mento obtido para a Eq.. As expressoes descritas
pela Eq. permitem de forma aproximada verificar
que a equacao de movimento em O(7) satisfeita é da
forma

S_2(1) +0(), (32)

2
#(t) + 2(t) ~ %i(t)(l - o
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0 1 2 3 4

X2

Figura 6: Comportamento do ciclo limite para a equacdo de
Van der Pol para a solucdo assintética, Eq.(31)).

de maneira que esta corresponde a uma equagao similar
a Eq.(26) para A = 2, onde neste caso o termo néo linear
é aproximado pelo coeficiente 2z z2(t) = 322(t).

6. Conclusoes

Fendmenos oscilatérios sao interesse em todos os cam-
pos da fisica e sistemas fisicos que sdo governados por
uma equacao do tipo oscilador harménico amortecido e
forcado, como o circuito RLC submetido a uma tensao
periédica . Neste trabalho apresentamos uma analise do
comportamento assintético de Osciladores Harmonicos
Amortecidos e Forgados considerado a representacao no
espaco (22, #2). Como vimos a abordagem assumida em
tal plano mapeia o comportamento da energia total para
uma particula sujeita a um potencial na forma ax?(t), e
como verificamos permite a avaliagao mesmo de forma
aproximada para sistemas nao-lineares da evolugao di-
namica de z(t) , @(t) de forma independente na regido
assintOtica do tempo. A forma particular de representa-
¢do no espaco (2%(t), #2(t)) ndo é usualmente empregada
na literatura, no sentido que abordagem convencional
trata da representacao de sistemas dindmicos no espago
de face ordindrio (z(t),4(t)). Conforme discutimos ao
final da segdo 3, a Figura 1 permite a leitura e identifica-
¢ao direta para o comportamento assintético para o OHS
amortecido, e OHS amortecido com forgamento perié-
dico, onde a atribuicdo considerada para o coeficiente de
amortecimento foi apenas ilustrativa ( nao focamos em al-
gum sistema fisico em especifico). No tocante a aplicacao
descrita ao longo da secdo 5, ndo estamos discutindo im-
plicagbes em especifico, pois uma analise mais detalhada
em relagdo ao comportamento analitico da solucao da
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Eq. sairia do escopo deste trabalho, uma discussao
adicional a respeito da solucao da Eq. pode ser en-
contrada nas Refs. [12], [13] [14]. Resumindo, verificamos
que a partir da andlise do comportamento assintético
das condic¢bes de contorno, tomando como exemplo o
caso particular de Osciladores Harmonicos Amortecidos
e Forcados, que é possivel inferir o comportamento diné-
mico nesta regiao para sistemas mais complexos, como o
oscilador nao-linear descrito na segio 5.
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