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A procura de soluc¢do para equagdes diferenciais pode ser uma das principais tarefas de um fisico. Nesse sentido,
quanto maior o nimero de métodos de solucdo conhecidos, mais ampla é a variedade de problemas que podem ser
analisados e entendidos. Dentre as equagées diferenciais, as ndo-lineares sdo as que apresentam maior complexidade
de resolugao e rotineiramente estao presentes na descricdo de fendmenos naturais. Nessa perspectiva, este trabalho
apresenta uma introducdo para o Método da Decomposi¢do de Adomian, o qual é um método analitico muito
utilizado para abordar equagdes diferenciais nao-lineares. Para exemplificar a eficicia do método de Adomian serao
tratados alguns exemplos lineares e ndo-lineares, dentre os quais pode-se destacar: a queda livre de uma particula
sob resisténcia do ar, o péndulo simples e uma equagio de onda unidimensional de transporte ndo-uniforme.
Palavras-chave: Equacoes Diferenciais, Problemas Nao-Lineares, Método da Decomposi¢do de Adomian.

Searching for solution of a differential equation can be one of the main tasks of a physicist. In this sense, the
greater the number of known solution methods, the wider the variety of problems that can be analyzed and
understood. Among the differential equations, the non-linear equations are the ones with the greatest resolution
complexity and are routinely present in the description of natural phenomena. In this perspective, this work
presents an introduction to the Adomian Decomposition Method, which is an analytical method vastly used to
address non-linear differential equations. To exemplify the applicability of the Adomian method, some linear and
non-linear examples are treated, namely: free fall of a particle under air resistance, simple gravity pendulum and a
one-dimensional non-uniform transport wave equation.

Keywords: Differential Equations, Non-linear Problems, Adomian Decomposition Method.

1. Introducao

Os fenomenos da natureza quando modelados geralmente
sdo apresentados na forma de uma equacao diferencial;
portanto, para compreendé-los bem faz-se necessario
solucionar equagoes diferenciais. Sendo assim, resolver
equagoes diferenciais constitui uma importante parte do
trabalho de fisicos, matematicos, engenheiros e outros
profissionais. Porém, nem todas as equacoes diferenciais
sao de fécil resolucao analitica, existindo aquelas cujas
solugdes analiticas ndo sdo conhecidas. Para analisar essa
ultima categoria, existem diversos métodos, sejam numé-
ricos ou analiticos, a saber: séries de poténcias; teoria de
perturbagao; método de Runge-Kutta, elementos finitos,
dentre outros.

Este trabalho tem como objetivo apresentar, de forma
didatica, um método que pode ser utilizado na solugao
de equagoes diferenciais, sejam ordinarias ou parciais,
sobretudo ndo-lineares. Trata-se do método da decompo-
sicdo de Adomian. Este método foi proposto pelo fisico
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Adomian na década de 1980 [IH5] com o objetivo inicial
de solucionar problemas estocasticos da fisica. Contudo,
devido a sua praticidade, tem sido aplicado em varia-
dos problemas deterministicos e estocésticos, lineares e
nao-lineares, diferenciais ou algébricos, de valor inicial ou
de contorno e também equagoes diferenciais fracionarias.
O método da decomposi¢do de Adomian pode ser en-
contrado na solucao de problemas de varias areas, como
fisica [6l7], biologia [8,|9] e engenharia [10H12]. Exem-
plos de aplicagoes na fisica e engenharia sao as solugoes
de versoes nao-lineares da equacdo de Schrodinger [7],
propagacao de ondas em meios eldsticos [10] e solugao
analitica da equagdo de Navier-Stokes em tempo fracio-
nério [12]. Um dos pontos chaves do método de Adomian
é que ele permite a solugao de equagoes funcionais sem
a necessidade de discretizagdo ou aproximacao dos ope-
radores. Para problemas néao-lineares, por exemplo, o
método mostra interessantes resultados, pois sua aplica-
¢ao tem possibilitado encontrar aproximacdes analiticas
que convergem rapidamente quando a solucao do pro-
blema existe. Sendo assim, além de apresentar o passo
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a passo do método, serao feitos exemplos de aplicacao
do método em equacées diferenciais ordinarias e parciais,
lineares e nao-lineares.

Nesse sentido, a apresentagdo deste trabalho esta divi-
dida nos seguintes tépicos. Na se¢ao |2} serd apresentado
o método da decomposicdo de Adomian, discutindo bre-
vemente sobre a sua convergéncia. Na secao [3| serdo feitos
exemplos da aplicacao do método de Adomian tanto para
problemas lineares quanto nao-lineares. Os exemplos que
serao tratados sdo: queda de um corpo sob acao da re-
sisténcia do ar, equagdo do péndulo simples, equagao de
onda unidimensional e um problema de contorno. Por
fim, serdo feitas as consideracoes finais deste trabalho.

2. O Método da Decomposicao de
Adomian

Esta segao sera destinada a descricio do método da
decomposicao de Adomian e também uma breve andlise
de convergéncia do mesmo. A construcdo da solugdo de
uma equagao diferencial serd conduzida em detalhes, de
forma que o leitor possa entender o passo a passo para
encontrar suas proprias solugoes.

2.1. Descrigdao do método

Considere a seguinte equacao diferencial

Fy(z) = g(x), (1)

em que F = L + R + N representa um operador diferen-
cial constituido por uma parte linear, na forma L + R,
uma parte ndo linear N, e g(x) representa uma fungéo
da varidvel independente z € D C R. Na decomposi¢ao
do operador linear, o termo L representa a derivada de
ordem mais alta da equagdo diferencial equacao (1] e o
termo R representa é o restante da parte linear. Com o
objetivo de exemplificar tal decomposicao, considere a
seguinte equagao diferencial ordinaria nao-linear

y' =2y + 2Py +y° =2?, (2)

em que y = y(x). Na equagio identificam-se os termos
dos operadores linear e nao-linear como L = % (o termo
de ordem mais alta), R = —2% +22 (o restante do termo
linear), N = y3 (o termo nao-linear) e g(z) = 3.

Assim, a equacao pode ser reescrita como

Ly(z) + Ry(z) + Ny(z) = g(z). 3)

O primeiro passo da construcao da solucao é isolar a
parte do operador L na equacgao , ou seja,

Ly(z) = g(x) — Ry(z) — Ny(z). (4)

No método da decomposicdo de Adomian o operador
diferencial L deve ser inversivel. Assim, aplicando o ope-
rador inverso L™! em ambos os lados da equacao (4],
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obtém-se que

L™'[Ly(z)] = L™} [g(x)] = L™ [Ry(z)] — L™ [Ny(z)].
(5)

Nos casos trabalhados neste artigo, considerando que
as equagoes aqui envolvidas sao diferenciais, o operador
inverso L' corresponde a uma integral repetida na va-
riavel independente, em que o niimero de repeticoes é
exatamente aquele da ordem da derivada de L. Suponha,
por exemplo, que o lado esquerdo da equagao seja
um operador correspontente a uma derivada de primeira
ordem, ou seja, L = %, neste caso o operador inverso
serd dado por L' = ["(-)ds.

Reescrevendo a equagao (9] tem-se

y(z) = o+ L [g(x)] — L7 [Ry(x)] — L~ [Ny(z)], (6)

em que @ é uma constante que surge da aplicagao do
operador inverso e estad relacionado as condigoes iniciais.

As principais hipéteses do método da decomposicio
de Adomian [1H5] sdo admitir que a solucdo y(x) possa
ser decomposta como uma série de funcgoes, isto é,

y(@) = yalx) (7)

e que o termo néao-linear Ny(z) seja uma funcao analitica
podendo ser escrita por meio dos denominados polinémios
de Adomian A, (z) na forma

Ny(z) =) An(2). (8)

Desta forma, substituindo as equagoes e na equa-
cao (@ tem-se que

Z yn(ﬂ;‘) =

¢+L ' g(z)] L7}

ZAn(x)

Neste contexto, cada parcela da série infinita, dada pela
equacdo (7)), yo(x), y1(x),y2(2), - ,yn(z), -+ pode ser
calculada a partir da equagao por comparacgao direta
entre os lados direito e esquerdo da equagao. Fazendo
isso, obtem-se o seguinte algoritmo para a solugao

> R(yn(l‘))]

Lt . (9)

yo(r) = ¢+L 1 g(x)] (10)
yn+1($) = _L_l(An(x) + R(yn(x)),
n=0,1,2,-- (11)

Note que a solugao é obtida de forma iterativa pe-
las equagbes e . Além disso, os termos da sé-
rie Y yn(z) dependem diretamente dos polinémios de
Adomian. Para se construir os polindmios de Adomian
deve-se fazer a expansao em série de Taylor para a funcéo
nao-linear Ny(z) em torno da fungao inicial yo(x) [1H5].
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Como por hipétese a solugdo da equagao é na forma
y(x) =37 o yn(z) € 0 termo néo linear pode ser escrito
na forma Ny(z) = > 7, A,(x), entdo através de um
longo processo de comparagao entre duas séries obtem-se
os polindmios de Adomian [1H5]. Através deste processo
é possivel mostrar que a férmula geral para o calculo dos
polinémios A,’s é dada por [1H5]

1 dn i ;
A (z) = Tm [Ni;yi(x)AL_O, n=0,1,2,---

(12)

Neste caso, para a utilizacdo nos exemplos que serao apre-
sentados na Se¢ao[3] traz-se os cinco primeiros polindmios
calculados a partir da equagao (|12))

o) = Nuo() (13)
Al = nENp@) (14)
Asla) = Q)N"m )+ Ny (15)
As(z) = y3(x)N'yo(z) + y1(2)y2(z)N"yo(z)

+ Y1 (Z‘) N/// ( ) (16)
Ay(z) = 4($)N Yo(z)
+ (y1(w)y3(x) + y2<2x) > N"yo(x)

+ yl(x)z:‘ﬂ(x)N///yO(x)
+ #N(‘l)yo(x). (17)

Dado o algoritmo para construgao da solucao de uma
equacao diferencial, a seguir sera feita uma breve analise
sobre a a convergéncia do método de Adomian apresen-
tado.

2.2. Sobre a Convergéncia do Método

Nesta subsecao sera feita uma breve discussao sobre a
convergéncia do método de Adomian. Isto ajudard na
verificacdo da viabilidade do método em determinadas
situagoes.

Considerando de forma geral a equagao funcional

y—Ny=F, (18)

em que N : H — H é um operador nao-linear continuo,
f € H e H é um espago de Hilbert, i.e., sdo espagos veto-
riais com produto interno e completos |12}/13]. O objetivo
do método da decomposicdo de Adomian é buscar uma
fungdo y € H tal que a equagdo seja satisfeita. Isto
é feito supondo que a funcao y possa ser escrita como

uma série -
2) = yn(z) (19)
n=0

e também que o termo nao-linear possa ser escrito na
forma

Ny(z) =Y An(@). (20)
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Conforme descrito na Subse¢ao o método levaré a
seguinte relagdo de recorréncia

Yo(z) = f(z)
Yr+1(z) = Ak (yo(2),y1(2), - yk(2)) -

Diante disto é possivel enunciar o seguinte teorema
sobre a convergéncia do método da decomposicao de
Adomian. Para o leitor interessado a demonstragao deste
teorema pode ser encontrado na referéncia [14]. Se N :
H — H éum operador continuo no espago de Hilbert H e

o0

y(z) é a solugdo da equagio , entao a série Z Yn(2)
n=0

cujos termos sao obtidos pela relacao de recorréncia ,

converge para y(x) sempre que existir 0 < a < leng € N

satisfazendo ||yx+1ll., < o||ykll, Para todo k > ng [14].

Este resultado oferece uma forma simples verificar se
o método ird convergir para um determinado tipo de
problema. Como é possivel verificar na literatura, nem
sempre o método da decomposicdo de Adomian descrito
neste trabalho resultard em séries convergentes [14]. Neste
caso, duas opgoes sdo possiveis: ou trabalhar com alguma
forma modificada do método da decomposi¢gao de Ado-
mian [15] ou fazer a escolha de um método numérico
diferente.

Na literatura ha diversos outros resultados e genera-
lizagbes referentes a andlise de convergéncia do método
da decomposicio de Adomian, o leitor interessado pode
consultar as referéncias |[16H22] para maiores detalhes.

(21)

3. Aplicagoes do Método da
Decomposicao de Adomian

Nesta secao o objetivo é exemplificar o uso do método da
decomposicao de Adomian através de algumas equacoes
comuns na fisica-matematica. Serao construidas solu-
¢oOes analiticas e semi-analiticas de equacbes diferenciais
ordindrias nao-lineares e também um exemplo de uma
equacao diferencial parcial.

3.1. Queda de um corpo sob resisténcia do ar

O primeiro problema que sera apresentado trata do movi-
mento vertical de queda livre de um corpo nas proximida-
des da Terra levando em consideragao a resisténcia do ar.
O interessante deste problema é que ele possui solugao
analitica de construcgao trivial e, desta forma, ela serd
comparada com a solugdo obtida utilizando o método
da decomposicdo de Adomian. Observa-se nessa situacio
que o objetivo deste exemplo é apenas para ilustrar o
método da decomposicdo de Adomian, afinal neste caso é
mais simples obter a solugdo analitica através do método
da separacao de variaveis do que através do método de
Adomian.

Considere que a aceleragao gravitacional seja constante
eigual a g. Além disso, considere que a forca de resisténcia
do ar seja dada por Fy,. = %CpAvQ, em que C' represente
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o coeficiente de arrasto, p a densidade do ar, e A a area da
segdo frontal do corpo em queda [23]. Além disso, suponha
que esse corpo tenha massa m e que sua velocidade inicial
seja nula, ou seja, v(0) = 0. Desta forma, pela segunda
lei de Newton tem-se a seguinte equacao diferencial de
primeira ordem nao-linear

dv 1
— = — —CpA 1.1
m—y = myg 2C’p ve, (3.1.1)
que reescrevendo assume a forma
dv CpA ,

A equacgao é separdvel e é possivel calcular a
solugdo analitica do problema de valor inicial de forma
direta através do método das fragoes parciais obtendo a
seguinte expressao

2 A
v(t) = Q/Og—pﬁtanh (\/ g;’;t) .

O objetivo é comparar a solucao analitica com a solugao

(3.1.3)

obtida através do método da decomposicdo de Adomian.

Desta forma, aplicando o método descrito na Secéo
pode-se escrever a equacdo (3.1.2]) na forma

CpA | .,
Lo(t) =g — —w(t)=, 3.14
o(t) =g — Lot (3.1.4)
em que L = % representa o operador diferencial e

Nov = %# representa o termo néo-linear. Utilizando
. _ ¢
o operador inverso L~! = fo (-)ds em ambos os lados da

equagao (|3.1.4) obtem-se

b dv K CpA [*
/Oads = /Ogds—%/ov(s)dsé

t
v(t) —v(0) = gt— %/ v?(s)ds (3.1.5)
2m 0
Aqui supde-se que a solugdo v(t) seja dada por uma série
de fungdes v(t) = Yo7 vn(t) e que o termo ndo-linear
pode ser escrito por meio de uma série dos polinémios
de Adomian, Nv =Y / A,(t). Logo, a equacio

serd reescrita na forma

v (t) = gt — A (s)ds,

lembrando que o corpo inicialmente estd em repouso, i.e.,
v(0) = 0. Portanto, a equacdo (3.1.6) leva & seguinte
relagdo de recorréncia

(3.1.6)

vo(t) = gt (3.1.7)

- /Ot A (s)ds.

Da equagéo (3.1.7)), verifica-se de imediato, através da
equacao , que o polindémio Ay(t) é dado por

Unt1(t) = (3.1.8)
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CpA
Qﬁa (vo)?

QZCPAtz
2m

(3.1.9)

Em seguida, tem-se que o termo vy (t) da série é calculado
pela equacao (3.1.8]) que é dado por

- /O " Ao(s)ds

_ g*CpA 3
6m

v1(t)
(3.1.10)

Para o célculo do préximo termo vs(t) da série, deve-se
calcular o préximo polinémio de Adomian A;(t) que é
dado pela equacgao , isto é,

Ai(t) = v1(t)N'vo(t)

CpA
= ()
B g3c2p2A2 t4
6m?

(3.1.11)
Assim, o termo vy(t) é calculado como sendo

- /O " Ay (s)ds

GPO2p2 A2
30m2

'UQ(t)
5. (3.1.12)

Repetindo esse procedimento para o termo vz(t), pri-
meiramente deve-se calcular o polindmio A3z(t) que é
dado pela equacgao que é dado por

V2 (t)N,UO (t) + MNHUO (t)

2
CpA
- % [200(£)va (£) + v1 (£)?]
B 17 g4c3p3A3 6
= gt (3.1.13)

Ay(t) =

Logo, o termo v3(t) pode ser calculado e é dado por

/Ot As(s)ds

L gopa,

2520  m3

v3(t)

(3.1.14)

Finalmente, tem-se os quatro primeiros termos da so-
lugdo que é dada por

_FCpA 5 PO A 5
6m 30m?
17 g*C3p3 A3

v(t) = gt

E possivel de forma direta, apesar de ndo imediata, rees-
crever a série encontrada na equacao (3.1.15)) na seguinte
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forma

_[2gm gCpA 1 ngA
u(t)_,/OpA ( ot 5 |V ot 116)
2 gCpA 17 ngA
15 <\/ om t) 315 ( om ) T

Observe que a série que aparece na solucao dada pela

equacao (3.1.16]) é exatamente a expansao em série de

gCpA
2m

Taylor da funcao tanh . Portanto, a solucao

encontrada utilizando método da decomposi¢do de Ado-
mian corresponde aquela que podemos calcular direta-
mente resolvendo a equagao diferencial separavel.

3.2. Equagao do péndulo simples

Outro sistema fisico bastante conhecido e cuja analise

recai numa equacao diferencial nao-linear de segunda

ordem é o péndulo simples ndo-amortecido. A equacgao

diferencial que descreve o movimento de um péndulo de

comprimento [ apenas sobre a acao da gravidade g é dada
pela equagdo [24]

d*0(t)

dt?

em que 6 representa o angulo que o péndulo forma com

o eixo vertical, ¢ representa o tempo e wy = \/971 Além

disso, suponha que as condig¢bes iniciais sejam dadas por

0(0) = o (3.2.2)

do
(dt) -0

Observa-se que a equagao (3.2.1)), sujeita as condigoes
iniciais (3.2.2) e (3.2.3)), possui solucao analitica dada
por

0(t) = 2arcsin {sin (%) sn [K (sm (@0))
wot; sin (20)} }(3.2.4)

em que sn(v;w) representa as fungdes elipticas de Ja-
cobi e K(v) é a integral eliptica completa de primeira
espécie |24].

Na equacao observa-se que o operador linear

é dado por L =

+ w2sin (A) =0, (3.2.1)

(3.2.3)

PToR assim como a parte nao-linear
é dada por N = sin (f). Para utilizar o método da
decomposi¢ao de Adomian, tem-se que o operador inverso
é dado, neste caso, por L*1 fo Jy ()duds. Aplicando o
operador linear inverso, L™ em ambos os membros da
equagdo ([3.2.1]), tem-se

L 'Lo(t ) —wOL 'No =

|

o(t) — 6(0) — () t= WL~

= —wiL ' [sin (0)] =

Usin (9)], (3.2.5)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0095

€20200095-5

ou seja,

0(t) = o — waL " ![sin (0)]. (3.2.6)

O préximo passo do processo de solugao é supor que a
solucdo da equagdo do péndulo 0(t) seja dada por uma
série de fungdes de ¢, ou seja, 0(t) = > o0 0,(t); além
disso, deve-se supor que o termo nao-linear, sin (6), possa
ser escrito em termos dos polindmios de Adomian N6 =
sin () = >°.° ) A, (t). Considerando essas suposicoes,

tem-se que a equagdo (3.2.6) pode ser reescrita como

= o —waL™? (3.2.7)

S 0a(0)

> An(t)
n=0

Comparando ambos os lados da equacao (3.2.7)), identifica-

se a seguinte relagdo de recorréncia:

o(t) = o (3.2.8)
Ooii(t) = —PLALH).  (3.29)

De acordo com a equagao ([L3]), tem-se que o primeiro
polinémio de Adomian é dado por

Ap(t) = Nby
= sin (po). (3.2.10)
Com isso é possivel calcular a parcela 61(t) da série de
solucdo como
0u(t) = _1[Ao(t)]
! [sin(0)]
(wot)?
5

—wg

fwoL

= —sin(po) (3.2.11)

A partir das funcdes 0y(t) e 61(t), pode-se calcular o
polinémio de Adomian A;(t) por meio da equagao (14)).
Neste caso, tem-se que

Al(t) 01 (N'6)9:90

().,

wot)2

— sin(po) cos (¢o) ( (3.2.12)

Assim, é imediato calcular o termo 65(t) da série de
solugao que é dado por

O2(t) = —wiL™'[A4]
wat)2
= L [ sin(io) cos (o)
wat)d
= sin(goo)cos(gao)( Z't) (3.2.13)
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Agora, calculando o polindémio As(t) a partir da equa-
gao (|15) tem-se

92
Aa(t) = 62(N'O)og, + 5 (N"B)o—,

= 0 (ja sm(9)> v ¢ <d02 Sm(a))e:%

07
= Bycos(bp) — ~ sin (6o)
(wot)*
4!

= (sin(po) — 4sin®(¢0)) (3.2.14)

E assim, o quarto termo da série de solucao é dado por

Os(t) = A
= —wiL™" | (sin(po) — 4sin®(¢0)) (wz't)
= — (sin(po) — 4sin® (o)) (wgif)ﬁ. (3.2.15)

E possivel repetir esse processo até obter a precisao
desejada. Neste caso, tem-se a série da solugdo 0(t) até a
quarta parcela dada por

w 2 w 4
00 = o sin(e0) 00 4 sin(oo) cos (o) 20
—  (sin(go) — 4sin®(po)) (wg!t)G +--- (3.2.16)

Na figura [1| é possivel ver uma comparacao entre a
solugédo analitica dada pela equagéo (3.2.4) e a solugéo
aproximada como a obtida na equa, para
wo =7/8 e wg = 1/8. A solugdo aproximada considerada
na figural[l]foi calculada usando uma série com seis termos.
Verifica-se qualitativamente que a solugdo aproximada
estd de acordo com a solugao analitica, fato que é validado
com o auxilio da figura |2} Nota-se em ambas as figuras
que o erro absoluto aumenta consideravalmente na parte

direita do intervalo no qual a solugao é calculada. Porém,
é possivel verificar que no pior caso a solucdo aproximada

0.4

ASSiSI TSV, T T T T
ee@eg o O Soluggo Aproximada
%ﬁ Soluggo Analitica
021 d
= |
Q.
02t 1
Q&@GQ
Q.
04 . . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 1: Comparacdo entre a solucdo analitica, equac&o ,
e a solucdo aproximada, equacdo , obtida através do
método da decomposicdo de Adomian considerando ¢y = 7/8 e
wo = 1/8. A solugdo aproximada contém até a sexta parcela da
série e mostra concordancia com a solucdo analitica no intervalo
considerado.
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0.008 [-

0.006 [-

erro

0.004 -

0.002 |-

Figura 2: Erro absoluto entre a solucdo analitica, equacdo

(13.2.4)), e a solucdo aproximada, equacdo ([3.2.16)), para po =

/8 e wop = 1/8. No intervalo considerado, a solucdo aproximada
tem duas casas decimais de precis3o.

ainda possui precisao de duas casas decimais. Para que
seja possivel aumentar a precisdo ou estender o intervalo
de andlise seria preciso aumentar o nimero de parcelas
na série aproximada calculada.

3.3. Equacao da onda unidimensional

O método da decomposicao de Adomian também pode
ser util para se resolver equacoes diferenciais parciais.
Além disso, serd verificado que este método permite tratar
equacoes diferenciais lineares e ndo apenas equagoes nao-
lineares. Nesta segdo sera apresentada a solugdo de um
problema de Cauchy para uma equacao de transporte
nao-homogéneo.
Considere o problema o problema de Cauchy

ou ou __
T 70’
u(z,0) =1 — 22,

(:c t)ERXR>0

3.3.1

rzeR ( )
observe que a equagdo diferencial do problema (3.3.1)) é
linear. Além disso, este problema de valor inicial pode
ser resolvido analiticamente através do método das carac-

teristicas [25]. Neste caso, a solugdo é dada pela a funcao
u(x,t) =1 — x2e?.

0
Aqui o operador linear é dado por L = 2 assim o
t
/ (")ds.
0
Aplicando o operador inverso na equacao diferencial,
tem-se

operador inverso pode ser escrito como L™ =

L~ 'Lu(z,t)
Lo Lo
/ %u(z s)ds 7/ xa—u(:z: s)ds =

u(x,t) — xO—x/—ums

0
_1-1
=L xaxu(m,t) =

ou seja,

u(z,t) = (1—2?) +x/ —u(z, s)ds. (3.3.2)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0095



Amorim e Rispoli

Supondo agora que a funcdo u(z,t) possa ser escrita
como uma série de fungoes de u(x,t), isto é, u(z,t) =
Yoo o un(,t), entdo substituindo na equagdo ([3.3.2)
obtem-se

0o [e') + )
Zun(x,t) =(1-2%)+uz Z/ 6—un(x, s)ds
n=0 n=0"0 r
(3.3.3)
Observe que neste caso nao ha termo nao-linear, desta
forma os polindémios de Adomian néo serdao necessérios
no processo de solucao.

Ao comparar os dois lados da equagdo 3)) identifica-
se a relagao de recorréncia

up(x,t) = (3.3.4)

Un41(x, 1) (3.3.5)

1— a2
/ax (x, 8)ds.

Assim, é possivel encontrar as fungoes u, (x,t) comegando
por uq(z,t) que é dado por

up (z.t)

I I

S 8
O\..“ O\H.
gl 2|
5]

O

I 0

% =

=

Il
|
[\~
8
)
o~

(3.3.6)

Em seguida, pode-se calcular a fungdo us(z, t) que é dada
por

ug(.t)

I
&
ﬁ
Flo Flo
S
0
)
B

(3.3.7)

Para o quarto termo da soma, tem-se

¢
0
:E/O %ug(x,s)ds
¢
_ 9 2,2
= x/o 8;10( 4dx“t*)ds

3!

ug(z.t)

(3.3.8)

Neste caso, é imediato mostrar, por indugao, que para
todo n € N o
(n + 1)-ésimo termo da soma é

(3.3.9)
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Portanto, tem-se a solu¢gdo dada pelo método da decom-
posicdo de Adomian

u(z,t) Zun(x,t)
n=0
2 S o (28)"
= (1—3:)—2_:133( ')

n
= (2t)™
a2y 2
n:
n=0

- 1 —.'17262t

(3.3.10)

que coincide com a forma fechada da solucao do problema
(13.3.1)).

3.4. Problema de contorno

Finalmente, neste dltimo exemplo, serd verificado que o
método da decomposicao de Adomian também pode ser
utilizado para se resolver problemas de valor de contorno.
Para tal considere a equacao diferencial linear

&y
dx?

sujeita as condi¢des de contorno y(0) =0e y(1) =1. A
solugdo para este problema é conhecida e dada por

=y (3.4.1)

y(x) = csch(1)sinh(x). (3.4.2)

O operador linear associado a esse problema é de segunda
2

ordem e dado por L = assim serd escolhido o ope-

dz?’

1 s
rador inverso escrito na forma L™* = / ( / ()du) ds.
z 0

E importante notar que hé diferentes escolhas para o
operador inverso, porém é possivel provar que a solugao
obtida serd a mesma em todos os casos [26H28].

Aplicando o operador inverso na equacgao diferencial,
tem-se

L™ 'Ly(z) = L™ 'y(z)
// yduds—// w)duds =
y(1) — y(@) + (1 a)y’ / / ) dud$.A4.3)
e, portanto,
y() =1+ (z - 1)y / / u)duds.  (3.4.4)

Na aplicagao do operador diferencial surgiu o termo
desconhecido y’(0) e para o processo de obtengdo da
solucdo continuar é preciso calcular esse termo. Como

y(0) = 0 é conhecido, entdo fazendo = = 0 na equagio

-temse
vo=1- [ [ u
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Portanto,

y(z) = & — sr:—l// duds—//
(3.4.6)

Supondo agora que y(z) = > yn(x), entdo substi-
tuindo na equagao (3.4.6) obtem-se

© e 1 s
nz::()yn(x) = x—(x—l)nz_:o/o /O yn (0)duds

- Ti/: /OS Yn(u)duds.

Novamente tem-se uma equacao linear, logo os polin6-
mios de Adomian ndo surgirao no processo de solugao.
Assim, comparando os lados direito e esquerdo da equa-
¢ao identifica-se a seguinte relagdo de recorréncia

u)duds.

(3.4.7)

=X

(3.4.8)

- 1)/01/05 g () duds
/: /os Yn(u)duds.

Com isso é possivel determinar as fungdes y, (x) come-
gando por y;(x) que é dado por

—(:c—l)/ol /Osyo(u)duds—/l /syo(u)duds
—(z—1 / / ududs—//ududs

6

Yo(r)

yn-&-l(x)

(3.4.9)

y1(z)

(3.4.10)

Agora a fungio yo(x) pode ser calculada como

(xl)/o1 /Osyl(u)duds/m1 /Osyl(u)duds
—(x—l)/ol/os (f—g)duds

Lrsrud
— /:c /0 (G—G)duds

1‘5
360 36 T 120°

Yya(z)

(3.4.11)

Logo, para o quarto termo da série, tem-se

x—l//y2 duds—//yz )duds
U
xl//<360+120>dud5
u?

1:c + Tz x5 7
15120 ' 2160 720

y3(z)

. 4.12
5040 3 )
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o O
O(} O L 1 1 L L Il L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

Figura 3: Comparac3o entre a soluc3o analitica, equacdo ,
e a solucdo aproximada, equacdo , obtida através do
método da decomposicdo de Adomian. A solucdo aproximada até
a quarta parcela da série e mostra concordancia com a solucédo
analitica.

%10

erro

o 4 M W A& O o N
T
!

I L L I L ! L L I
0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1
X

o

Figura 4: Médulo da diferenca entre a solucdo analitica, equacdo

(3.4.2), e a solucdo aproximada, equacdo (3.4.13]). Observa-se

que a solucdo aproximada tem quatro casas decimais de precisdo
apenas com quatro termos da série.

Portanto, a solugao até a quarta parcela resultara em

y(x) = yo(x) + y1(z) + y2(z) + ys(z) + -

I G SN DAY G i
- 6 6 360 36 120

_ 3lz _
15120

Nas figuras [3] e [4] sdo feitas comparagdes entre as solu-
¢des aproximada (equagdo (3.4.13)) e analitica (equagdo
(13.4.2))) do problema. Verifica-se que a solugdo aproxi-
mada é capaz de representar muito bem a solucao anali-
tica apenas com quatro termos oferecendo erro absoluto
inferior & 0,01%. Mostrando, assim, a robustez do método
da decomposicio de Adomian também para encontrar
solucbes semianaliticas de problemas de valores de con-
torno.

Aqui se faz relevante constatar que todas as parcelas da
série de solucao encontradas satisfazem individualmente
as condigoes de contorno y(0) = 0 e y(1) = 1. Este
comportamento deve sempre ocorrer, independente se
o problema é ou nao-linear, e pode ser utilizado para
verificar se as solucbes parciais calculadas pelo método
de Adomian encontram-se corretas [26-2§].

Ta3 x® x’
— — .-+ (3.4.13
2160 720 5040) + ( )

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0095



Amorim e Rispoli

4. Consideragoes Finais

Neste trabalho foi apresentada uma revisao do Método
da Decomposicao de Adomian. Trata-se de um método
adequado para se resolver equagoes diferenciais lineares
e ndo-lineares, e tem sido aplicado sistematicamente em
diversos problemas na literatura, em especial da fisica
e engenharia. Neste sentido, foram trabalhados alguns
exemplos envolvendo equacoes diferenciais ordindris e
parciais, lineares e nao-lineares e também problemas de
valor inicial ou de contorno. Conforme destacado no tra-
balho, este método pode apresentar convergéncia muito
rapida o que pode contrastar com outros métodos numé-
ricos ou semi-analiticos rotineiramente utilizados. Além
disso se destaca a sua simplicidade, sobretudo pelo fato
dos célculos realizados em cada iteracao serem triviais.
Finalmente, é um método que pode ser aplicado em di-
versos tipos de problemas lineares, nao-lineares, de valor
inicial, de contorno, de ordem fracionaria e também al-
gébricos sem grande necessidade de adaptagdo. Como
perspectiva futura, vislumbramos a aplicacdo deste mé-
todo em outras situacoes da fisica e da engenharia, bem
como o desenvolvimento de um algoritmo computacional,
utilizando aplicativos de matemaética simbdlica, para se
obter solucoes dos mais diversos tipos de problema e com
precisao arbitraria.
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