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Esse trabalho tem por objetivo apresentar uma formulacio tedrica na éarea de fisica de plasma para obter
uma forma simplificada da equagdo de Grad-Shafranov, em outras palavras, obter a lei de Ampere-Maxwell em
funcdo do potencial vetor magnético e da densidade de corrente. Buscamos entender melhor alguns fenémenos
que ocorrem no plasma interplanetario. Outro objetivo é apresentar essa pesquisa de forma didatica com a maior
clareza e concisdo possiveis. Para tanto, um desenvolvimento matematico se da como introducdo ao trabalho,
mostrando as equagdes que queremos deduzir, a cada se¢do vamos construindo uma base tedrica em fisica de
plasma, usando conceitos da termodindmica e as leis universais da fisica, além de matemética, culminando na
equagdo simplificada de Grad-Shafranov. Por fim, apresentamos uma das solu¢es mais conhecidas para equagao
de Grad-Shafranov, além de referéncias para quem quiser se aprofundar na pesquisa.

Palavras-chave: Magnetohidrodindmica Ideal, Teoria Cinética, Lamina de Corrente, Equacdo de Grad-
Shafranov.

This article aims to present a theoretical formulation in the area of plasma physics to obtain a specific form of
the Grad-Shafranov equation, in other words, to obtain the Ampeére-Maxwell law as a function of the magnetic
vector potential and current density. We seek to better understand some phenomena that occur in interplanetary
plasma. Another objective is to present this theme in a didactic way as clearly and concisely as possible. In par-
ticular, a mathematical development takes place as an introduction to the work, showing the equations we want
to deduce, with each section we build a theoretical basis in plasma physics, using concepts of thermodynamics
and the universal laws of physics, as well as mathematics, culminating in the Grad-Shafranov specific equation.
Finally, we present one of the best known solutions for the Grad-Shafranov equation, as well as references for
those who want to delve into the subject.

Keywords: Ideal Magnetohydrodynamics, Kinetic theory, Current sheet, Grad-Shafranov equation.

An overview of kinetic theory in plasma physics to obtain a specific form of the Grad-Shafranov equation

1. Introducao

O espaco interplanetario estd quase totalmente imerso
no plasma do vento solar e do meio interestelar [IH3].
Esse fluxo de particulas, denominado vento solar, encon-
tra resisténcia proximo aos planetas devido a sua mag-
netosfera, seja ela do tipo induzida (Vénus e Marte)
ou intrinseca (o restante dos planetas) [4]. Plasma,
por sua vez, é um tipo especial de gas altamente ion-
izado, composto primordialmente por elétrons e ions.
Estas microparticulas que compéem o plasma podem
interagir com os campos elétricos e magnéticos externos
e internos. As interagdes Coulombianas entre particulas
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carregadas, consideradas de longo alcance, levam aos
movimentos coletivos do plasma. Esta substancia e seu
comportamento nao é linear e nem tem um padrao pre-
definido, no entanto, a partir de simulagoes, via particu-
las, é possivel interpretar fendmenos de larga escala e
processos cinéticos que dependem do tempo, como por
exemplo, instabilidades de ondas, difusdo, aquecimento
e aceleragao de particulas em plasmas espaciais [5H7].
Também sabemos que o plasma, no meio interplan-
etario, estd “congelado” ao campo magnético oriundo
do Sol [8,[9]. O anterior é consequéncia do teorema de
Alfvéque é valido se V x (E+ @ x B) =0, onde @ é a

1 Proposto pelo fisico sueco Hannes O. G. Alfvén, laureado com o
Nobel de Fisica de 1970.
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velocidade do plasma, e E e B sdo os campos elétricos e
magnéticos respectivamente [I0} [I1]. O teorema afirma
que, em um fluido perfeitamente condutor, o fluxo de
campo magnético em um contorno fechado que se move
com o plasma é constante. Este é o conceito de congela-
mento do plasma e permite que possamos visualizar as
linhas de campo como estando congeladas no fluido. Um
elemento de fluido que se move ao longo de um tubo de
linhas de forga, permanece em movimento com o tubo
através do plasma.

O teorema de Alfvén geralmente é considerado valido
se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

a) a resistividade elétrica é muito pequena, ou seja,
n ~ 0 (porém, a condutividade ¢ = 1/n é quase
infinita como acontece no meio interplanetario);

-

b) a densidade de corrente (J) é pequena;

¢) ambas escalas, espacial L e temporal ¢ sdo muito
grandes.

Embora o teorema de Alfvén seja valido na maioria
das regides do plasma que estudamos, ele ndo é ver-
dadeiro nas laminas de corrente, que sao regides estre-
itas de grande densidade de corrente [12]. A formagao da
propria lamina de corrente é consequéncia do encontro
de dois ou mais regimes de plasmas com suas respecti-
vas configuracoes magnéticas, podendo interagir de tal
forma que os plasmas se tornem interconectados, estab-
elecendo, assim, uma troca de energia, massa e momento
que poderia levar as condigoes ideais para acontecer a
reconexao magnética [IT), 13, [14]. Sendo este, um dos
fenémenos mais eficientes de troca de energia no interior
do plasma em pequena e larga escala [15] [16].

Tendo em vista este cendrio, a reconexao magnética
que ocorre na magnetosfera terrestre é um importante
fendmeno na ocorréncia de sub-tempestades e tempes-
tades geomagnéticas [I7, [I8], que por sua vez pode
interferir em nossa tecnologia de satélites e redes elétri-
cas [19]. Neste cendrio, a equagdo apresentada neste
artigo se torna importante para estudar a reconexao
magnética e fazer reconstrucbes em modelos semi-
empiricos na magnetosfera e no vento solar [20-26].

Para comecar o desenvolvimento deste trabalho se
faz necessario enunciar as equacoes basicas do eletro-
magnetismo e conceitos da teoria cinética em fisica de
plasma. Sendo assim, comecemos com a lei de Ampére-
Mazwell, que diz que cargas em movimento produzem
campo magnético. Ela pode ser transformada em duas
novas equacoes: i) na equagao de Grad-Shafranov (GS),
quando a densidade de corrente é definida em funcéo
da primeira derivada do potencial vetor magnético e
que ndo tem solugdo analitica [20] 22, 27]; i) em uma
forma simplificada da equagdao de GS, quando a densi-
dade de corrente se escreve em funcao do exponencial do
potencial vetor magnético que, neste caso, tem solucao
analitica [22] [24] [28H32].
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A equagao de GS como apresentada no primeiro caso
do paragrafo anterior, deriva-se de um plasma consid-
erado um fluido tnico, de alta condutividade, imerso
num campo magnético, sem colisdes e considerando
que no interior do mesmo acontecem fendémenos de
baixa frequéncia que permitem uma aproximagao mag-
netostdtica [28, 29]. A condigdo de equilibrio magne-
tostatico define-se a partir da utilizagdo da segunda
lei de Newton, em uma amostra de plasma, no qual
as forcas gravitacional e magnética e o gradiente de
pressdo encontram-se com aceleragdo nula. A forca grav-
itacional é desconsiderada por ser muito pequena em
relagdo as outras duas forcas. Porém, a equacao de equi-
librio magnetostatico, que da inicio ao desenvolvimento
fisico-matematico para a obtencdo da equagdo de GS, é
a seguinte:

Vp =J x B, (1)

sendo que p define a pressdo cinética do plasma, J a
densidade de corrente e B representa o vetor indugao
magnética. Pode-se encontrar o desenvolvimento detal-
hado de todo o formalismo matematico no trabalho
de [22] e no apéndice de [31]. Em todo o desenvolvimento
algébrico que segue, utiliza-se o sistema de coordenadas
Cartesianas, onde o vetor campo magnético é definido
por B = By(z,2)i + By(z,2)] + B.(x,2)k. Ou seja,
considera-se o eixo y invariante, o que leva fazer todas
as possiveis visualiza¢des das respetivas magnitudes do
plasma no plano zz. Consequentemente a densidade de
corrente define-se da seguinte maneira: J = Jy(x,2)7. A
escolha do plano zz justifica-se pelo fato que os modelos
analiticos podem ser utilizados para realizar compara-
¢oes com a magnetocauda da Terra quando se realiza
um corte meridional com z na linha Sol-Terra e z no sen-
tido sul magnético [33]. Neste momento, fica necessario
apresentar para o leitor a expressao da equacao de GS:

9?A,  9%A, d B,
922 + 022 _MOTAy (P+ 2HO>’ (2)

onde A, é a componente no eixo y do vetor potencial
magnético Ae Lo a permeabilidade magnética do vacuo.
O termo da direita, no argumento da derivada, define a
pressdo transversal do plasma (P;) [20, 27], ou seja,

B,*(Ay(w,2))

Pi(Ay(z,2)) = p(Ay(z,2)) + 210

3)

Existem casos muito especificos da expressao de P;
para os quais é possivel obter uma solu¢do analitica de
(2) [34H36]. Um desses casos é a forma simplificada da
equagao de GS (referente ao item 4 citado dois para-
grafo acima) obtida por [28] a partir da teoria cinética de
plasma, sendo essa equacao o objeto de derivagao deste
trabalho.
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Ainda sem justificacdo fisica (serd apresentada nas
préximas se¢oes) mas com apoio matemédtico e com o
intuito de explicar ao leitor o porqué a nova equacao
é uma simplificacdo conveniente (ou seja, com solugao
analitica) de 7 define-se uma outra maneira de escr-

ever :

P, = Py, exp (—2V) (4)
no qual
A
L E—— 5
B (5)

define o potencial vetor magnético normalizado, By é
0 campo magnético assintético, L representa o compri-
mento de escala e

po=_9
' 2410

0 (6)
¢ a pressao transversal quando A, = 0 [37].

As expressoes (3H6]) sdo substituidas em ([2)) para obter
a forma simplificada da equagdo de GS que tem a

seguinte expressao:

L
e (7)

considerando novas varidveis que nao possuem dimen-
soes: + = X e 7+ = Z. A expressdo matematica dada
por tem a forma de uma equacdo de Poisson.

O objetivo desde artigo é apresentar uma formu-
lacdo tedrica em fisica de plasma usando teoria cinética,
necessaria para se justificar fisicamente a escolha das
equagoes —@ que permitem obter . Ou seja, a
equacdo (7)) em coordenadas cartesianas sera construida
passo a passo, para fins didaticos, mostrando caminhos
para se entender melhor o tema.

O artigo esta organizado da seguinte forma:

Secdo 2 — Comecamos definindo um espago de fase
e uma funcdo de distribui¢do, ou seja, queremos a
representacao das varidveis dindmicas do sistema para
construgao da equagdo de GS, além de uma funcao de
distribuicao e suas propriedades para representar a den-
sidade de pontos apresentados no espaco de fase.

Secdo 3 — Aqui definimos as grandezas macroscopi-
cas do plasma como: momento, velocidade de fluxo,
diade de fluxo de momento e triade de fluxo total de
energia. Usaremos isso para encontrar a equacgao de
Boltzmann, como uma ferramenta adequada para andlise
de fenémenos de transporte que envolvem gradiente de
temperatura e densidade. Nesta secéo sdo feitas algumas
hipéteses iniciais para se chegar na equacao de Boltz-
mann mais adequada para equagao de GS.

Secdo 4 — Agora vamos encontrar a equagao de Vlasov,
para tanto usaremos as equagoes de Maxwell até encon-
trar uma expressdo em funcdo do vetor potencial mag-
nético, também, uma forma analitica para a funcao de
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distribuicao, levando em consideracao tudo que ja foi
construido até aqui, usando os conceitos da termod-
indmica para um sistema multiplo em equilibrio ter-
modindmico. Isso vai permitir calcular com eficiéncia a
dindmica da energia com o movimento gerado por ela.

Secao 5 — Utilizando todos as se¢bes anteriores, como
por exemplo que o plasma é frio, denso e nao tem col-
isdes. Deduziremos a equacao de GS em sua forma sim-
plificada devido a todas as restrigoes imposta a lei de
Ampere-Maxwell.

Secdo 6 — Por fim, nessa secao mostraremos uma pos-
sivel solucdo para a equagdo, mas sem a intencao de
aprofundamento nessa se¢ao, ji que o objetivo principal
é deduzir a equacao e comentar sua importancia para a
fisica.

Secdo 7 — Na conclusdo indicaremos as principais dreas
de pesquisa e a relevancia fundamental do assunto para
a fisica e para nds seres humanos, que estamos inseri-
dos nesse contexto. Entendemos que esse estudo pode
ser ponta pé inicial para esse tema tao arduo, porém
proficuo.

Durante o desenvolvimento das segoes a seguir, uti-
lizaremos a mesma notagdo implementada no Capitulo
5 do livro de [38]. E necessario mostrar para o leitor o
raciocinio logico seguido até obter a equacao de Vlasov,
para posteriormente deduzir a equagdo de GS em sua
forma simplificada.

2. Espaco de Fase e Funcgao de
Distribuicao

Num sistema de coordenadas Cartesianas, a posicao do
centro de massa das particulas é definida pelo vetor
posigao:

F=xi4y) + 2k (8)

cujo elemento de volume é d®r = dxdydz. Também,
define-se a velocidade linear do centro de massa das
particulas, a partir da primeira derivada em funcao do
tempo da equacao , obtendo-se:

T = v,i +vy] + vk (9)

cujo elemento de volume é d3v = dvydvydv,. O elemento
de volume permite definir uma funcao de distribuicao
ou distribuigdo de probabilidade, ou seja, a enumeragao
das probabilidades de todas as possiveis saidas de um
determinado evento que aconteca no interior do plasma.

Continuamos por mencionar que o plasma possui um
grande numero de particulas com cargas elétricas posi-
tivas, negativas e neutras, mas macroscopicamente fica
com carga nula. Para descrever as propriedades de um
numero grande de particulas definem-se quantas delas
existem por unidade de volume num espago de seis
dimensoes chamado de espago de fase ou espago—u (do
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inglés, pu—space), cujo elemento de volume representa-se
por:

di' - dv = dxdydz dv,dv,dv, = d*r d*v. (10)

E importante ressaltar que do ponto de vista fisico,
para respeitar os critérios que definem um plasma, o ele-
mento de volume dr deve ser: i) grande quando com-
parado com o volume da esfera de Debye com raio Ap
(comprimento de Debye), distancia esta em que ocorre
um equilibrio entre a energia térmica das particulas que
tende a perturbar a neutralidade elétrica e a energia
potencial eletrostatica, resultante de qualquer separacao
de carga o que tende a restaurar a neutralidade elétrica;
1) pequeno com relagdo a dimensdo macroscépica do
sistema, definido por L. Assim, Ap < r < L garante a
neutralidade macroscépica do plasma e que no interior
do elemento de volume exista um nimero significativo
de particulas da espécie a.

Em conclusao, as seis coordenadas do espaco de fase
sdo (x,Y, 2, Ug, Uy, v;) €, segundo o livro de [38], a forma
mais facil e didatica de representd-lo é num plano bidi-
mensional como mostra a Figura [T}

Apés a definicdo do espago de fase, precisa-se definir
uma grandeza fisica que possibilite representar todas as
particulas presentes no interior do plasma. Para isso,
utiliza-se N, como sendo a quantidade de particulas da
espécie ou tipo a na posicdo 7, com velocidade ¥ no
tempo t. Sendo que, d® N, (7, ¥,t) é o ntimero de particu-
las da espécie a que esta no interior de um elemento de
volume d®r, com velocidade ¥ dentro de d®v no instante
t. E a fungao de distribuigao das particulas da espécie «
define-se pela seguinte expressao:

6N g
fa(F,’U,t) — w, (11)

d3rd3v

v dv

Figura 1: Representacdo do espaco de fase num plano bidi-
mensional com eixos formados por 7 e U. A representacdo per-
mite visualizar um elemento de volume d3rd3v importante para
definir uma func3o de distribuicdo das particulas no interior do

plasma [38].
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para quantificar a densidade de pontos representativos
no espaco de fase. Do ponto de vista matemético, para
ter sentido fisico, f. (7,7, ¢) necessariamente precisard
ser continua, positiva e finita para todo instante ¢. Sendo
que,

lim fo(F,%t) =0 (12)

|T]— o0
/fa(F, 7, t)d*v = 1. (13)

A funcdo de distribuicdo, também poderd ter as
seguintes propriedades:

(i) Se f. depende de ¥ o plasma é ndo-homogéneo.
Neste caso, na auséncia de uma forca externa no
decorrer do tempo, as particulas interagem até
um estado de equilibrio térmico. No caso em que
fa nado dependa da posi¢do do vetor 7, o plasma
considera-se homogéneo.

(ii) Se no plasma, em qualquer dire¢do a velocidade for
a mesma, serd chamado de isotropico, ou seja, f,
somente poderd depender da intensidade do vetor
velocidade v = |#], caso contrario, se f, depender
da direcao de ¥, o plasma é anisotrépico.

(iii) Um plasma em equilibrio térmico, por exemplo, é
caracterizado por ser homogéneo, isotrépico e inde-
pendente do tempo.

Uma vez que se conhega [, (7, ¥, t), serd possivel deduzir
todas as magnitudes ou grandezas macroscopicas de
interesse fisico da espécie «, presentes no plasma, que
serd o objetivo da proxima secao.

3. Grandezas Macroscoépicas do Plasma

A primeira e mais simples grandeza fisica que se pode
definir, a partir da funcgéo de distribuicao f, (7, 7,t), é a
densidade de particulas com dependéncia espacial, repre-
sentada por n, (7, t) e caraterizada por ser independente
da velocidade. Ela representa o nimero de particulas da
espécie a, por unidade de volume, podendo ser obtida
integrando d® N, (7, ¥,t) sobre todo o espago de veloci-
dades e dividindo o resultado pelo elemento de volume
d3r, como segue:

= [ fol7, ¥, t)d%0. (14)

A densidade de particulas também é chamada de
momento de ordem zero.

A segunda grandeza fisica é a Velocidade de Fluzo
Macroscépica, também chamada de Velocidade Média
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do Plasma. Esta grandeza é representada por ¥, (7,t)
que é a velocidade de fluxo macroscépico do plasma de
particulas da espécie a.

A foérmula fica definida pela seguinte expressao:

1
Ua(Ft) = ————— | Td°N, (7, 0,t
U3 1) na(F,t)d3r/1,U (7, 3,2)

/Ufa(F, 7, t)d>v. (15)

Ny (777 t) v

A Velocidade Média do Plasma também é conhecida
como momento de primeira ordem.

Seguindo com o raciocinio anterior, é possivel obter
outras varidveis macroscépicas para a diade de fluxo de
momento I, (7, ¢) (momento de segunda ordem) e para
a triade de fluxo total de energia &, (7,t) (momento de
terceira ordem). Em [38], define-se uma férmula genérica
para se obter qualquer momento de ordem N como
segue:

M) (1) = /vi vy o vp fulF T ) dP0. (16)

v

Para as deducoes fisicas apresentadas nas secoes pos-
teriores, sdo necessrios somente os momentos ng (7, t)
e Uo(7t). Com as defini¢oes anteriores tem-se todos
os ingredientes necessarios para definir a equagdao de
Boltzmann.

3.1. Equagao de Boltzmann

Para continuar com o raciocinio, é preciso somente dar
atengdo a uma amostra de particulas idénticas da espé-
cie  dentro do elemento de volume d3r d3v no espago
de fase, no tempo t. Considera-se que as particulas
nao interagem entre si, desconsiderando, assim, as inter-
agoes de curto-alcance responséveis pelas colisdes. Desta
maneira, consideram-se somente as interagoes coulom-
bianas de longo alcance, responsdveis pelo comporta-
mento coletivo do plasma, e que serdo descritas pela
equacao de Boltzmann apresentada mais adiante.

No tempo ¢, as particulas dentro do elemento de vol-
ume d3r d3v sdo descritas pela funcdo de distribuicdo
fa(7,U,t). Considerando uma pequena variagdo tempo-
ral dt, o sistema de particulas evolui no espaco de fase
para um novo elemento de volume d3r’'d>v’ com novas
coordenadas, isto é, de (7, ¥,t) para (7,7',t + dt). No
novo elemento de volume do espaco de fase, f, sera
descrita em funcao das novas coordenadas, sendo entao
definida por fo(7,v',t + dt). Como foi considerado a
auséncia de interagoes internas, pode-se supor que a
transicao das particulas, no espago de fase de um ele-
mento de volume para outro, foi possivel pela presenca
de uma forca externa F. Assim sendo, a variagao do
vetor posicao segue como:

7 (t + dt) = 7(t) + vdt, (17)
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e a variagao do vetor velocidade tem a forma:
¥ (t + dt) = v(t) + adt, (18)

sendo o vetor @, a aceleracao da particula.
Pela segunda lei de Newton temos:
. F
a=—, (19)
Ma

sendo m, a massa da particula da espécie a. Con-
siderando que nao ha alteracdes na quantidade e tipo
de particulas de uma determinada espécie, nos instantes
t e t + dt e que nao ha colisdes entre elas, segue:

dSNo (7,0t + dt) = d° N, (7,7, t). (20)
Sendo necessério que d*r’d3v’ = |J|d*rd®v, no qual
|J| = 1 é o determinante do Jacobiano (ver demon-

stracdo no capitulo 5 do livro de [38]), para assim obter
a relacdo da fungdo de distribuicdo entre os elementos
de volume:

fo (7,0t +dt)d3r' d>v' = fo(F,0,t)d>rd®v.  (21)
Da equacao segue que,
fa(P, Tt + dt)dPr d®v — fo(F, 0, )d>rd®v = 0. (22)

Utilizando a relacdo d>r'd*v’ = d®>rd3v, pode-se deixar
em evidéncia o termo d3rd3v na equacdo :

[fo(7, 0t + dt) — folF, ¥, t)] d®r d®v = 0. (23)

Para prosseguir com o desenvolvimento matematico
da equacao , primeiramente serd necessario fazer
uma expansdo em série de Taylor de f, (7, ¢, ¢+ dt) até
primeira ordem no tempo ¢, ou seja, os termos a partir
de (dt)? serdo desconsiderados. A expansdo em série de
Taylor até primeira ordem segue que:

fa(P Tt +dt) = fo (7,0, ) + {‘m‘(;f’t)} dt. (24)

Utilizando a regra da cadeia no segundo termo da direita
da equagao , se obtém,

fa(F 0 t+dt) = fo(F,T,t) (25)
Ofa  Ofadi  Of,dv
* [atJrathJrﬁﬁdt} dt.

A equacdo (25)) escreve-se em fungdo das componentes
dos vetores 7 e ¥ como segue:

fo(7, 0t +dt)

= fo(7, U, t) +

Oa +(vxafa +vy% +U23fa>

ot oz Jy 0z
0, O, Ofn
+ (am 0, +ay a0, + a, 0. ) ] dt. (26)
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Substituindo em ,

8fa afoc afoc 8f04
fot aﬁ( v e Ty TV az>
I I
+(“””avﬁ y&*“zavzﬂdtﬂl}
x d*rd*v = 0. (27)

Note que os termos envolvendo f, se cancelam e que
também pode-se reescrever toda a equacao em funcéo
do operador nabla tanto para 7,

~0 L0 0
como para v,
5~ 0 A 0 ~ 0
g=1 — + k 2
v Zavx +]81}y + ov, (29)
Resultando em:
—fa("" )+ 0-Vfa(F U,t)+d-Vifa(F, v,t) = 0. (30)

A equagao é chamada equacdo de Boltzmann na
auséncia de colisoes. Lembrando que a derivada total
com respeito ao tempo no espaco de fase é dado pela
equacao

D 0
— == 1
DL~ o +7-V+a- Vg, (31)
pode-se reescrever a equagao de Boltzmann como:
D

A equacdo anterior representa um estado de conser-
vagdo da densidade de pontos, f,(7,v,t), representa-
tivos no espaco de fase. Nesta situacdo, o teorema de
Liouville pode ser enunciado. Este teorema diz que a
quantidade de particulas num determinado instante de
tempo ¢, que estejam contidas no elemento de volume
d3rd3v, continuam estando num instante posterior ¢+ dt
em d3r'd3v’. Isso implica que o Jacobiano |J| entre os
elementos de volume no espaco de fase, definido por
d3r'd3v’ = |J|d*rd3v, seja 1 como foi mencionado no
comeco da se¢do. Do ponto de vista fisico, o teorema
significa que, tanto as colisoes, assim como a emissao de
energia por radiacdo e os processos de producao e perda
de particulas, tornam-se despreziveis.

Considerando-se colisdes entre as particulas e suas
consequéncias decorrentes, tem-se d3r'd3v’ # dPrdv,
pois no decorrer do tempo dt, particulas podem ser per-
didas ou ganhas nos respectivos elementos de volume.
Isto implica que o teorema de Liouville ndo é valido
para um sistema em que colisdbes entre as particulas
estdo presentes. Portanto, a equacao de Boltzmann com
colisoes ficara:

D .. 0 fa
D= (%) &

onde (7) é o termo que denota colisoes.
coll
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Existem alguns modelos para o termo de colisoes, de
acordo com [38], a saber:

o Modelo de Krook ou relazation model (o mais sim-
ples);

e Boltzman Collision Integral;

o Fokker-Planck collision term.

A equacgdo de Boltzmann sem colisées se escreve em
funcao da forga resultante que atua sobre o plasma para
obter a equacdo de Viasov.

4. Equacao de Vlasov

Retornando a equacao de Boltzmann sem colisoes e a
forga total que pode ser utilizada na expressao da acel-
eracao, conforme a segunda lei de Newton, a equagado
pode ser reescrita como:

%fa(ﬁﬁ,t)+17~Vfa(1?,17,t)+%‘ 3 fa(7, 0,

(34)
onde ﬁtoml é a soma das forcas externas com as forcas
internas, tal que essas forgas internas decorrem dos cam-
pos eletromagnéticos internos Ei e BZ, consequentes do
movimento entre as particulas e que formam a forga de
Lorentz.

Substituindo a forga externa e a forca de Lorentz em
@ teremos que:

fa+ Vit

{Fext + qa (Ei + U X Bl)] Vﬁfa = O7
(35)
chamada de equacdo de Vlasov, sendo que os campos E;
e B; devem satisfazer as leis de Mazwell. Com o intuito
de sunphﬁcar a notagao, de agora em diante utilizaremos
E;=EeB; = B
Para resolver necessita-se da densidade de carga
p(7,t), da densidade de corrente J (7, t) e das equacdes de
Mazxwell, todas elas devem ser resolvidas de uma maneira
auto-consistente.

[

4.1. Potencial vetor magnético nas equagdes de
Maxwell

Para poder definir uma forma analitica de f,(7,7,t),
precisa-se introduzir o uso do potencial vetor mag-
nético nas equagoes de Maxwell. Umas das equagoes de
Maxwell diz que V - B= 0, e isto nos permite definir um
potencial vetor magnético A,

é:Vxﬁﬁv-(vXé’):o, (36)
e pela lei de Faraday temos:
OB
E4+—— =
VxE+ 5 0, (37)
ou seja:
. 04
E+—|=0.
V x ( + 8t> (38)
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Considerando a identidade matemética V x (VC(r)) =
0, pode-se definir o potencial E+ 3/T/8t como sendo o
gradiente de uma funcao escalar, sendo ela o potencial
eletrostatico ¢(7), assim:

E+— =-Vo¢, (39)

sendo que, o campo elétrico fica definido em funcao do
potencial eletrostatico e do potencial vetor magnético
como segue:

. A
E=-V¢— —. 40
Vo- (40)
Novamente, das equacoes de Maxwell teremos que:
q . JE
V x B = g <J+€08t>’ (41)

e utilizando ,

- . - E
VxB=Vx (VxA) = 1o <J+eoaat>. (42)

Usando uma identidade vetorial, teremos:

Vx (VxA) =¥ (- A) = V24 = o <f+eoif .
(43)
Na anélise que segue, considera-se um sistema 2.5—D,
em que se analisa as variacbes de uma quantidade
fisica em apenas uma direcdo, mas esta quantidade
pode depender das outras duas varidveis do sistema
em estudo. Ou seja, considera-se o eixo y invariante,
e nenhuma das grandezas fisicas envolvidas no prob-
lema dependerao dele. As respectivas derivadas parci-
ais serdo nulas nesta direcdo. A invaridncia em um dos
eixos de coordenada Cartesiana é uma condicio imposta
para reduzir a analise matematica do problema, que vai
possibilitar obter uma forma simplificada da equagao de
GS. Uma explicacao detalhada das implicagdes fisicas da
condigdo 0/0y = 0 foi discutida no trabalho [39]. Como
consequéncia do eixo invariante e juntando com
se obtém que:

V x B=-V%4 =y <f+eo%f>. (44)
A implicacdo geométrica da invaridncia em y é que
as grandezas macroscopicas do sistema somente depen-
derdo de x e z. Consequentemente, E e J estardo
na direcdo y. Poderiamos escrever a equagao em
suas trés componentes, mas como foi dito no final da
Secao [l adotamos um sistema de coordenadas que futu-
ramente, talvez, possibilite fazer comparacées com um
corte meridional da magnetocauda [28, [33]. Sendo assim,
trabalha-se somente com a componente y:

24 2A E
<8 (@ 2) + 0 "’(x’z)) = —[ip (Jy +608"’>,

Ox? 022 ot
(45)
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O resultado é a equacao generalizada de Ampére-
Mazwell:

OF
V2A, = —po (Jy + eoaty)’ (46)

que se utiliza como ponto de partida para obter
a equagdo de GS. Em uma situagdo magnetostitica
(0/0t = 0), a equagédo possui a mesma forma que a
equacgao de Poisson da eletrostatica, por analogia, con-
cluimos que A, pode ser calculado mediante a seguinte

equagao:
_ Mo Sy (r")dV’
Ay (F) = i ///, T (47)

Do ponto de vista geométrico os vetores A e J estdo
orientados na mesma direcao.

4.2. Forma analitica da funcao de distribuigao

Para obter uma expressdo de A, em que seja solugao
de ¢ necessario encontrar uma expressdo de J,.
O desenvolvimento tedrico que segue ird transformar
o termo da direita de , ou seja, J, serd expressa
como uma fung@o exponencial. Desta maneira, se
tornard semelhante a equagdo encontrada por Liouville
em 1853 [37, 40], em que serd possivel encontrar, em
teoria, infinitas solugdes [30]. Fisicamente falando, a
maneira mais adequada de fazer o raciocinio anterior
é resolvendo o sistema de equacdes de Vlasov-Maxwell
escolhendo uma funcéo de distribuicdo que se ajuste as
propriedades do plasma em estudo.

Neste trabalho, considera-se um plasma numa situ-
acao ideal em equilibrio magnetostatico. Sendo este um
sistema 2,5—D, ou seja, existe componente do campo
em y mas as grandezas fisicas envolvidas no problema
somente dependem das varidveis = e z [39]. Nesta con-
figuragdo, a corrente elétrica, o campo elétrico e o vetor
potencial estdo predominantemente na direcdo de y. O
interessante deste problema é que a solu¢ao do sistema
de equacoes de Vlasov-Maxwell, nesta situacao ideal,
terd como resultado a obtencao de laminas de corrente
bidimensional transversal ao plano zz. Sendo esta uma
situacao que permitird fazer modelos analiticos de 1ami-
nas de corrente para realizar estudos na magnetocauda,
como feito por [28] [33] ATH43].

Para iniciar o desenvolvimento do problema, ree-
screvemos e para definir as densidades de carga

e de corrente como segue:
plx,z,t =0) = anna(ac7 z)
(03

= za:qa U fal, 2, ﬁ)d%} (48)
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J(x,2,t=0) = anna(ac,z){)’a(x, z)

= z::qa U ﬁfa(x,z,ﬁ)d%]. (49)

O plasma considerado neste problema é pouco denso e
frio e sem colisdes. Sendo assim, se considera nula a forca
externa na equagio de Vlasov (ver ) Supode-se para
efeito de cédlculo que ndo hé variagoes temporais, isto
implica que % = 0. Com as consideragdes anteriores,
o sistema de equagdes de Vlasov-Maxwell é formado por

trés equagoes, isto é,

ufwwumL [qa (E+17>< é)} Vafa=0, (50)

(03

V-E= L | [ fawnad]. )

VxB= ﬂOZQa /ﬁfa(:zr,z,ﬁ)dgv} : (52)

Em termodindmica, num sistema com multiplos esta-
dos em equilibrio termodinamico, é utilizado um fator
de ponderagao para determinar a probabilidade relativa
de um estado 7. O fator de ponderagao recebe o nome de
fator de Boltzmann, que em si mesmo nao é uma proba-
bilidade, porque nao esta normalizado. Dividindo o fator
de Boltzmann pela probabilidade de todos os estados
possiveis do sistema, se obtém a distribuicdo de Boltz-
mann. Esse fator relaciona a energia do estado i (£2;)
com a energia térmica do sistema por meio da expressao
exp [—Q;/kpT;], sendo kp a constante de Boltzmann e T;
a temperatura. Utilizando o fator de Boltzmann pode-
se desenvolver a estatistica de Mazwell-Boltzmann, a
qual considera que, num plasma em equilibro termod-
inamico, as particulas da espécie sdo caraterizadas por
uma funcdo continua de velocidades dada pela seguinte
expressao:

fa(vmvyavz) = foz(ﬁ)

m 3/2 m
o a 2
= — ———v°|. (53
(27rl<:BTa> P [ %UpTn . } (53)
Sendo que a energia do estado i do fator de Boltzmann é
a energia cinética total das particulas (K, = (mqv?)/2).

Fica evidente que a equagdo (53| satisfaz a condigdo de
normalizacao, ou seja:

/fa(ﬁ)d% =1 (54)

A equagao , assim como se apresenta, depende ape-
nas do médulo da velocidade. Nao depende da posicao
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7, que poderd ser introduzida usando o fator de Boltz-
mann para definir uma fungdo de distribuigdo espacial
da densidade de particulas n,(z, z). Isto é,

T (55)

n(x(x’ Z) = No, €Xp |:_
em que ng,, € a densidade total de particulas no interior
de uma esfera de raio 7. Note que o numerador do argu-
mento da exponencial no fator de Boltzmann, serd uma
funcdo que depende apenas da energia potencial total
das particulas (V(z, 2)).

Voltando ao problema inicial representado pela fungao
de distribuicao f,(z,z,7), pode-se utilizar um método
de separacao de varidveis como segue:

fa(@,2,0) = na(z, 2) fa (V). (56)

Segundo [44] e posteriormente usado nos trabalhos de
[28H30], para se obter uma expressao final de (56)), ainda
acrescentam-se duas consideragoes: 7) os {ons positivos se
movimentam com uma velocidade de deriva U; no sen-
tido positivo do eixo y e os elétrons com velocidade U,
no sentido oposto, mas para manter a mesma notagao,
ela aparecerd nas equagoes como U,; i) a funcdo de
distribuicdo para satisfazer o sistema de equacOes de
Vlasov-Maxwell devera depender de constantes de movi-
mento, ou seja, da Hamiltoniana (H) e do momento
Candnico p. Logo, a dependéncia funcional em (56)) pas-
sard a ser fo(x,2,V) = fo(H,py)-

Fazendo uma revisdo da Mecanica Classica, definem-se
as coordenadas candnicas como sendo p; e g;. Estas coor-
denadas estao relacionadas por meio da Lagrangeana
L(g;,q},t), sendo p; = OL/Jq,. Define-se a Hamiltoni-
ana a partir da equacdo H =) [p;q;] — L.

Considerando a forca de Lorentz:

—

Fo(F,0) = qo | E(F) + 7 x B(7)|, (57)

a Lagrangeana relacionada com esta forga é

1 .
L (7 7) = — Mo+ qaT- A

2 (F) - QQ¢(m’ (58)
na qual ¢(7) é o potencial elétrico. O momento candnico
desta Lagrangeana define-se como

PalF,0) = mal + g A(F). (59)

Logo, a partir de e , considerando a veloci-
dade de deriva (U,) em y, que surge como consequéncia
da geometria aqui adotada, pois terd um gradiente de
campo magnético (VB,) sempre contido no plano zz e
majoritariamente direcionado ao longo de z, o resultado

de ficard

falz,2,7)
3/2
— ng. exp _qad)(?:‘) - QaUaAy(ma Z) My
Oa kT 2rkpTa
. Mg 2 o 2 212
X exp { hnT. [z + (vy — Uqa)* + vZ] } (60)
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Fazendo alguns ajustes algébricos no argumento do
exponencial, teremos,

m 3/2
fa(xwzav) = no, (271'kBTa)

—Mg
X exp hn T, (02 + (vy — Ua)? +v2)
QQ¢_anaAy
- 1
T (61)

A equacao é a expressao final da forma analitica
da fungao de distribuicdo que serd utilizada no sistema
de equagdes de Viasov-Mazwell para se obter uma forma
simplificada da equacao de GS.

5. Obtencao de uma Forma Simplificada
da Equagao de GS

Substituindo f;(x, z,7) (representada em (61)) em (52),
teremos:

V x B

3
Mg 2
- uo%:qanoa <27T’fBTa> /v

X [vy exp <2k:;nT (02 + (vy — Ua)? +02) — @) ]
x d®v, (62)

para reduzir a expressdo foi considerado que © =
qaP— QQUaAy

k5 Ta

Athcando a propriedade exp[A + B] = exp[A] exp[B]

no termo da direita de com U, constante e con-
siderando que o potencial A, é constante por y nao
variar, resta somente trés integrais a serem resolvidas
que ficam da forma:

o Mo v2 }

L = exp |— L1 dug, 63

1 /_Oo P[ 2%pT, ( )
° me (v, — Uy 2

I :/ Uy €Xp [(Zk?;BT) dvy, (64)
o0 Mav?

I =

3 /_OO exp [ enT. } dv,. (65)

Elas podem ser resolvidas utilizando a propriedade
matematica:

/O:O exp (—Bz?) dz = <g) . (66)

Portanto as integrais ficardao da forma:

1 1
2nkpTy, \ 2
I =1y = T: _ (m> , (67)
kpTa Mo

3 1
kT, 2
L=U,|——| =0, (”) L(68)
2%pTa Ma
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logo, substituindo o resultado de Iy, I e I3 em , a
expressao de J,, ficaré:

3 1
B Me 2 (omkpTy \ 2
9= S (i) ()

% (27T]€3Ta> <Ua 27T]€3Ta> exp [—@]
My My
(69)

e utilizando a propriedade matemética de multipli-
cacao de poténcias de mesma base:

ZnO qa a <27T]€BT )

« (W')2exp[—@}. (70)

Ma

Perceba que em temos dois termos que podem ser
simplificados, portanto:

Jy(z,2) = Z 1o, 4o Ua exp[—O)]. (71)

Assim a expressao V2?4,
forma:

= —oJy ficarda da seguinte

V2Ay = —po Y _ 10, 90U exp[—6). (72)

Para continuar com o raciocinio, substitui-se (61)) em

[T, isto ¢,
3
o My 2
B = . _Ma
Zq "0a (27rkBTa> /v

X [exp (MZLT (02 + (vy — Ua)? +02) — 6)}
x d3v. (73)

O resultado das integrais dentro do argumento do
somatoério é o mesmo apresentado para resolver (62]),
porém o resultado sera:

z) = Z qano,, exp[—0O)]. (74)

Expandindo o somatério para os dois tipos « de particu-
las, sendo 7 de ions e e de elétrons:

p(x, z) = ging, exp[—O;] — geno, exp[—Oe], (75)

em que foi atribuida carga negativa ao elétron.

Utilizando a propriedade de neutralidade macro-
scopica do plasma, fica evidente que p(x, z) precisard se
anular, mas isso somente serd possivel quando sao satis-
feitas as seguintes condigoes [28, 44]:

|gi| = [ge| = g (76)
N, = No, = No, (77)
E - Te 9 (78)
P(x,2) =0 (79)
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Logo, retornando na equagdo (72) com essas

condicoes, segue que:

UikgT; UekBTe> |:qUi }
— exp | —A

vay = —HoqNo <

kBTi kBTe kBTz Y
U; U;
= —2uoqnokp (T; + T) QZBT' exp {quT- Ay} .
(80)

Introduzindo duas constantes: B3 = 2ugnokp (T; + T.)

que é o campo magnético assintético e L = 55’3;;, a
equagao fica:
1 qB()Ui 2A
V2Ay = _BO 3Tk ex |: =
qU:-Bi 2kpT; Bo
__Bo 1124
L P B,
B,
= —Cexp[-27]. (81)
L
sendo que ¥ foi definido em . Portanto:
02 0? B
24 _ 0
(82)

Fazendo ajustes algébricos, teremos

0? 0?
V24, = < s 2) U = exp[—2V].  (83)
o(z)" a(3)
Introduzindo novas varidveis que nao possuem dimen-
soes: = X e £ = Z, a equacdo ficard da forma apre-
sentada em (7). Sendo que,

Jy(z, 2)

exp (—27). (84)

~ Lopo

A expressio V2WU = exp[—2V] é chamada de forma
simplificada (ou especifica) da equacdao de GS, como
foi apresentada em @ Se for encontrado o valor de ¥
em , serd possivel determinar J, de . A solucao
analitica de serd abordada na préxima secao.

6. Solucao Analitica

A Equagdo de GS , apresentada no comeco deste
artigo, nao tém solucao analitica. No entanto, pode-se
resolver numericamente como um problema de Cauchy,
sendo que a equacao diferencial estd sujeita a certas
condicdes iniciais [20} 45] 46]. Nos trabalhos de [20] [31]
foram utilizados a solugao analitica proposta por Fadeev
e colaboradores [42], para criar um grafico de con-
torno, que permitiu visualizar o erro percentual, 1til
na interpretagdo dos resultados da solugdo numérica.
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Melhorar a solucao numérica, permite aplicar o método
de reconstrucao de GS para recuperar varias estruturas
em plasma espacial, a partir de dados, em particu-
lar de observacoes de nuvens magnéticas ou de tubos
de fluxos magnéticos [20], 24, 25, [3T), 45], 47H49]. No
entanto, apresentar o método de reconstrucao de GS
nao forma parte do escopo deste trabalho, porque impli-
caria trabalhar com (2)), sendo que nosso foco foi dire-
cionado na equacgao . Novas solucbes analiticas da
equagcao também poderao ser importantes para val-
idar futuras melhorias na solu¢do numérica e utiliza-las
com condi¢des iniciais em simulagdes MHD [50H59]. As
solugoes analiticas também sdo importantes para enten-
der a coexisténcia entre os pontos neutro tipo-X, ilhas
magnéticas e pontos singulares que aparecem, por exem-
plo, no modelo de Kan [29] e na solugéo analitica encon-
trada por [43].

A equacdo tem solucdo. Foi apresentada por
Walker [60] em 1915, com aplicagdo na Astrofisica,
dependendo da drea do conhecimento [30] B3] [61H64], a
solucdo estd no contexto das fungdes complexas. Walker
conseguiu uma solu¢do usando uma funcao geradora
9(¢), sendo ¢ = X 4 ¢ Z, que permite estudar uma var-
iedade de solugdes e modelos de ldminas de corrente.
Vamos deixar explicita aqui a solucdo de Walker para
fins didaticos:

4lg(Q)'P?

S TR - 85
(1+19(Q)1%)° =

exp[—2V] =

Por exemplo, uma das solugdes mais utilizada na liter-
atura especifica da area [20] é o modelo de Fadeev [42].
para obter o modelo de Fadeev, deve-se propor ¢g(¢) =

fot
encontra-se a solugao:

(1+ fp2) exp (). Apds algum trabalho algébrico,

U(X,Z) =In { fpcos(X) + /1 + 2 cosh(Z)} (86)

em que f, é uma constante que se utiliza para realizar
manipulagbes no grafico da solugao.

A Figura |2| mostra a plotagem de émz = B,i+ leAf
(normalizado) em funcdo das varidveis adimensionais X
e Z. Este tipo de figura permite visualizar a diregdo
e sentido das linhas de campo magnético, permitindo
identificar claramente as ilhas magnéticas e o ponto X
localizado na origem. A figura anterior foi superposta
com o médulo de J, também normalizado entre 0 e 1.
A intensidade da densidade de corrente é caracterizada
pela barra de cores, no qual ficara cada vez mais intensa
a medida que a cor fica vermelha. Ela apresenta valor
maximo no interior das ilhas magnéticas. Diminuindo
o valor de f, para valores préximos de zero, o resul-
tado serd uma longa lamina de corrente bidimensional
no eixo X.
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Figura 2: Configuracdo do campo magnético juntamente com a densidade de corrente normalizada em 2D no modelo de Fadeev.
As linhas brancas representam a configuracdo do campo magnético com o sentido das linhas anti-paralelas. Note que, no ponto
(0,0) o valor do campo magnético tende a 0, caracterizando assim o ponto X ou ponto neutro. Em torno dele, é possivel ver as
ilhas magnéticas caracterizadas pela geometria eliptica do campo. A densidade de corrente é caracterizada pela barra de cores, no

qual ficard cada vez mais intensa a medida que a cor fica vermelha.

7. Consideracgoes Finais

A equagao de Grad-Shafranov é utilizada para se com-
preender processos fisicos que ocorrem no geoespago,
por exemplo, na magnetosfera e em estruturas magnéti-
cas do vento solar. A pesquisa aqui desenvolvida, foi
elaborada visando uma construcao sistemética e coer-
ente com as teorias envolvidas nas areas de fisica de
plasmas, eletromagnetismo e a teoria Magnetohidrod-
inamica (MHD). Esta é uma equagdo diferencial par-
cial (PDE) nao-linear de segunda ordem importante para
se fazer simulacoes de determinadas situagoes fisicas no
plasma geoespacial. Foi abordada e explicada a con-
strucgdo fisica-matematica utilizando teoria cinética em
fisica de plasma para a obtencdo de uma forma simplifi-
cada da equagao de GS que, também, é uma forma sim-
plificada da equacao de Liouville. As solucbes analiticas
decorrentes da formula de Walker, dependendo do argu-
mento da fungdo geradora no qual sdo definidas, podem
representar variedades de configuragoes topoldgicas de
campo magnéticos, que em determinadas situagoes fisi-
cas, podem apresentar ldminas de corrente bidimension-
ais. Este artigo poderad servir como material de apoio
para alunos de graduacdo e pods-graduacdo em cursos
de fisica espacial, fisica de plasmas, eletromagnetismo e
magnetohidrodindmica.
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