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Neste artigo, apresentamos inicialmente um aparato, construido com materiais de facil acesso, que pode ser
empregado no estudo da lei de Hooke utilizando-se anéis de garrafa PET. Nesta fase da experimentagido, esperamos
que o professor reconheca junto aos seus estudantes que um anel mais largo possui constante eldstica maior do
que outro mais estreito. Na sequéncia, propomos um modelo em termos de osciladores massa-mola acoplados
para avancar nas analises do comportamento de um conjunto de fileiras suspensas constituidas de chumbadas
conectadas por anéis de garrafa PET, designado na literatura como simulador de propagacdo de ondas mecanicas
em meios sélidos. Demonstramos que o quadrado das frequéncias dos modos normais de oscilagido é proporcional
a constante eldstica (k) do anel dividida pela massa (m) da chumbada, independentemente da quantidade de
anéis e chumbadas. Assim sendo, quanto maior a razdo k/m menor o tempo de uma oscilagdo. Apresentamos,
inclusive, diversos resultados de medidas como periodo, frequéncia, constante elastica e massa, acompanhados de
andlises das relacoes entre as grandezas envolvidas. Concluimos que este estudo traz contributos significativos
aos professores que atuam no ensino de Fisica, especialmente em razdo de empregar o simulador de ondas na
problematizacdo experimental das oscilagoes acopladas.

Palavras-chave: lei de Hooke, oscilagoes, osciladores massa-mola acoplados, modos normais, ensino de Fisica.

On this paper, we initially present an apparatus, constructed with easy-access materials that may be applied in
the Hooke’s law study by using PET bottle rings. At this experimentation’s stage, we hope the teacher identifies
along with his/her students that a broader ring has a longer elastic constant than the narrower one. Following
from this, we propose a model in terms of coupled spring-mass oscillators to move forward towards the behavior
analyses of a set of elevated rows comprising sinker weights connected by PET bottle rings, named in literature
mechanical-wave spread simulator in a solid media. It is shown that the square of the oscillation normal modes’
frequencies is proportional to the ring’s spring constant (k) divided by the mass (m) of the sinker regardless
of the number of rings or sinkers. Therefore, the greater the ratio k/m, the shorter the oscillation time is. We
also introduce several measurement results such as period, frequency, elastic constant and mass, accompanied
by a series of analysis of the relations between the quantities involved. We conclude that this study brings
significant contributions to Physics teachers, especially due to the use of the wave simulator in the experimental
problematization of coupled oscillations.

Keywords: Hooke’s law, oscillations, coupled spring-mass oscillators, normal modes, Physics teaching.

An experimental proposal for the study of coupled oscillations using a mechanical-wave spread simulator in

1. Introducao

Neste artigo, revisitamos o trabalho de Piubelli, Errobi-
dart, Govara e Errobidart [1] que propde um dispositivo
que simula a influéncia das propriedades elasticas e iner-
ciais do meio na velocidade de propagacao de ondas
mecanicas longitudinais. O aparato em questao é cons-
tituido de trés fileiras, suspensas por fios, em que cada
uma é composta por uma sequéncia alternada de dez
chumbadas de pesca e nove anéis de garrafa PET, além
de um péndulo utilizado para impulsionar as trés fileiras
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no mesmo instante (Figura 1). Nas fileiras designadas 1
e 2, as chumbadas tém o mesmo tamanho, porém anéis
de largura iguais a 25 mm e 16 mm, respectivamente. Ja
nas fileiras 2 e 3, os anéis sdo de mesma largura (16 mm),
mas as chumbadas da fileira 2 sdo menores do que as da
fileira 3.

A experiéncia proposta pelos autores consiste em pro-
duzir um impulso nas trés fileiras ao mesmo tempo e
verificar o efeito do mesmo ao longo de cada uma. Para
isso, uma régua de madeira, apds ser golpeada por um
péndulo, impulsiona levemente a chumbada da extremi-
dade de cada fileira no mesmo instante. Na extremidade
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Figura 1: Réplica do aparato constituido por chumbadas de
pesca suspensas e conectadas por anéis de garrafa PET, deno-
minado simulador de propagacio de ondas mecanicas em meios
sélidos [1]. Fileira 1 ao fundo e fileira 3 a frente.

oposta de cada fileira, a ultima chumbada est4 em con-
tato com uma outra, que por sua vez esta equilibrada
por um suporte (seringa sem o émbolo).

Ante ao exposto, a questdo que nos inquieta é a se-
guinte: por que apds impulsionarmos simultaneamente as
chumbadas das extremidades das trés fileiras, a primeira
chumbada que cai é aquela na outra extremidade da
fileira 1?7 Observamos que s6 depois de alguns instantes,
cai a chumbada posta na extremidade da fileira 2; e a
dltima a cair é a que estava em contato com a fileira 3.

Acreditamos que estes resultados sao satisfatoriamente
explicados se cada fileira for considerada como um con-
junto de osciladores massa-mola acoplados (Figura 2).
FEmbora cada fileira do aparato da Figura 1 apresente
supostamente anéis e chumbadas idénticas, inicialmente,
para fins de anélise, assumiremos que numa mesma fileira
os anéis possuem constante eldstica (k) diferentes e as
chumbadas sejam de massas (m) diferentes.

Nao obstante, em um primeiro momento, propomos
a realizagdo de algumas experiéncias a fim de verificar
se de fato os anéis de larguras diferentes possuem cons-
tante elastica diferentes. Na sequéncia, nos dedicamos a
apresentar uma discussao possivel de ser desenvolvida
sobre as oscilagoes acopladas a partir da experimentagao
com o simulador de propagacdo de ondas mecanicas em
meios sélidos (Figura 1). Salientamos que este aparato
foi proposto ha quase uma década, entretanto, até o mo-
mento, ndo houve trabalho com nova abordagem tedrica

Uma proposta experimental para o estudo de oscilagdes acopladas usando um simulador...

para a interpretacao dos diferentes intervalos de tempo
em que a chumbada colocada no final de cada fileira leva
para comegar a cair.

Ademais, realcamos que este estudo traz avancos sig-
nificativos ao trabalho anterior de Piubelli et al. [1], es-
pecialmente em razdo de empregar o simulador de ondas
na problematizagao experimental das oscilagoes acopla-
das tao relevante para o ensino de Fisica em cursos de
graduacao nas areas de Ciéncias Exatas, da Terra e En-
genharias. Apresentamos, inclusive, diversos resultados
de medidas como periodo, frequéncia, constante eldstica
e massa, acompanhados de andlises das relagoes entre as
grandezas envolvidas.

2. Determinacao da constante elastica
dos anéis de garrafa PET

Uma vez que os anéis de garrafa PET utilizados no
aparato da Figura 1 possuem dois furos separados dia-
metralmente, construimos um dispositivo composto por
uma base de madeira e duas hastes verticais, obtidas de
um raio de bicicleta, que permite determinar a constante
elastica dos anéis (Figura 3). Para este fim, adicionamos
diferentes quantidades de porcas metélicas sobre cada
anel e medimos as respectivas deformacoes com o auxilio
de uma régua milimetrada. Os resultados destes ensaios
estdo apresentados na Figura 4.

O valor da ordenada corresponde ao médulo do peso
das porcas, pois esta forca é equilibrada pela forca elas-
tica exercida pelo anel. Por comodidade, expressamos
a forca em unidades de grama-forca (gf). Vale enfatizar
que as massas das porcas (em gramas) foram determina-
das utilizando-se uma balanga que fornece quatro casas
decimais, por este motivo as barras de erro na vertical
nao estao visiveis. Os resultados mostrados na Figura 4
podem ser analisados em termos de uma relacao linear
entre a forca eldstica e a correspondente deformacao do
anel. Os respectivos ajustes foram realizados com o uso
do software Origin [2].

A partir dos coeficientes angulares das retas de ajuste
encontramos que a constante elastica vale, para o anel
mais largo 0,86 & 0,03 gf/mm e, para o anel mais estreito,
0,34 £+ 0,01 gf/mm. O coeficiente linear obtido em cada
caso é, em geral, desprezado neste tipo de analise por
nao ter significado fisico [3], a ndo ser o fato de que esteja
relacionado com as incertezas associadas as medidas.
Nesta fase introdutoéria da investigacdo, orientamos o
professor a problematizar com os seus estudantes nao
apenas a constatacao (ou nao) da lei de Hooke nos ensaios
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Figura 2: Modelo utilizado para representar cada uma das fileiras do aparato da Figura 1. As rodas que supostamente deslizam sem
atrito desempenham a mesma funcdo dos fios que mantém as chumbadas suspensas.
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Figura 3: Dispositivo utilizado para determinar a constante elastica dos anéis de garrafa PET. Os anéis tém didmetros iguais, porém

larguras diferentes.
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Figura 4: Forca exercida pelo anel de garrafa PET em func3o
de sua respectiva deformacdo. Largura dos anéis: 16 mm e 25
mm. Didmetro dos anéis: 58 mm.

de deformagado com os anéis, mas que possa aproveitar
para levéa-los, sobretudo, a reconhecer os resultados para
a constante elastica nas diferentes fileiras do prototipo
mostrado na Figura 1.

3. Modelagem do sistema da Figura (1)
como uma proposta para o estudo do
oscilador massa-mola acoplado

De acordo com Silva e Catelli, os modelos cientificos
sdo entendidos como idealizagoes da realidade [4]. Assim,
cabe ao cientista decidir por hipéteses que representam
os principais aspectos do objeto de estudo. Neste sentido,
aplicamos a segunda lei de Newton para cada carrinho
ilustrado na Figura 2, considerando que os anéis de gar-
rafa PET obedecem a lei de Hooke e desprezando todas
as demais forgas que atuam na horizontal, exceto a forga
elastica.
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No caso particular de um tnico carrinho (m; =m) e
uma s6 mola (k1 = k), a segunda lei de Newton fornece
a equacdo que descreve o movimento oscilatério desse
sistema:

—kx = mi, (1)

em que z é a deformacao da mola e % é a sua derivada de
segunda ordem em relagdo ao tempo, ou seja, a aceleragao
do carrinho. A solugéo da equagdo (1) estd presente em
diversos livros de Fisica do ensino superior [5,6], podendo
ser representada em termos de uma func¢ao senoidal da
seguinte forma:

x (t) = Acos (wot + ), (2)

em que A é a amplitude do movimento e § é a constante
de fase, a qual estd relacionada com o valor de z no
instante inicial (¢ = 0). Neste caso, o sistema possui
apenas uma frequéncia de oscilacio:

wo = Vk/m. (3)

Por outro lado, considerando que o sistema seja consti-
tuido por dois carrinhos e duas molas, sendo m; = mg =
m, k1 = ko = k e aplicando-se novamente a segunda lei
de Newton, obtém-se as seguintes equagOes para cada
carrinho:

—kz1 + k (IQ — xl) = m (4&)

—k ($2 - IBl) = m;'i:z, (4b)

em que x; representa a deformagdo da mola ¢ a par-
tir da posicao de equilibrio. Este sistema de equacoes
diferenciais pode ser resolvido considerando-se que os
dois carrinhos oscilam simultaneamente com uma mesma
frequéncia (w) num movimento harménico simples [7],
de forma que:

.’L’Z = —W T;. (5)
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Assim, a equagdo (4) pode ser convenientemente escrita
numa forma matricial

(22 (2)=—(2)
= (7 Lie)(n)-e e

a qual permite obter as possiveis frequéncias dos deno-
minados modos normais de oscilagao do sistema:

wy = wo (7a)

34+5
9

Wy =

wo- (7b)

Pode-se mostrar também que no modo 1 os carrinhos
oscilam em fase (isto é, o movimento de ambos ocorre
sempre no mesmo sentido) com a frequéncia wy, porém a
amplitude do carrinho de my é cerca de 1,62 vezes a do
carrinho de my. Por outro lado, no modo 2 os carrinhos
oscilam exatamente fora de fase (isto é, o movimento
de ambos ocorre sempre em sentidos opostos) com a
frequéncia wo, porém a amplitude do carrinho de mg é
cerca de 0,62 vezes a do carrinho de m;.

Analisando-se agora um conjunto composto por n car-
rinhos idénticos e n molas idénticas e aplicando-se a
segunda lei de Newton para cada carrinho, obtém-se um
conjunto de n equacgoes, as quais podem ser conveniente-
mente apresentadas como:

aj1kry + arzkrs = miy (8a)
CLglkﬂ'Jl + aggkl’z + aggkl‘g = mjg (8b)

it1:kTi—1 + aiikz; + @i ki =mad;  (8¢)

UnnkTy, = Min, (8d)

em que os coeficientes a;; sdo nimeros inteiros que uti-
lizamos para escrever a equacao de movimento de cada
carrinho de uma forma sintética e que dependem do
sistema em questao. Por exemplo, para o caso de um

carrinho e uma mola a;; = —1 (equagao (1)) e todos os
outros a;; sdo nulos. J4 o caso de dois carrinhos e duas
molas a1; = —2, a3 = as; = 1 e azs = —1 (equagao (4))

e todos os outros a;; sdo nulos.

Considerando-se solugbes harmoénicas para a equa-
¢do (8) com todos os carrinhos oscilando com a mesma
frequéncia w (equagdo (5)), obtém-se um conjunto de
n equacoes lineares, que podem ser dispostas em forma
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matricial:
ail a2 0 0 1
2| a1 a2 0 L2
(UO .
0 T e Ap—1n
0 0 Apn—1 Ann Tn
T
X2
=’ . (9)
Tn

ou de maneira compacta como uma equagao de autovalor:
24 27\ =
(woa—|—w I)x—O, (10)

em que @ é a matriz (quadrada) composta pelos coefi-

>
cientes a;;, I é a matriz identidade e & o vetor coluna
dos z;. A equagdo (10) admite solu¢ao nao-trivial, se, e
somente se,

det‘w%ﬁ—i—oﬂ?‘ =0, (11)

a qual permite obter as frequéncias dos modos normais
de oscilacdo do sistema massa-mola. Importa enfatizar
que estes modos normais correspondem aquelas situagoes
em que todas os carrinhos oscilam simultaneamente com
a mesma frequéncia (em fase ou oposigao de fase). Além
disso, devido ao fato de que os coeficientes das matrizes
R e ~ ~ . . . .

a e I na equacdo (11) sdo adimensionais, infere-se que as
possiveis frequéncias w dos modos normais de oscilacéo
sao proporcionais a wg, como exemplificado nas equagoes
(3) e (7).

Assim, considerando-se os modos normais de oscilacao,
sugerimos ao professor argumentar com os seus estudan-
tes que para fileiras com chumbadas de mesma massa,
quanto maior o valor de k, ou seja, quanto mais largos
forem os anéis de garrafa PET de uma fileira em relacdo
a outra, maior serd a frequéncia de seu modo normal
de vibragao. Por conseguinte, menor é o tempo de uma
oscilacdo. Esclarecemos que esta inferéncia é fundamental
para que se compreenda o motivo pelo qual a chumbada
em contato com a fileira 1 cai antes do que aquela que
estd em contato com a fileira 2. Em contrapartida, o pro-
fessor também deve promover outra discussao com seus
estudantes a fim de realgar que nas fileiras com anéis de
mesmo k, ou seja, de mesma largura, quanto maior for a
massa das chumbadas de uma fileira em relagio a outra,
menor serd a frequéncia de seu modo normal. Assim,
esperamos que reconhecam que maior sera o tempo de
uma oscilagao e por isso, a chumbada em contato com a
fileira 3 cai por ultimo.

Nos ensaios realizados com o aparato da Figura 1,
determinou-se o intervalo de tempo entre o instante
em que a régua de madeira é golpeada pelo péndulo
e aquele em que cada chumbada equilibrada na extre-
midade oposta leva para comecar a cair, o qual denomi-
namos de semiperiodo (T /), isto é, o tempo de meia
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oscilagao. Conforme demonstrado na Tabela 1, 0 Ty /5 ¢é
menor para a fileira de chumbadas menores e anéis mais
largos e maior para a fileira de chumbadas maiores e anéis
mais estreitos. O valor médio do Ty /3 e o seu respectivo
desvio padrao foram calculados a partir dos dados obtidos
de 5 repeticgoes.

Na Tabela 1 também estao discriminadas a frequéncia
de oscilagao de cada fileira do aparato da Figura 1, a
qual foi determinada a partir do valor medido para o
Ty /2. Os valores obtidos permitiram a construgao de um
grafico entre o quadrado da frequéncia (f2) de oscilagdo
e a respectiva relagdo k/m para cada fileira (Figura 5).
As incertezas associadas as grandezas apresentadas na
Figura 5 foram determinadas por calculos envolvendo a
propagacao de erros.

Reiteramos, por fim, que nos ensaios realizados com o
simulador de propagagao de ondas mecénicas (Figura 1),
os correspondentes quadrados das frequéncias cresceram
da fileira 3 para a fileira 1, em satisfatéria concordancia
com o modelo discutido ao longo desta secao.

4. Consideracoes finais

Depreendemos deste estudo que os anéis de garrafa PET
apresentam um comportamento semelhante ao de molas
lineares. De forma que um anel mais largo possui cons-
tante elastica maior do que outro mais estreito de mesmo
didmetro.

Tabela 1: Semiperiodo, massa das chumbadas, constante elas-
tica dos anéis de garrafa PET e frequéncia de oscilacdo de cada
fileira.

Fileira 1 Fileira 2 Fileira 3
Ti/2 (s) 0,55 + 0,02 1,04 £ 0,01 1,94 4+ 0,01
m (g) 38,5 £ 0,1 38,5 £ 0,1 87,4 + 0,1
k (gf/mm) 0,86 + 0,03 0,34 +£ 0,01 0,34 + 0,01
f (Hz) 0,91 + 0,03 0,48 £ 0,01 0,26 &+ 0,01
- 2 =(-0,11+0,03)+(42+2) k/m
0,6
N
L 04
o
0,2
00 " T i T T T ) T T T
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Figura 5: Quadrado da frequéncia de oscilacdo de cada fileira
em funcdo da razdo entre a constante elastica do anel e a massa
da chumbada.
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Em nosso entendimento, as defasagens nas quedas das
chumbadas equilibradas sao satisfatoriamente explica-
das em termos da analise de um conjunto de osciladores
massa-mola acoplados. Neste modelo, o quadrado das
frequéncias dos modos normais de oscilagao é proporcio-
nal & constante elastica do anel dividida pela massa da
chumbada. Destarte, quanto maior a razao k/m, menor
é o tempo de uma oscilagao.

Reconhecemos que um leitor mais criterioso poderia
argumentar que um modelo mais realista para o aparato
da Figura 1 seria o de osciladores massa-mola pendu-
lar acoplados. Contudo, como todas as fileiras possuem
péndulos de mesmo comprimento que oscilam sob peque-
nas amplitudes, entendemos que este fator nao afeta a
sequéncia em que as chumbadas equilibradas caem. E
por esta razdo que optamos pela analise do oscilador
massa-mola acoplado (Figura 2).

Por fim, concluimos que o dispositivo nomeado “simu-
lador de propagacao de ondas mecénicas em meio solido”
(Figura 1) pode contribuir tanto com o processo de ensino
e aprendizagem do conteido de ondas, como bem ideali-
zaram os autores do trabalho original [1], como também
pode ser implementado no estudo pratico das oscilagoes
acopladas. Assunto frequentemente abordado nos cur-
sos de Fisica, mas que, entretanto, carece de atividades
experimentais.
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