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Este artigo tem como objetivo principal apresentar, de maneira sucinta e intuitiva, aspectos fundamentais da
teoria de grupos, estabelecendo sua relacdo com a ideia de simetria, tracando um paralelo com o desenvolvimento
da mecénica quantica e da fisica de particulas. Buscamos abordar este tema, que é frequentemente negligenciado
em cursos de graduacdo, partindo sempre do conceito de invaridncia de uma dada quantidade fisica de interesse

para, s6 entdo, introduzir a ideia de grupo de simetria.
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This paper sets out to present, in a brief and intuitive way, fundamental aspects of group theory, establishing its
relation with the idea of symmetry, drawing a parallel with the development of quantum mechanics and particle
physics. We try to approach this topic, which is frequently neglected in undergraduate courses, always starting
from the concept of invariance of a given quantity of interest to, only after that, introduce the idea of a symmetry

group.
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1. Introducao

No inicio do Século XX, a revolucéo cientifica promovida
pelo desenvolvimento da Mecénica Quéantica e da Teoria
da Relatividade permitiu que déssemos mais um passo
na busca pela resposta a seguinte pergunta: de qué
sdo feitas as coisas? A Mecanica Quéntica restringiu o
dominio de validade da Fisica Newtoniana para corpos
macroscopicos, enquanto que a Teoria da Relatividade
Restrita impds & Mecanica Classica o dominio de baixas
velocidades. Na tentativa de compreender o elétron e
a sua estrutura interna caracterizada pelo spin, Di-
rac propoe uma teoria quantica relativistica para o
elétron [1].

Até o ano de 1931 acreditava-se que o universo
fosse constituido por apenas trés particulas, a saber,
o proton, o elétron e o foton. O elétron foi descoberto
por J.J. Thomson em 1897 ao realizar experimentos com
raios catédicos [2]. O préton, cujas primeiras evidéncias
foram vistas por Eugene Goldstein em seus experimentos
com raios canais [3], foi efetivamente descoberto en-
quanto particula por Ernest Rutherford em seu famoso
experimento do espalhamento de particulas a (d4tomos
de hélio ionizados) em uma fina folha de ouro [4]. J4
o féton, que teve suas primeiras evidéncias detectadas
em 1900, foi tema de intenso debate [5]. Devido a
auséncia de massa, a comunidade cientifica da época
permaneceu relutante por muito tempo em relagdo a
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atribuicdo do cardter de particula ao féton. Somente
apoOs os experimentos de Compton em 1923 foi que o
féton recebeu o status de particula [6].

Em 1930, o seminal trabalho intitulado The Proton
[7] é publicado por Dirac. Neste trabalho, Dirac discutia
acerca da possibilidade de o préoton ser a antiparticula do
elétron, s6 que em estado excitado, uma vez que a massa
do préton é cerca de 1800 vezes a massa do elétron.
No ano seguinte, influenciado por Hermann Weyl [§]
e suas ideias sobre teoria de grupos, Dirac descarta a
possibilidade de o préton ser a antiparticula do elétron
e publica um trabalho que discorre acerca da possivel
antiparticula do elétron, da quantizacao da carga elétrica
e dos monopdlos magnéticos [9].

No ano de 1932, a descoberta da antiparticula do
elétron (o pdsitron), um gémeo positivamente carregado
do elétron, com todos os atributos que Dirac havia
previsto, consolida a teoria relativistica do elétron e
marca uma nova era na fisica de particulas [10]. Apesar
da influéncia de certa forma indireta da teoria de grupos
no desenvolvimento da teoria relativistica do elétron, a
busca por simetrias na natureza levou, naturalmente, a
comunidade cientifica da época a olhar mais atentamente
para as estruturas de grupos, uma vez que estas estabe-
lecem uma generalizacao natural da ideia de simetria.

Ap6s o ano de 1932, uma série de novas particulas
e propriedades foi sendo descobertas. A descricdo ma-
tematica natural de tais particulas e propriedades, sem-
pre visando a ideia de unificacdo e simetria, foi através
da teoria de grupos. O “caminho do octeto”, proposto
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por Gell-Mann em 1961, arranja mésons (particulas com-
postas por dois quarks) e barions (particulas compostas
por trés quarks) em padrdes geométricos regulares,
organizando e classificando a fisica de particulas [IT].
O trabalho de Gell-Mann foi realizado com base nos
resultados fenomenoldgicos e experimentais que se tinha.
Fundamentado matematicamente em teoria de grupos,
mais especificamente no grupo SU(3), o trabalho de Gell-
Mann marca praticamente o inicio da teoria de grupos
como ferramenta base no estudo da fisica de particulas.
Desde entao, a teoria de grupos vem sendo cada vez
mais utilizada na descricao, fundamentacao e previsao
de fisica nova, tendo se tornado um atributo essencial
na descri¢ao coerente de sistemas fisicos, em especial em
fisica de altas energias.

O conceito de grupo formaliza a ideia de simetria,
isto quer dizer que, num sentido amplo, a ideia de
simetria pode ser entendida através de invariantes por
grupos de transformagdes. Neste trabalho focaremos no
estudo dos grupos matriciais continuos conhecidos como
grupos de Lie. De modo geral, um grupo de Lie é a
combinacao de uma estrutura algébrica de grupo com a
estrutura de uma variedade diferenciavel. Os grupos que
hoje conhecemos como grupos de Lie foram inicialmente
estudados por Sophus Lie por volta de 1870, buscando
compreender equagoes diferenciais a partir de seus gru-
pos de simetria [I2]. Os métodos para se estudar grupos
de Lie estao baseados em suas algebras associadas, isto
é, nas algebras de Lie. Uma vez munido da algebra de
Lie associada a um grupo de Lie qualquer, é possivel
obter propriedades globais ou locais do grupo a partir
da algebra. A vantagem de se adotar esta abordagem
(que serd a abordagem adotada neste trabalho) consiste
no fato de que, sendo os grupos objetos tipicamente
nao lineares, estudar a algebra de Lie associada torna-
se bem mais simples, uma vez que a algebra é linear, o
que permite que sejam utilizados resultados classicos e
poderosos da &dlgebra linear.

Este trabalho estd organizado como se segue. Na
secdo [2] abordamos de maneira intuitiva a ideia de
grupo, partindo do conceito de invaridncia, e usando
como base o grupo SO(2). Encontramos os geradores
do grupo e sua algebra, conceitos que serdao trabalha-
dos em todas as secOes subsequentes, e descrevemos a
relagdo entre o grupo SO(2) e as rotagdes no plano.
Na secao [3] trabalhamos com o grupo U(1), discutindo
sua relacdo com o grupo SO(2) e o eletromagnetismo.
Na se¢ao [4] discutimos o grupo Sp(2), detalhando sua
algebra e estabelecendo a conexdo com o espago AdS.
Na secao [5| abordamos o grupo SU(2) partindo da ideia
de invaridncia do produto interno no espago complexo,
conectando esta ideia ao conceito de conservagao de
probabilidade em mecénica quantica. A segdo [6] con-
sistird da exposicao da relagao existente entre o grupo
de rotagdes em trés dimensoes, o grupo SO(3), e o
grupo SU(2). Abordamos ainda aspectos algébricos do
grupo SU(3). E por fim discutimos o oscilador harmonico
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unidimensional, bidimensional e N-dimensional, a fim de
explicitar sua correspondéncia com os grupos unitarios.

2. Nogao Intuitiva e Grupo SO(2)

Suponha que estejamos interessados em encontrar uma
transformacdo que deixe a energia de um sistema,
como por exemplo, o oscilador harmoénico, inalterada.
Podemos descrever a energia de um oscilador harmonico
através da seguinte equagao:

2
p=2 4 L2 (1)
2m = 2
Desta forma, buscar uma transformacdo que nao altere a
energia de tal sistema consiste em tentar encontrar uma
transformacdo R que nao mude o estado de energia do
sistema, isto é, B’ = E. Sabemos ainda que a quantidade
p? é formalmente descrita através do produto escalar
entre p'e P, isto é, p> = P’ P, bem como z? = & - 2.
Aqui o conceito fundamental é a ideia de invariancia.
Note ainda que uma das formas de efetuar uma trans-
formacao a fim de manter E invariante é encontrar
uma transformacdo R que mantenha o produto escalar
em si invariante. Buscamos entao encontrar uma trans-
formacdo que atue em vetores de modo a nao alterar
o produto escalar, isto é, uma transformacao R tal que
sendo v/ = R¥ tenhamos v’ -0/ =7 - 7.
Para tal vamos relembrar que o produto interno entre
dois vetores ¥ = (v1,vg) e W = (wq,ws) é definido como

V- W = viwy + vows. (2)

Aqui consideramos que ¥,%W € R2, muito embora a
definicdo acima seja valida para um espago euclidiano
com dimensao arbitraria. Os dois vetores ¥ e W acima
descritos podem ser expressos matricialmente como

=) ow-() e

Usando a notagdo matricial, o produto interno entre
esses dois vetores pode ser escrito da seguinte maneira

w
VTW = (1}1 ’02) <U};> (4)
= VW1 + V2wo = ¥ - . (5)

Partindo entdo da notagdo matricial, estamos inte-
ressados em uma transformacdo R tal que o produto
interno permaneca invariante. Note que, sendo ¥ e W
pertencentes a R?, entdo a matriz de transformacio R
deve pertencer ao espago das matrizes de ordem 2 com
entradas reais, que denotaremos por M(2, R). Definindo
os vetores V/ = RV e W = RW, o produto escalar
entre V' e W’ passa a ser escrito como:

VTw' = VT RTRW. (6)
Vemos entdao que, para que o produto escalar seja

invariante, é necessario que RTR = I, sendo I a matriz
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identidade de ordem 2. Note que, dessa forma, temos
que RT = R~!. Matrizes cujas transpostas sdo iguais as
suas inversas sado chamadas de matrizes ortogonais.

Vamos entdo definir o conjunto de todas as matrizes
ortogonais de ordem 2 com entradas reais. Tal conjunto
é escrito como:

0(2) = {M e M(2,R); MT = M1}, (7)

Sobre o conjunto O(2) acima descrito podemos ver que
I € O(2), uma vez que a I = I7 = I~!. Além disso,
dadas duas matrizes My, My € O(2), o produto M; My €
0(2), pois,

(MiMz)" = My M = My "My ' = (MiMz)™". (8)
Outra propriedade que pode ser notada é que, dada
uma matriz M € O(2), a matriz M~! € O(2). Tal
propriedade é consequéncia do fato de (M~1)T =
(MT)=1. E por fim, a tltima propriedade que pode
ser imediatamente verificada é que, dadas trés matrizes
My, My, M3 € O(2), entdo é valido que:

My (MsMs) = (M Ms)Ms. (9)

Dizemos entdo que um dado conjunto nao vazio G,
munido de uma operagao () é chamado de grupo se sao
satisfeitas as quatro propriedades acima listadas para o
conjunto (que de agora em diante chamaremos de grupo)
0(2), isto é:

g1-92 € GVg1,92 € G,

(10a)
g1-(92-93) = (91-92) - 93 Y91,92,93 € G, (10b)

JdeeG; g-e=e-g=gVgeQqG, (10c)
g 'eG; g g=g-g ' =eVgeq. (10d)

Nas equagoes acima a quantidade e é chamada de
elemento neutro do grupo, justamente por possuir a
propriedade de que quando multiplicada (aqui entenda
multiplicacdo como uma operacao arbitraria a ser de-
finida) por qualquer elemento g do grupo resulta no
proprio elemento g.

Agora que definimos formalmente a estrutura de
um grupo, vamos analisar mais atentamente as
matrizes pertencentes ao grupo O(2). Uma caracteristica
importante do grupo O(2) (na verdade sendo vélida para
o grupo O(n), que é uma generalizagdo do grupo O(2)
para matrizes com qualquer ordem n) é que as matrizes
a ele pertencentes tém determinante det M = =+1.

Demonstragéo: Considerando uma matriz M € O(2),
logo

1 = det(f)
det(M M) = det(MT M)
= det(MT) det(M) = det(M)?
= det(M) = £1, (11)
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como queriamos demonstrar. Desta forma, fica claro
que o grupo O(2) contém duas categorias de sub-
conjuntos, um subconjunto formado por matrizes com
det(M) = +1 e outro por matrizes com det(M) = —1,
de modo que definimos,

X = {M € 0(2); det(M) = -1} (12)
SO(2) = {M € O(2); det(M) = +1}. (13)
Note que o conjunto X nem mesmo é grupo, uma vez

que I ¢ X. Vamos agora estudar mais detalhadamente o
grupo SO(2) € O(2). Considere uma matriz M € SO(2)

arbitraria,
a b
=t 0) "

De acordo com a defini¢do do grupo SO(2), MT = M1,
o que implica em

a c d -b
(b d) B (—c a ) (15)
Logo, a = d e b = —c. Como det M = 1, obtemos a
seguinte relacdo a®+b% = 1 entre os elementos de M. Isto

nos diz que (a,b) deve estar no circulo unitario. Agora
veja que VM € SO(2), temos:

M = (_“b 2) (16)

com a? + b? = 1. A condicdo expressa sobre a e b nos
permite tomar a seguinte transformagao:

a = cosf (17)
b = send (18)
onde 0 € (—m, ), logo
cosf senf@
M = M(0) = (—sen@ oS 9)' (19)

Figura 1: Circulo unitério.
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Portanto,

S0(2) = {M(o) - ( cos

sen ¢
—sen 6 COSH) 0 € (W’W)}
) (20)
onde M(0) = I. Considere agora um vetor ¢ = (1,0),

que pode ser expresso como um vetor coluna V,

V= <é> (21)

e uma matriz M (90°) que é escrita como:

M = M(90°) = (_01 é) (22)

A acdo de M(90°) em V, isto é, o vetor V' = M(90°)V

é dado por:
w(ﬂ). (23)

Geometricamente, isso pode ser visto na Figura
Portanto, a agdo de M € SO(2) em um dado vetor
promove a rotacdo deste vetor sobre um angulo 6. A
agdo de M € SO(2) também pode ser interpretada
como uma rotag¢ao passiva do sistema de coordenadas no
sentido anti-horario, como pode ser visto na Figura
Outra propriedade que pode ser verificada de maneira
imediata é que, dados dois angulos 6; e 03, as matrizes
de transformacéo associadas a tais dngulos obedecem a
seguinte relagao:

M(01)M(02) = M(01+02) = M (02+61) = M(ez)M((91))7
24

M(6)

<

—
14

Figura 2: Agdo de M(0).

y

Figura 3: Rota¢3o.
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o0 que mostra que o grupo SO(2) é um grupo comutativo
(ou abeliano).

E importante ressaltar aqui que, como vimos anteri-
ormente, o grupo SO(2) surge como uma consequéncia
da imposicao de uma invariancia no produto escalar. Es-
tando o produto escalar entre dois vetores relacionados
a modulos e angulos, é natural que a matriz de rotacao
seja uma possivel representa¢do do grupo SO(2) (que
é também conhecido como grupo de rotagoes em duas
dimensoes), uma vez que rotacionar dois vetores por um
mesmo angulo preserva o produto escalar entre eles.

Analogamente ao que foi feito no caso do grupo SO(2),
podemos parametrizar os elementos das matrizes R € X
em termos de fungoes trigonométricas, de modo que,

sen 6 ) o5)

—cosf

cosf
= 9 =
R = R(0) (sen@
Note ainda que a identidade nao se encontra no conjunto,
explicitando que este nao possui a estrutura de grupo.
Além do mais, qualquer elemento do grupo pode ainda
ser escrito como

R(6) = ((1) _°1> M(8). (26)

Portanto, concluimos que toda matriz R € X pode ser
escrita como apresentada na equagao anterior, o que
representa uma rotacgao rigida e seguida de uma reflexao.

Voltando & andlise do grupo SO(2), é sabido que
qualquer matriz que possui determinante igual & unidade
pode ser escrita como a exponencial [I3] de uma matriz
que possui trago nulo. De modo que existe Q € M(2,R)
tal que

M =e® (27)

sendo Tr(2) = 0. Portanto, como M € SO(2), temos
que,

MT =M1 = Qf =-Q. (28)

Desta forma, tomando uma matriz arbitraria

Q= (‘C‘ Z) (29)

e impondo a condicdo acima, obtemos

Q:bes:b(ol é) (30)

A matriz e, conhecida como matriz simplética, é o
que chamamos de gerador do grupo, enquanto que b é
chamado de pardmetro do grupo. Note ainda que, se
tomarmos b = 0, a matriz M passa a ser escrita como

M = e%. (31)
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Veja que €2 = —I. Agora vamos expandir em série a
quantidade e’

o 1
O __ k _k
e’ = E —k!e €

k=0
— i 1 92l€2l+§: 1 62l+152l+1 (32)
2~ (2! 222+ 1)) '

Na tultima passagem, separamos a soma em seus termos
pares e Impares. Vamos agora usar as seguintes identi-

dades,

e = (1)1 (33)
ST = (-1, (34
portanto,
=1 = 1
0 _ 20, 1\l 20+1, 1\
¢ _;(21)!9 ( 1)”1;(2”1)!9 (-1)
= cos 61 + sinfe
cosf senf
- (sen0 cos&) = M(8). (35)

Vemos assim que todo elemento do grupo pode ser
escrito como a exponenciacao de seus geradores. O grupo
SO(2) é um grupo de dimenséo 1, uma vez que o grupo
¢é inteiramente determinado pela matriz simplética. A
ideia por tras do conceito de geradores de um grupo
estd na capacidade de expressar todos os elementos de
um dado grupo através da exponenciacao seus geradores.
O leitor pode ainda perceber que a matriz simplética é a
representacdo matricial do tensor Levi-Civita (45,1, =
{1,2}) de ordem 2. O tensor de Levi-Civita é tal que
€ij:086i:j,612:+16621:71.

Quando o elemento geral de um grupo depende apenas
de um pardmetro (6, no caso do grupo SO(2)), dizemos
que tal grupo é um grupo uniparamétrico. Para tais
grupos, o gerador pode ser calculado através da seguinte
relagao:

dM(0)

€= Ly (36)

Os conceitos desenvolvidos durante esta se¢do serdo
utilizados para o desenvolvimento das sec¢bes que se
seguem.

3. Grupo U(1) e a Eletrodindmica

Até este ponto ficou claro que dado um vetor ¥ € R2,
que pode ser escrito em forma de vetor como ¥ = (z,y)
ou em forma de matriz

V= (Z) (37)

escrito em um sistema de coordenadas S, pode ser rela-
cionado a um vetor @ € R? de coordenadas ¥ = (2, 3’)
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em um sistema de coordenadas S’ que foi passivamente
rotacionado em relagdo ao sistema S de um angulo 6,
como na Figura [3]

A relagdo entre tais vetores é tal que

(&) =ro (). (39)

sendo R(#) uma matriz pertencente ao grupo SO(2),

portanto:
x’ cosf senf) [z
<y'> - (—sen@ cos 9> <y ) (39)
Agora considere z € C escrito como z = = + iy e uma
matriz W escrita como:

W= <ZZ> (40)

Qual grupo estd por tras da conexao entre W e W'?

() () w
()= Gy

Para tal investigacdo lembremos inicialmente que em
R?, a conexdo é tal que V' = M(6)V, o que nos da que

/

2z’ = cosfz —senfy (43)
" = senfz + cos by. (44)

A partir da definicdo de z como um nimero complexo
da forma z = x + iy, podemos escrever x e y como sendo

z+ z*
= 45
p =t (45)
z—z*
= 4
y 57 (46)

0 que consequentemente nos permite escrever x’ e v/,
fazendo uso das equagoes (43) e (44), em termos de z e
z* da seguinte forma

/ Z o —1i6
= e+ — 4
T 26 5 e (47)
iy' = f;ew — 7,22 e . (48)

Portanto, escrevendo naturalmente z' = 2’ + iy’ bem

como z* = 2/ — iy chegamos as seguintes leis de
transformagao
2 = e (49)
2 = e70yx, (50)

Note portanto que, diferentemente da lei de trans-
formacao entre V e V’, em que as componentes z’ e 3’
dependem simultaneamente de x e y, no caso da relacao
entre W e W’ as componentes desacoplam, isto é, 2’
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transforma s6 com z (eq. (49)) e z*’ transforma s6 com
z* (eq. [50)). Podemos entdo escrever

G- -

Como as equagoes desacoplam, podemos usar somente
aeq. para explicitar a relagao entre 2’ e z, que é feita
através de uma matriz pertencente a M(C, 1), isto é e?
tal que a sua inversa ¢ igual a sua transposta conjugada.
Este conjunto define um grupo conhecido como U(1),
explicitamente definido como:

U(l)={Z € M(C,1);Zz7' = Z1}. (52)

Tal grupo preserva o médulo de z perante transformacao,
porém nao sua fase angular, sendo a relacao muitas
vezes conhecida como transformacdo de fase. Vemos
assim que, o grupo U(1) possui dimensdo 1, possui um
tnico gerador e que os elementos do grupo sao matrizes
de ordem 1, isto é, um ntmero. Em teoria de grupos
dizemos que, quando o nimero de geradores de um grupo
for igual & ordem das matrizes do grupo, estaremos
diante de uma representacao adjunta ou regular daquele
grupo. Discutiremos a importancia da representacao
adjunta dos grupos mais adiante.

Um ponto importante que deve ser ressaltado aqui é
a intima relagdo do grupo U(1) com a eletrodinamica.
Mesmo que o leitor nao esteja familiarizado com a agéo
para férmions relativisticos, o presente exemplo se faz
instrutivo. Considere a seguinte a¢io

5= [ dwitirro, - my (53)

que descreve férmions relativisticos. Sendo * com
u = {0,1,2,3} as matrizes de Dirac e m a massa do
férmion. A ag¢do acima é invariante perante a seguinte
transformacao:

P — 9. (54)

Veja entdo que a quantidade e € U(1). Se conside-
rarmos uma fase local, o que implica em impor uma
dependéncia em 6, isto é, tomar § = 6(z), a invariancia
é perdida, uma vez que,

@’i”/“am// = @W“a;ﬂb - 1;’7” (5u9)¢
# YivHo,. (55)
Para recuperar a invariancia sob transformagoes de U(1)

com uma fase local é necessério definir uma derivada, co-
nhecida como derivada covariante, da seguinte maneira:

D, =08, —ieA,, (56)

e a seguinte lei de transformacdo para A, — A;L =
A,+(1/e)(0,0), sendo A, = (Ao, A;) o campo de gauge,
com Ag sendo o potencial escalar e A; as componentes do
potencial vetor. Desta forma, identificando a quantidade

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200338, 2021

Teoria de Grupos e o Papel das Simetrias em Fisica

e com a carga elétrica, o grupo U(1l) torna-se o “res-
ponséavel” pela interacdo entre os férmions com o campo
eletromagnético (representado pelo campo de gauge A4,,).
E assim comega a aparecer a estrutura matematica
por trads da QED (quantum electrodynamics), descrita
essencialmente pela lagrangiana:

1 _

L= —ZFWF*“’ +(ED A" — m)ip. (57)
com F,, = 0,4, —0,A,.
4. Grupo Sp(2) e o Espago AdS3

J4 vimos que o grupo SO(2) mantém invariante o
produto interno entre dois vetores quaisquer e que,
portanto, preserva comprimentos e angulos. Considere
agora dois vetores no plano ¥ = (v1,vs) e W = (wy, ws).
O produto vetorial em duas dimensoes também pode ser
escrito em forma matricial como

z=vrew = o) () ()

= VW2 — VW1 = U X W. (58)

Veja que a matriz simplética, além de ser o gerador
do grupo SO(2), é utilizada também para estabelecer a
representagao matricial do produto vetorial em duas di-
mensoes. Considere agora uma transformacao de SO(2)
atuando em dois vetores V e W. De modo que definamos
V' = M)V e W = M(0)W. Desta forma, o produto
vetorial entre V' e W’ passa a ser escrito como:

7' = (V)Tew’
= [M(O)V] eM(O)W
= VIM(@®)TeM(O)W. (59)

E facil ver que M(0)TeM(f) = ¢ e que portanto
uma transformacgdo de SO(2) deixa Z invariante, isto
é, Z' = Z. Uma questao natural que surge é a seguinte:
o grupo de transformagoes de SO(2) é o conjunto mais
geral de transformacées que deixa o produto vetorial
invariante? A fim de responder tal questdao podemos
escrever uma matriz S € M(2,R) arbitraria tal que:

STeS =¢. (60)

Sendo S definida como:

S = (‘C‘ Z) (61)

a relagao nos da que:

<—ad0+ be ado_bc> = (_01 (1)) (62)

Da relacdo acima obtemos o seguinte vinculo:

ad—bc=1 — det(S) = 1. (63)
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Portanto, a transformacdo mais geral que deixa o pro-
duto vetorial invariante requer uma matriz cujo deter-
minante seja igual & unidade. Note entao que,

a=d=cost

b= —c=senb (64)

SO(2) = {

o grupo SO(2) é um caso particular de uma matriz M
que deixa o produto vetorial invariante. Assim, podemos
definir um conjunto

Sp(2) = {S € M(2,R); STeS =¢} (65)

como o conjunto das matrizes S que deixa invariante
o produto vetorial. E possivel entio mostrar que Sp(2)
é grupo. Tal grupo é conhecido como grupo simplético
em duas dimensoes. O vinculo imposto nas matrizes de
Sp(2) que implica que seus determinantes sejam iguais a
unidade (eq.(63))) estabelece que na matriz de Sp(2) hé
trés pardmetros livres e que, portanto, o grupo Sp(2)
tem dimensdo igual a trés. Assim como no caso do
grupo SO(2), ao qual estd associado o espaco geométrico
do circulo unitario, pode-se perguntar qual a geometria
associada ao grupo Sp(2). Note que a relacdo é uma
quédrica, e que portanto pode ser expressa como:

0 0
0 -1

ad — bec = 1

1
§(abcd)

o o
S oo
_LO o

(abcd)T (66)

1
2

——_ RO OCcOo
QL O o2

A matriz T acima ¢é simétrica e possui autovalores
7 = %1, sendo portanto diagonalizavel. Desta forma,
pelo teorema espectral, existe uma matrix J ortogo-

nal [13] tal que:

o O

JTJT = (67)

o O O

-1
0 —1

o O O
oo = O

Desta forma podemos inserir dois operadores identidade
na forma J7.J de modo que a quantidade ad — bc assume
a seguinte formas:

ad—be=a?+b0*-& —d* =1. (68)

Note, portanto, que a equacdo anterior define um hi-
perboloide (ver Figura . Isso significa dizer que os
elementos do grupo Sp(2) vivem sob a superficie de um
hiperboloide. Tal geometria é também conhecida como
AdSs.

O espaco AdSs; (Anti de Sitter em 3-dimensoes) é
um espago muito estudado em fisica, tanto no que diz
respeito a fisica de altas energias, como em fisica da
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Figura 4: Hipersuperficie (J = 0) do hiperboloide em 4
dimensoes.

matéria condensada. Em um trabalho futuro pretende-
mos discutir com mais detalhes a intima relagao entre as
estruturas de grupo dos espagos do tipo de Sitter, anti
de Sitter e as dualidades em fisica de altas energias.

Vamos agora discutir os geradores e a algebra asso-
ciada ao grupo Sp(2). Como ja é sabido que qualquer
matriz de determinante igual & unidade pode ser escrita
como a exponencial de uma matriz de trago zero,
estamos procurando uma matriz 2 tal que

M =€, (69)
Desta forma, a relagdo nos dé que
(DTl = = e ee? =e. (70)

A fim de encontrar §2, podemos expandir as exponenciais
até primeira ordem, de modo que

14+ QT]e[l + Q] =e. (71)

Distributindo e excluindo o termo de segunda ordem,
obtemos a seguinte relagao

N =-0Tc = Qe=0". (72)

O motivo pelo qual consideramos apenas termos de
primeira ordem no desenvolvimento acima ficard mais
claro adiante. Se definirmos uma matriz () arbitraria e
usarmos a relagao obtemos uma matriz  tal que
tr(§2) = 0, como esperado, com trés pardmetros livres, o
que nos diz que dim[Sp(2)] = 3. De modo geral 2 pode
ser escrito da seguinte forma

(0 5+ (0) (1)

= Oé)\l + ﬂ)\g + ’7)\3. (73)

Q

As matrizes \; definem os geradores do grupo Sp(2), cuja
dlgebra de Lie associada (dlgebra sp(2)) é expressa por
suas relagoes de comutacao, isto é, dadas duas matrizes
A e B, definimos o comutador entre A e B como [A, B] =
AB — BA. Portanto, a algebra sp(2) é expressa por:

[A1, Az] = 2)g, (74)
[)‘h A3] = 72)‘3; (75)
[A2, Az] = Aq. (76)
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De maneira heuristica, pode-se dizer que, para grupos
de Lie [12], a seguinte relagdo é sempre valida:

G =e", (77)

sendo G o grupo e A a algebra associada ao grupo.
Note que as matrizes que pertencem ao grupo nao
obrigatoriamente pertencem a algebra, por exemplo, a
matriz identidade pertence ao grupo Sp(2), mas nio a
algebra sp(2), visto que ndo possui trago nulo.

5. Grupo SU(2) e a Mecéanica Quéantica

Na interpretagao de Copenhague da mecénica quantica
[14] a funcéo de onda (7, t) tem o papel fundamental de
indicar a amplitude de probabilidade de que uma dada
particula encontre-se em uma caixa infinitesimal dV =
dzxdydz, centrada em 7 = (z,y, z), em um dado instante
de tempo t. De modo que a densidade de probabilidade
é dada por:

(7 )7 = (0, 0) = p*ep. (78)

Na notagao de Dirac, por exemplo, o estado quantico
de um sistema é dado por um vetor que pertence ao
espaco dos estados, digamos, |¢) € E. Enquanto que a
amplitude de probabilidade de que este estado arbitrario
|t) encontre-se no estado |a) é dada pelo produto interno
entre estes dois vetores, contudo, como tais vetores de
modo geral estdo em C", o produto interno obedece
uma forma sesquilinear. Para o presente objetivo vamos
considerar dois vetores z = (21,22) e w = (w1, ws) em
C2. O produto interno entre estes dois vetores ¢ dado
por:

(zlw) = 2w + 25ws. (79)

Assim como foi feito anteriormente, podemos expressar
este produto interno em forma matricial, bastando, para
isso, definir

=) @) e

e assim, é possivel notar que

Gt (1) 5)

2

zZtw

= Ziwy + zywe = (z|w). (82)

E importante lembrar aqui que ZT = (Z7)*. Portanto,
a pergunta imediata que surge é saber se existe uma
transformagao que deixe o produto interno em C inva-
riante. Assim como no caso do grupo SO(2), a grande
importancia em encontrar uma transformacao tal que
mantenha o produto interno em C invariante reside no
fato de que desta forma encontraremos transformacoes
que preservarao a probabilidade de um sistema quantico.
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Analogamente, consideraremos vetores transformados

Z'=QZ e W' = QW, entdo
Z'TW' = ZTQTQW = (QZ|QW). (83)

Para manter invaridncia é necessario, desta forma, que
Q'Q = I o que implica em Qf = Q. Matrizes com a
propriedade tal que o transposto conjugado seja igual a
inversa sdo chamadas de matrizes unitarias. E possivel
mostrar que o conjunto

U(2) ={Q e M(2,C); UT =U""} (84)

forma um grupo. Tal grupo é conhecido como grupo
unitario em duas dimenstes. Vamos investigar agora
algumas das propriedades basicas de matrizes @ € U(2).
Considere uma matriz Q € U(2) arbitraria

Q= <Z f,) (35)

A condicao QF = Q! nos da o seguinte vinculo entre os
elementos da matriz

(& Do (LD

Da equagao anterior obtemos as seguintes equagoes

{d = det(Q)a* (87)

a = det(Q)d*

Quando combinamos as equagoes acima obtemos que
|det(Q)] = 1. Portanto, toda e qualquer matriz @ € U(2)
possui determinante com moédulo igual a unidade. Vamos
nos deter ao subconjunto SU(2) C U(2) das matrizes que
possuem det(Q) = 1, isto é,

SU@) = {Q € UQ2): det(@) =1}, (88)

Impondo a condi¢ao de SU(2) na matriz @ vemos que a
forma geral de uma matriz de SU(2) é

Q= (_(2 ;) (89)

de modo que a condi¢do det(Q)) = 1 implica em
la|> + |b]> = 1. Buscando agora investigar em qual
espago geométrico os elementos do grupo SU(2) vivem,
é conveniente escrever a matriz  em termos de suas
componentes reais, de modo que

_(a+if y+id
Q_(—7+i5 a—zﬂ) (90)

e assim, a condi¢do imposta pelo determinante nos diz
que

o+ B+ 487 =1, (91)

determinando assim uma esfera Ss.
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Figura 5: Hipersuperficie (§ = 0) da esfera em 4 dimensdes.

Veja que a matriz pode ser expandida em uma
base, da seguinte maneira

a+if y+id\ _ (10 i 0
(7+i6 aiﬂ) - 0‘(0 1>+5(0 z)

01 01
+ (_1 0) +9 (Z 0) (92)
= OZI+7:50'1 +i’)/0'2 +’i50’3. (93)

sendo as matrizes o1, 09 e o3 chamadas de matrizes de
Pauli e definidas como

o1 = ((3 é) (94)
o9 = (? _0’> (95)

o3 = ((1) 01). (96)

Portanto, o conjunto composto pela matriz identidade e
pelas matrizes {io1,i09,i03} formam uma base para o
grupo SU(2). Além disso, o conjunto formado pelas ma-
trizes {io1, 409,403} define o sistema numérico conhecido
como numeros quaterniénicos (representados pela letra
H), que é uma extensao dos ntimeros complexos. Maiores
detalhes sobre os quatérnions podem ser vistos em [I5].
A fim de encontrar os geradores do grupo SU(2), a
matriz € cuja exponenciacao dara origem aos elementos
do grupo SU(2) dever4 ser tal que

(DT = (™! = Q= -Q. (97)

Como uma consequéncia da imposi¢do acima e do fato
de que a matriz 2 possui trago nulo, esta passa a ser
escrita genericamente como:

a= (5. "), (98)

com a sendo um numero puramente imaginario. De
modo que podemos expressar a matriz €2 da seguinte
forma

B i BAay) ‘ .
Q= (—B—ﬁ-h’ i > = ivyo1 + ifos + iaos

N (99)
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com A = o1 + foy + aos. Assim, podemos expressar a
matriz Q em termos de A como Q = €*®, e a condicio
imposta em A é tal que

(e = (! = AT=A. (100)
Dizemos entdo que as matrizes de Pauli {01, 02,03} séo
os geradores do grupo SU(2). Antes de desenvolver mais
detalhadamente a dlgebra su(2), é importante notar
que a matriz identidade nao pertence a algebra su(2),
uma vez que tais matrizes devem ser hermitianas e ter
trago nulo. A matriz identidade é hermitiana, porém nao
possui trago nulo.

A 4lgebra de Lie su(2) é dada pelas relagoes de
comutagao entre os geradores do grupo associado, isto é,
o grupo SU(2). A partir do grupo SU(2) podemos obter
também uma &lgebra de Clifford (para mais detalhes
vide [16]), dada pelas relagdes de anticomutagécﬂ entre
os geradores do grupo associado. Um calculo direto nos
mostra que tais relagées sdo as seguintes:

[01,02] = 0109 — 0901 = 2i03, (101)
[02,05] = 0203 — 0309 = 207, (102)
[03,01] = 0301 — 0103 = 2i09, (103)
{o1,01} = {09,092} ={o03,03} =21, (104)
{01,092} = {09,03} ={03,01} =0. (105)

As relacgoes de comutacdo e anticomutacdo podem ser
simplificadas através do uso da notacao tensorial

3
[Cas0b] = 0a0b — 0b04 = 20 Zfachc (106)
c=1
{04,00} = 0a0b+ 004 = 26,51 (107)

e a seguinte identidade pode ser facilmente verificada

3
a0y = Ogpl +1 E EabcOc-

c=1

(108)

Nas equagbes acima os indices livres podem assumir
valores {1,2,3}, o delta de Kronecker d,, = 0 se a # b
e 0y = 1 se a =0b. O tensor de Levi-Civita em trés
dimensoes é tal que £q4. = +1 se {a,b,c} for qualquer
permutagao par de {1,2,3}, e = —1 se {a,b,c} for
qualquer permutagio fmpar de {1,2,3} e zero se houver
indices repetidos, isto é:
+1 se{a,b,c} ={1,2,3},{2,3,1} ou {3,1,2}
Eabe = —1 se{a,b,c} ={3,2,1},{1,3,2} ou {2,1,3}
0 sea=bb=c ouc=a
(109)

Uma observagdo importante que merece ser feita aqui
é a seguinte: o grupo SU(2) possui 3 geradores, as

1 Dadas duas matrizes A ¢ B de mesma ordem, a relacdo de
anticomutacédo entre elas é dada por {A, B} = AB + BA.
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matrizes de Pauli, mas as matrizes do grupo sao de
ordem 2. Serd se existe uma representacdo do grupo
SU(2), mas de modo que as matrizes sejam de ordem
37 Veja entdo que, se definirmos trés matrizes 31, 3o e
Y3 da seguinte maneira

0 0 O
1=(0 0 i, (110)

0 — 0

0 0 —i
o=10 0 0|, (111)

i 0 0

0 4 0
3=|—-i 0 0}, (112)

0 0 O

as seguinte relagoes de comutagao sao validas

[31,3s] = ¥1385 — X% =iX3, (113)
[X2,33] = ¥o¥g — M3¥y =Xy, (114)
[25,31] = Y3 — X183 =X, (115)

Note ainda que todas as matrizes ¥ sdo hermitianas e
possuem trago nulo, assim como as matrizes de Pauli.
De maneira simplificada podemos, portanto, escrever a
seguinte relacdo para as matrizes X,

3
(L0, Z] = Za%p — Tp8a =i EapeDe, (116)
c=1
com a,b,c € {1,2,3}. Estamos diante, desta forma, de
uma representacdo do grupo SU(2) com matrizes de
ordem 3. Esta representacao, como ja vimos, é chamada
de representagdo adjunta.

Em fisica de interacdes fundamentais a ideia de re-
presentacao adjunta tem um papel fundamental, pois
veja que, a interagdo forte possui simetria regida pelo
grupo SU(3), que possui 8 geradores (como veremos mais
adiante), e em sua representacdo adjunta as matrizes do
grupo sao matrizes quadradas de ordem 8. A interacio
forte possui 8 gluons como particulas mediadoras e,
estando o grupo na representagao adjunta, cada gerador
estara relacionado a uma particula mediadora da in-
teragdo. Analogamente, a interagdo fraca possui simetria
regida pelo grupo SU(2), que na representacio adjunta
possui 3 matrizes de ordem 3 como seus geradores, cada
um destes geradores estando relacionados aos bosons ve-
toriais W+, W~ e Z° que sdo as particulas mediadoras
da interacao fraca.

Veja também que calculando as seguintes quantidades

72 3.0 o 2 2 2 3

o o; O0; o1 02 g3

_——= _—— = _— _— _— :71

2 ~2 2 (2)+(2> +(2> 42

(117)

3

52 =) %% =%+ 5]+ %] =25,
i=1

(118)
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podemos identificar os fatores que acompanham a matriz
identidade como 3 = % (1 + 1), bem como 2 = 1(1+1),
que, de modo geral, pode ser escrito como, s(s + 1).
O leitor que ja estudou mecédnica quéantica, consegue
entdo perceber claramente que a algebra su(2) descreve
o spin, em mecédnica quantica, sendo a quantidade
j(5 + 1) justamente o autovalor do operador momento
angular J 2.

O papel da mecéanica quantica consiste justamente em
adicionar o fator i as matrizes % a fim de produzir o
operador de spin S; = h (%), que obedece a seguinte
relacdo de comutacdo [S;,S;] = i€k Sk, tal qual a

relacdo ((116)).

6. Grupo SO(3) e as Rotagoes em Trés
Dimenoes

Nesta secao estudaremos o caso do grupo SO(3), que é
basicamente uma extensao do grupo de rotagoes em duas
dimensoes (o grupo SO(2)) para trés dimensoes. Apesar
de estarmos lidando também com um grupo composto
somente por matrizes ortogonais com determinante igual
a unidade, algumas propriedades especiais desse grupo,
que emergem por conta da dimensionalidade das matri-
zes, devem ser ressaltadas.

Primeiramente é importante ressaltar que o grupo
SO(3) retne todas as rotagoes realizadas no espago eu-
clidiano tridimensional real e que estas estao associadas
a 3 tipos de geradores. Cada gerador estd, portanto,
relacionado a rotagdo em torno de cada um dos eixos
perpendiculares aos planos cartesianos.

As matrizes responsaveis pela rotacdo de um dado
vetor em torno de cada um dos eixos do R® sdo as
seguintes:

cosf senf 0

R.(0) = | —senf cosf 0|, (119)
0 0 1
cosB 0 —senp

R&=[ 0 1 0o |. (120
senf 0 cosf
1 0 0

R.(a) =10 cosa sena (121)
0 —sena cosa

Estas matrizes sao as conhecidas rotagoes de Euler. Para
mais detalhes acerca da construcao de tais matrizes,
veja o apéndice. Desta forma, o elemento geral do
grupo SO(3) é dado pela multiplicacio das matrizes
de Euler, isto é, R(a,,0) = R,(a)R,(5)R.(0). Uma
verificagdo direta simples pode mostrar que o grupo
SO(3), diferentemente do grupo SO(2), ndo é abeliano,
como podemos ver também na Figura @

Em segundo lugar, uma vez que as matrizes de
SO(3) possuem todas determinante igual & unidade,
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Figura 6: N3o comutatividade das rotacBes em trés dimensdes (Fonte [14]).

sabemos que existe uma matriz 2 de trago nulo cuja
exponencial gerard todos os elementos de SO(3). Usando
um procedimento andlogo ao que foi desenvolvido para o
grupo SO(2), chegamos a condigdo , que define agora
uma matriz de ordem 3 antissimétrica. Esta matriz Q

pode Ser expressa COomo:
Q= G,Al + bA2 + CA?,7 (122)

sendo a,b,c € R e as matrizes A1, Ay e A3 definidas da
seguinte forma:

0 10

As=|{-1 0 0], (123)
0 0 0
00 —1

A={0 0 0], (124)
10 0
0 0 0

A=(0 0o 1] (125)
0 -1 0

As matrizes A1, Ay e Az sdo as matrizes geradoras do
grupo SO(3) e formam uma base para todas as matrizes
antissimétricas em trés dimensoes. Tais matrizes podem
ainda ser obtidas através da relagdo (36)). Além disso
note que as matrizes , e (119) podem ser
obtidas através da exponenciacdo dos geradores. Veja
agora que, se calcularmos as relagées de comutagao entre
os geradores de SO(3), obteremos:

(A As] = AtAs — AsAy = A, (126)
(Ap, As] = AsAs — Aghy = Ay, (127)
[As, A1] = AgA1 — AjAs = Ay, (128)
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que, assim como foi feito no caso do grupo SU(2), pode
ser generalizado para:
3
[Aas Ab] = Aoy — Apha =D €apcle,

c=1

(129)

com a,b,c € {1,2,3}. A §lgebra expressa pelo grupo
SO(3) ¢é similar & dlgebra exibida pelo grupo SU(2).
Podemos ainda estabelecer a seguinte relagdo entre seus
geradores

Neste momento somos tentados a inferir que ha uma
correspondéncia um a um entre os elementos de SO(3)
e SU(2), o que categorizaria a existéncia de um isomor-
fismo entre os dois grupos, contudo tal inferéncia nao é
verdade. Se considerarmos, por exemplo, duas rotagoes,
uma de 27 e outra de 47, na linguagem de SO(3) as ma-
trizes que representam tais rotagoes sao ambas matrizes
identidade de ordem 3, enquanto que na linguagem de
SU(2) teremos uma matriz identidade multiplicada por
(=1) e a prépria identidade, respectivamente. Portanto
a correspondéncia é de 2 para 1. Dizemos assim que os
grupos SO(3) e SU(2) sdo localmente isomorfos.

7. Quarks e o Grupo SU(3)

Nesta segdo estudaremos o grupo SU(3). Nao nos detere-
mos a discorrer sobre os aspectos historicos que levaram
a associacgdo da simetria regida pelo grupo SU(3) com os
quarks. O leitor interessado em uma discussao histérica
e em aspectos fenomenolégicos acerca do modelo de
quarks pode consultar a referéncia [17].

Assim como o grupo SO(3), que é uma extensdo
do grupo SO(2) para trés dimensodes, o grupo SU(3)
¢ uma extensdo do grupo SU(2) para trés dimensoes.
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Como mostramos anteriormente para o grupo SU(2), a
algebra que rege o grupo das matrizes especiais unitarias
é governada por matrizes hermitianas. No caso do grupo
SU(3), a matriz € cuja exponenciagdo dard origem aos
elementos do grupo SU(3) é tal que

Qf =, (131)

com 2 € M(3,C). O vinculo acima imposto sob a matriz
Q a simplifica a seguinte forma geral:
a b c
Q= (v e f (132)
ct ff

O vinculo da hermiticidade de © impde que {a,e,i} €
R enquanto que {b,c, f} € C. Dessa forma, podemos
expressar a matriz (2, de maneira mais geral, como:

a Br—iB2 71— iy
Q= |1 +if e ¢1 — 192 (133)
Y1+ iy @1+ igo 7

Existe certa arbitrariedade na forma como construir a
matriz Q. Aqui, escolhemos a construgdo mais utilizada
em fisica de particulas, que consiste em definir b = 31 —
if2, ¢ = y1 —iy2, bem como f = ¢ —i¢. Podemos entdo
escrever a matriz {2 como uma soma de seus geradores
i, da seguinte maneira:

Q = BiA+Bada+ars+y1 A+ 72 5+ 91 A6 + a7 +eds,
(134)

com as matrizes )\; definidas como
010 0

AM=1100], =170

000 00

1 00
0-10
0 0 0

A3

00 —i 000
Xs=(00 0|, A=[001], (137)
i0 0 010
00 0 L (100
AM=[00—i|, s=—[01 0 (138)
0i 0 V3100 -2

O fator 1/4/3 em \g foi posto para manter a propriedade
t’l“(/\i/\j) = 2(50’, (139)

com 4,5 = {1,2,...,8}. Note que todas as matrizes \;
sao hermitianas e tem trago nulo, assim como as matrizes

de Pauli. A relacao ([139) estabelece um principio de
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ortogonalidade em SU(3), além disso, um calculo simples
e direto nos mostra que a seguinte relagdo de comutacao

Z 2’L€Uk/\k

é vélida para o grupo SU(3). No entanto, se ndo nos
restringirmos somente as matrizes A1, Ao e A3 a relagdo
de comutagao ganha uma nova forma e passa a ser escrita
como:

i, Al (140)

i Al (141)

Z QZfljk‘)\k

O parametro f;;, ¢ chamado de constante de estrutura
do grupo SU(3), bem como o tensor de Levi-Civita
€k ¢ a constante de estrutura dos grupos SU(2) e
SO(3). Analogamente, um célculo direto mostra que a
estrutura de anticomutador inerente as matrizes A pode
ser expressa através da relagao:

8
4
{/\i7>\j} = §5ZJI+ E 2dijk>\k7
k=1

(142)

sendo os coeficientes d;j, simétricos com relacdo a
permutacgao dos indices, isto é,

dijk = dikj = djik =..., (143)

enquanto que os coeficientes f;;; sdo antissimétricos
perante a permutagao de quaisquer dois indices, ou seja,

fije = = fjie = — firj- (144)

Os valores nao nulos da constante de estrutura f;;, bem
como da constante d;;;, estao listados na tabela abaixo.

ijk  fie  ijk dijk
123 1 118 1/V3
147 1/2 146 1/2
156 —1/2 157 1/2
246 1/2 228 1/v3
257 12 247 —-1/2
345  1/2 256 1/2
367 —1/2 338 1/v3
458 \/3/2 344 1/2
678 \/3/2 355 1/2
366 —-1/2
377 —-1/2
448  —1/(2V/3)
558 —1/(2v/3)
668 —1/(2v/3)
778 —1/(2V/3)
888  —1/V/3

8. Oscilador Harmonico N-dimensional
e o Grupo SU(N)

Agora que ja galgamos um bom caminho acerca de
alguns dos grupos mais fundamentais por tras da des-
cricdo de sistemas fisicos, voltemos ao exemplo inicial
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que demos na secao [2| deste trabalho. Como ja foi dito e
mostrado, o oscilador harmonico descrito em (1f) possui
simetria O(N), isto ¢, se definirmos

b1 T
p= e x = , (145)
p.n Tn
uma transformacido p’ = Rp e ex’ = Rax deixard a

energia do oscilador harmoénico invariante se R € O(N).
Vamos trabalhar com mais detalhes agora alguns casos
particulares.

8.1. Oscilador harmoénico unidimensional

O oscilador harmoénico unidimensional é um sistema
trabalhado tradicionalmente em qualquer livro texto de
mecanica classica e mecanica quantica. Tal sistema sera
aqui utilizado como base para os sistemas subsequentes.
Considere entdo o hamiltoniano que descreve um oscila-
dor harmonico unidimensional, dado por:

2
1

= (146)

Vamos entdo definir as seguinte quantidades adimensio-

nais:
p k
P = — X = — X,
V2mE, ¢ \ 26, "

sendo Ey a energia do oscilador. Substituindo as novas

varidveis ([147) no hamiltoniano do oscilador (146)),

obtemos

(147)

H = E, (P? + X?). (148)

Podemos ainda definir uma nova variavel II da seguinte
maneira:
=P —-iX, (149)

de modo que, sabendo que P e X sao quantidades
inteiramente reais, II* = P—iX. Sendo assim, o produto

IT*11

(P+iX)(P—-iX)
= P2+ X% +i[X, P, (150)
nos permite reescrever o hamiltoniano do sistema como

H=FE,(II'll - i [X, P]). (151)
Aqui reside a grande diferenga entre a mecanica new-
toniana e a mecanica quantica no que diz respeito ao
estudo do oscilador harménico. Na mecéanica newtoniana
o comutador [X,P] = 0, enquanto que na mecanica
quéntica, fazendo uso da relagido de comutagdo [Z,p] =
ihl, o comutador [X,P] = (i/2)I, de modo que,
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—r,

1.0 0.5 r 0.5 1.0

Figura 7: Densidade de probabilidade para o estado fundamen-
tal (linha continua) e para o primeiro estado excitado (linha
tracejada).

Figura 8: Os primeiros quatro niveis de energia para o oscilador
harménico quéntico unidimensional.

para a mecanica quantica, o hamiltoniano do oscilador
harmoénico passa a ser escrito como
N i, 1
H=hw aa—|—§ . (152)
Para a obtencdo do hamiltoniano acima, consideramos
FEy = hw e identificamos o operador de aniquilagao
a =11
Para o caso quantico, lembremos que o operador
ndmero N = afa é hermitiano, tendo portanto somente
autovalores n € R e n > 0. Desta forma, o valor de
menor energia para o sistema é quando n = 0 e portanto
E,—o = (1/2)hw. E possivel ainda mostrar que n deve
ser um numero inteiro. Desta forma, o primeiro estado
excitado do oscilador harmoénico é quando n = 1, logo,
E,—1 = (3/2)hw. Como N|n) > 0, avaliemos o caso da
igualdade em zero. Como
N10) = afalo) = 0 = (0]afalo) = 0, (153)
temos que a|0) = 0. Atuando (x| pela esquerda, isto é,
(z[al0) = aypo(x) =0,

e substituindo @ = P —i X, chegamos a seguinte equagao
diferencial

ho dio(z)  [mw

cuja solucdo nos déd a funcdo de onda do oscilador
harmoénico quéntico unidimensional como sendo

(154)

(155)

mw .2

Yo(x) = ™ 20T, (156)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200338, 2021



€20200338-14

A constante o pode ser obtida através da condicdo
de normalizacdo da funcdo de onda, de modo que
a = (mw/mh)*. Note que a funcdo de onda exibe o
comportamento de uma gaussiana centrada na origem.
A funcao de onda para o primeiro estado excitado pode
ser obtida através da aplicacdo do operador de criagdo
a' na funcdo de onda para o estado fundamental.

As equacbes e foram reescritas a partir
de um hamiltoniano para o oscilador harmdénico, mas
note que tais equacdes expressam uma invaridncia por
transformacées do grupo unitério, isto é, se definirmos

= Ma, o hamiltoniano se mantera invariante se
a matriz M for unitaria. Ou seja, o oscilador harménico
possui na verdade simetria perante transformagoes do
grupo unitario, que é um grupo bem maior que o grupo
das transformagoes ortogonais.

8.2. Oscilador harmoénico bidimensional
isotrépico

O oscilador harménico bidimensional isotropico é des-
crito pelo seguinte hamiltoniano:

1
H=_—(p+p)+ 5k(xQ + 7). (157)

2m
A isotropia é expressa pelo fato de que a constante
eldstica k é a mesma tanto para a componente x do
movimento quanto para a componente y. Aqui, pro-
cederemos exatamente como fizemos para o oscilador
unidimensional. Vamos definir as seguintes quantidades
adimensionais:

Pz /
P, = , X = 158
vV QmEO ( )

by /
P, = , Y= 159
y 9mE, y (159)

Analogamente, definiremos as varidveis II, e II, como

I, = P, —iX
I, = P,—iY.

(160)
(161)

Desenvolvendo, portanto, o hamiltoniano em (157) in-
corporando as novas variaveis, chegamos a seguinte
expressao

H = Ey (H;Hm + I, — i [X, Pr] —i[Y, Py]) (162)
Salientamos novamente aqui que a diferenga entre a
mecanica cldssica e a mecénica quintica estd no fato
de que as relacdes de comutacdo entre coordenada e
momento se anulam no regime cldssico. Para o caso
quéntico vale ressaltar uma diferencga pontual do caso bi-
dimensional para com o caso unidimensional. Note que,
fazendo uso das relacoes de comutagao entre coordenada
e momentum e tomando Fy = hw chegamos a seguinte

expressao para o hamiltoniano:

H= hw( Yay +a ay—|—1) (163)
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4 hw(d)

3 hu(d)

2hw(2)

(1)

Figura 9: Niveis de energia e degenerescéncias (entre paréntesis)
para o oscilador harménico quantico bidimensional isotrépico.

Facamos agora algumas considerac¢oes a fim de apon-
tar as diferencas entre os casos unidimensional e bidi-
mensional. Primeiramente, é possivel ver que o minimo
de energia para o caso bidimensional ndo é mais B =
(1/2)hw, mas sim EY , = hw, uma diferenca carac-
terizada por um fator multiplicativo de 2. Tal qual o
caso unidimensional, vemos que no caso bidimensional
0 hamiltoniano de partida ¢ invariante por trans-
formacoes de O(2), enquanto que o hamiltoniano
¢ invariante por transformagoes de U(2). Dizemos entao
que a simetria SO(2) do hamiltoniano é uma simetria
“estatica”, uma vez que relaciona as coordenadas e
momento independentemente, enquanto que a simetria
SU(2) ¢ dita simetria dindmica, pois esta simetria “mis-
tura” coordenadas e momentos em uma unica simetria.

Outra diferenga crucial entre o caso unidimensional e
o caso bidimensional é o fato de que, com excecdo do
estado fundamental, todos os demais estados sdo dege-
nerados, isto é, existem véarios estados quéanticos com a
mesma energia. Para verificarmos tal fato tomemos os
autovalores do hamiltoniano em 7 0 que nos da a
seguinte expressao para a energia do sistema:

E(ng,ny) =

hw(ng +ny + 1). (164)

Veja entdao que o estado fundamental ocorre quando
tanto n, quando n, sdo iguais a zero simultaneamente,
assim temos Epo = hw. No entanto, para o primeiro
estado excitado, podemos ter n, = 0 e n, = 1, bem como
ng = 1 e ny = 0, de modo que teremos dois estados com
energia Ey1 = Fq0 = 2hw. Dizemos entdo que o pri-
meiro estado excitado do oscilador harmoénico quantico
bidimensional isotrépico possui degenerescéncia igual a
2. Podemos proceder de maneira andloga para os estados
excitados subsequentes.

O célculo para obter a fun¢do de onda para o estado
fundamental no caso bidimensional é semelhante ao
que foi feito para o caso unidimensional, com o tnico
adicional de termos que usar duas condigoes, a saber,
azo(z,y) = 0 e ayvo(z,y) 0. Podemos entdo, de
maneira andloga, obter a funcdo de onda g (x,y) para
oscilador harmoénico quantico bidimensional como

mw mw .2 m

w 2
x, =, /—e 2vT g7 2R Y |
Yo(,y) s

(165)

A fim de explicitarmos as degenerescéncias nos estados
excitados, calcularemos as duas fung¢des de onda cujas
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Figura 10: Densidade de probabilidade para o estado fundamen-
tal do oscilador harménico quantico bidimensional isotrépico.

Figura 11: Densidade de probabilidade para o primeiro estado
excitado |11 (z,y)|.

Figura 12: Densidade de probabilidade para o primeiro estado
excitado |91 (z,y)|>.

energias sdo iguais a fiw. Para calcularmos estas funcgoes
de onda, aplicaremos os operadores de criacio af e &L
na fungdo de onda do estado fundamental. Desta forma,
obtemos,

W2 mw mw 2 w, 2

Yi(z,y) = —=——xe 2T e Y (166)
N
) 2 mw mw

Glany) = V2T gt (67

N e

8.3. Oscilador harmoénico N-dimensional
isotrépico

Uma extensdao imediata do oscilador harmoénico em
duas dimensbes permite que escrevamos o oscilador
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harmonico em N-dimensodes como:

1 & 1 &
H = %;pipi—k §k;$l.’l}z

Efetuando as mesmas mudancas de variaveis realizadas
no caso bidimensional, agora para um numero N de
dimensoes obtemos, para o caso classico

(168)

N N
wem(Yomn iy mn). o
i=1 i=1
enquanto para o caso quantico temos:
al N
H = hw ala; +— |. 170
(Z#es)  om

Vemos entao que o hamiltoniano de partida do oscilador
harménico N-dimensional possui uma simetria explicita
O(N), mas que apresenta uma simetria dindmica mais
geral, U(N), ap6s uma mudanga de varidveis.

9. Conclusao

Visando ser um possivel material de apoio ao estudante
de Graduagdo, seja de Bacharelado ou de Licenciatura,
nesta contribuicao buscamos abordar de maneira sucinta
e intuitiva a poderosa ferramenta da teoria de grupos,
focando nossa atengdo em grupos que sdo de grande im-
porténcia no estudo de fisica de particulas, e em geral de
fisica de altas energias. Adotamos uma abordagem que
parte de um grupo de Lie muito simples, comutativo, o
grupo SO(2), relacionando este grupo com o principio de
invaridncia do produto escalar e estabelecendo a conexao
deste com as rotagoes em duas dimensoes. Nas secoes
subsequentes abordamos, os grupos Sp(2), SU(2), SO(3)
e SU(3), sempre partindo de principios de invaridncia
e simetria para que assim um paralelo com a fisica, em
especial com a fisica do modelo padrao, seja estabelecido.
Discutimos ainda alguns aspectos importantes no que diz
respeito ao oscilador harmonico isotrépico bidimensional
e N-dimensional dentro da perspectiva da teoria de
grupos.

Um dos pontos de grande importancia no estudo
de teoria de grupos consiste na fundamentacdo de um
conhecimento mais sélido no que diz respeito a fisica
basica. Outro ponto igualmente importante que é propi-
ciado pelo estudo de teoria de grupos é a possibilidade
de uma compreensdao mais plena de topicos de pesquisa
em fisica, que muitas vezes estdo fora do dominio de
compreensdo do estudante de graduagdo por requerer
um arcabougo matematico muito sofisticado.
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Material Suplementar

Apéndice: Matrizes de Euler

Neste apéndice mostraremos como sao construidas
as matrizes de Euler em uma abordagem algebrista,
diferentemente da abordagem geométrica usualmente
estudada. Para tal, considere o seguinte lema:

Lema: Seja R € SO(n) com n impar. Entéo, 1 é um
auto valor de R e, portanto, existe ao menos um vetor

nao nulo v € R” tal que Rv = v.

Prova: Como R € SO(n), det(R) = 1. Logo,

det(I — R) = det[R(RT —I)]
det(R)det|(R — I)"]
= det(R—1)

= det[—(I — R)]

= —det(I — R),

(171)

desta forma, det(I — R) = 0, que implica que 1
é autovalor de R, isto é, existe v € R? tal que
Rv =w. O

De maneira mais simples isto quer dizer que, para todo
grupo SO(n) com n {mpar, existe um vetor v € R™ cuja
atuacgao de R sob tal vetor o deixard invariante. No caso
particular do grupo SO(3) existird sempre um vetor que
serd deixado invariante perante atuacdao de uma matriz
R € SO(3). Ainda para o caso particular de SO(3),
podemos dizer que o subespaco V de R? formado pelos
vetores que sao deixados invariantes perante atuagao de
R € SO(3) (R # I) é unidimensional.

Veja ainda que o subespaco V' pode nao ser o mesmo
para matrizes R distintas. Veja também que foi excluido
o caso R = I, uma vez que qualquer vetor de R3 é inva-
riante por I e nao apenas um subespago unidimensional.

Vamos agora provar que o subespaco V C R3 for-
mado pelos vetores que sao deixados invariantes perante
atuagdo de R € SO(3) (R # I) é unidimensional. Para
tal considere R # I uma matriz qualquer de SO(3) e
considere também

V = {v e R3 Rv =v}. (172)
Pelo lema acima demonstrado, sabemos que V # 0 e
que sua dimensao pode ser, portanto, 1, 2 ou 3. Note
ainda que, se v € V, entdo, aplicando RT & esquerda de
Rv = v, vemos que RTv = v, uma vez que RTR = I.
Considere agora V- como sendo o conjunto de todos
os vetores u ortogonais a todos os vetores de V. Vamos
ver agora que a aplicagdo de R também deixa os vetores
ortogonais & v € V invariantes, isto é, para todo u € V+
entdo Ru € V*. Para tal, seja v € V e u € V+. Como
i - ¥ = 0, em notacdo matricial, temos

0=U"v =UT(RTV) = (RU)TV.
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Como isso vale para todo v € V, temos que Ru € V+.
Por fim, vamos mostrar agora que a dimensao de V' tem
que ser obrigatoriamente 1, isto é, que os casos de V' com
dimensao 2 e 3 ndo sdo possiveis.

Se a dimensdo de V fosse igual a 3, V' seria idéntico ao
R3 e neste caso Rv = v para todo v € R?, o que implica
em R = I, situacao que foi excluida.

Considerando que dim(V) = 2, a dimensdo de seu
complemento ortogonal V+ é igual a 1. Como mostramos
que V14 é invariante pela acio de R € SO(3), entdo
existe A € R tal que Ru = Au para todo u € V-*.
A invaridncia de u € V* por R requer que UTU =
(RU)T(RU). Usando a equacido de autovalor chegamos
a UTU = N2UTU, que nos dé que A = £1. Se A = +1
entdo u € V ao invés de u € V. Logo A = —1. Neste
caso a matriz R teria dois autovalores iguais a +1 e um
autovalor igual a —1, o que a faria ter determinante igual
a —1, o que é uma contradi¢gdo uma vez que R € SO(3).
Portanto a dimensdo de V sé pode ser igual a 1, como
queriamos demonstrar.

Suponha agora que escolhemos em R® uma base
ortonormal formada pelos vetores v, u; e us com v € V
euy,up € V1. Como v é deixado invariante pela acdo de
R, bem como V*, entdo a matriz tem que ter a seguinte
forma:

(173)

=
Il
O O =
< O
e O

A submatriz r formada pelos elementos indeterminados
deve ser tal que, para todo u € V< entio UTU =
(rU)T(rU), uma vez que a propriedade geral de R é
manter o produto escalar invariante. Logo r deve ser
ortogonal. Além disso, 1 = det(R) = det(r). Sendo assim
r € SO(2) e tem a forma (19). Portanto R tem a forma

apresentada em ([121)).
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