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Poténcia de Larmor de uma particula carregada submetida
a um campo elétrico gerado por dois discos dielétricos
homogeneamente carregados
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Neste artigo, investigamos a dindmica de uma particula carregada quando submetida a um campo elétrico
gerado por dois discos dielétricos e homogéneos. Analisamos a construcdo da equagdo de movimento para a
carga acelerada, que na aproximagao linear da forga elétrica resulta num Movimento Harménico Simples (MHS).
Posteriormente, a for¢ca de radiagio de Abraham-Lorentz é incorporada na equag¢ido de movimento devido o
movimento acelerado da carga resultar na emissdo de radiacdo de energia e, nessa situagdo, se comporta como um
Oscilador Harmonico Amortecido (OHA). E calculamos a poténcia de radia¢do de Larmor para esse movimento
amortecido da particula.

Palavras-chave: Oscilador Harmonico Simples, Oscilador Harménico Amortecido, For¢ca de Abraham-Lorentz,
Célculo de radiacéo.

In this article, we investigate the dynamics of a charged particle when subjected to an electric field generated
by two dielectric and homogeneous disks. We analyzed the construction of the motion equation for the accelerated
charge, which in the linear approximation of the electric force results in a Simple Harmonic Oscillator (SHO).
Subsequently, the Abraham-Lorentz radiation force is incorporated into the motion equation because the
accelerated movement of the load results in the emission of energy radiation and, in this situation, behaves
like a Damped Harmonic Oscillator (DHO). And we calculated Larmor’s radiation power for this damped particle
motion.

Keywords: Simple Harmonic Oscillator, Damped Harmonic Oscillator, Abraham-Lorentz force, Calculation of

radiation.

1. Introducao

O comportamento de uma carga elétrica acelerada é
estudado pela eletrodinamica cléssica quando a forga
que a acelera é proveniente da interacdo com campos
eletromagnéticos externos. O movimento acelerado da
carga nesses campos externos inclui necessariamente
a emissdo de radiacdo por parte da carga. Dito isso,
a radiacdo emitida carrega energia, momento linear e
momento angular, influenciando num tempo posterior
o movimento da carga. Assim, o movimento da carga
elétrica estara determinado, em parte, pela forma de
emissdo da radiagao [11 2].

De fato, na eletrodinidmica classica a radiacdo de
um sistema de cargas pode ser calculada quando se
conhece o movimento delas, ja que isso é suficiente
para determinar os campos que aparecem no vetor de
Poynting. Hendrik Lorentz (1853-1928) demonstrou que
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o campo nas proximidades de uma carga com simetria
esférica é distorcido pelos efeitos combinados entre a
aceleragao dessa carga e da velocidade de propagacgao
finita das alteracées do campo; tal distorcdo gera uma
“autofor¢a” resultante do campo sobre a carga [3]. O
deslocamento dessa forca pode representar, em certos
casos, a energia eletromagnética radiada. Assim, Lorentz
conclui que a energia de radiacdo de uma carga é
puramente cinética quando a carga é acelerada por
um campo eletromagnético externo em um sistema de
coordenadas inercial [3].

Em 1897, em um artigo intitulado “On theory of
the magnetic Influence on spectra and the radiation
from moving ions”, Joseph Larmor apresentou uma
demonstracao de que particulas carregadas e aceleradas
emitiam ondas eletromagnéticas, obtendo a formula para
calcular essa poténcia de energia irradiada, o que ficou
conhecida como a férmula da poténcia de radiagdo de
Larmor [4]. A referida férmula foi inicialmente utilizada
para calcular a intensidade das linhas espectrais do
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atomo do hidrogénio. Posteriormente, em 1898, Liénard
apresenta seu trabalho “Champ électrique et magnétique
produit par une charge électriqgue contentre € en un
point et animée d’un mouvement quelconque”, onde
demonstracdo que a féormula de Larmor somente era
valida para particulas carregadas em movimento nao
relativistico [4].

Do ponto de vista da dindmica de uma particula,
Abraham e Lorentz deduziram — a partir da férmula
de Larmor —, a forca que estava relacionada a emissao
de radiagdo da carga para o caso nao relativistico é
chamada de Forca de Radiacdo de Abraham-Lorentz,
essa forca teria que ser incorporada na equacao de
movimento para uma particula carregada submetida
a um campo eletromagnético externo. A generalizacdo
para o caso relativistico é chamada de Forca de Radiacao
de Abraham-Lorentz-Dirac.

Neste trabalho foi utilizada a forga de Abraham-
Lorentz no estudo do movimento de uma carga pontual
submetida a um campo elétrico gerado por dois discos
dielétricos de raios R, bem como uma distribuicdo de
cargas homogéneas em relagdo a um sistema de re-
feréncia inercial, desconsiderando a forca gravitacional.
Trata-se da delimitagdo de um estudo que objetivou
a compreensao da aplicabilidade dos polinémios de
Legendre para calcular o potencial elétrico fora do
eixo de simetria axial entre dois discos dielétricos, e
que desconsiderou a dissipacao de radiagdo da carga
acelerada, e, portanto, a for¢a de Abraham-Lorentz nao
foi incorporada na equagao de movimento [5].

2. Desenvolvimento do Modelo
Matematico

2.1. Forga eletrostatica dos discos sobre a carga
pontual

Consideremos um sistema que consta de dois discos
dielétricos paralelos de raios iguais a R, com densidade
uniforme de carga o e separados por uma distancia 2L.
No eixo de simetria é colocado uma carga pontual g de
mesmo sinal dos discos, como se mostra na Figura

Q carga q

2L

Figura 1: Representacdo esquemadtica do problema. Fonte:
Elaborada pelos autores (2020).
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Figura 2: Detalhes vetoriais da representacio esquemitica.
Fonte: Elaborada pelos autores (2020).

A forca eletrostatica dos discos é calculada em uma
posicdo Z localizada entre eles ao longo do eixo de
simetria z, definimos o referencial e os vetores necessarios
para este fim (ver Figura . A densidade de carga dos
discos é dada por:

_Q_do_ dq n
A dA  r'dr'df

Segundo o referencial da Figura as quantidades

definidas para o célculo do campo elétrico sdo dadas

por [5:
a) Disco 1:

1=(L+2)2
7 =r'cos 0% + r'sen 04

—

1—7 ' =(L+2)2—1"cos0% — r'sen 0

|7 — 7| = /(L + 2)2 + r2cos20 + 12 sen?
= \V(L+2Z)2+r7?

(L+2)

E cosa = ——=—2—.
V(L+2Z)2 412

Levando em conta a simetria do problema, o campo
elétrico do disco 1 é ao longo do eixo z, se anulando nos
eixos = e y, assim temos que:

o /R./’”r r'dr'do
47T50 0 0 [(L + Z)2 + T/2]

O que resulta em:

= g
Ei=—|1-
! 260 [

b) Disco 2:
Procedendo de forma analoga temos que:

(L+ 2) 5
(L+ Z)2 4?2

E =

(L+2) .
(L+2)*+ R?

Py =—(L—2)%

7" =1"cos 0% + r"sen 0
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Assim:
|7 — 7| = /(L — Z)2 + r'"25en260 + 1" cos20
— (L _ Z)Q + 12
E cosp = =7
(L7Z)2+T/l2

Logo o campo elétrico do disco 2 é calculado da mesma
forma o que resulta em:

a (L 2)
220 (L—-2)*+R?

A forca eletrostatica dos dois discos sobre a carga
pontual ¢ é dada pela superposi¢ao dos campos elétricos
determinados, isto é:

ﬁz = Q(E1 + Ez)

ﬁzzﬂ (L—2) B (L+ Z) 5
20 | Jiw-22-r \Jw+2zP-R
Ou:
2¢ep R L—2Z\2
1+ (£%%)
(L+7) 1

|
N>

R 2
1+ (4£2)

Se a separagao 2L entre os discos é menor que o raio R,
entao temos que (LI_{Z) <le (LEZ) < 1, o que devemos
considerar que Z < L. Com isso, as expressoes das raizes

podem ser expandidas em série de Taylor:

(L — Z) 1(L—-2)°
= (1_ +>

2 R?
_<L+Z><1_1<L+Z>2+...>]2
2 RZ?

R
Considerando as condi¢bes geométricas impostas
acima, a componente resultante da forga eletrostatica na
dire¢do do eixo z na aproximacao linear de Z exercida
pelos discos sobre a carga pontual ¢ fica:

= 0q
2_260

— oq (3L? .
Fy = — =2\ Z
27 5%R ( R2 ) :
2.2. Equagao de movimento na aproximagao
linear

Do resultado anterior da forga sobre a carga g, escreve-
mos a equagdo diferencial resultante da segunda lei de
Newton para o movimento da carga que resulta em:

oq (3L?
——=21Z2=0 2
mR€0 < R2 ) ( )
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Figura 3: Comportamento da frequéncia de oscilacdo w dada
pela equagdo da carga g em funcdo do raio R dos discos
para um dado valor L, onde Ry = L, Ry = \/3/72L e w =
/2L Fonte: Elaborado pelos autores (2020) por meio do
WolframAIphaE|

A equagao mostra que a carga pontual pode
realizar movimentos do tipo oscilador harménico simples
ao longo do eixo de simetria z, cuja frequéncia de
oscilagdo aproximada é dada por:

w= \/ng0 (31522 - 2) (3)

A equagao mostra que a frequéncia de oscilagao
da carga depende da relagao dos pardmetros geométricos
entre a distancia de separacdo L e o raio R dos discos.
Assim, para que a carga ¢ possa realizar pequenas
oscilagoes harmonicas, a configuracdo do sistema deve

satisfazer a condicdo de que L < R < \/gL, e

consequentemente, os valores da frequéncia w ficarao

oq
meogL *

dependéncia da frequéncia de oscilacdo em funcgao do
raio dos discos para um dado valor de L.
Por fim, a soluc¢ao da equagao ¢ dada por:

restritos a 0 < w < A Figura |3| representa a

Z(t) = Acos(wt + 0) (4)

Onde a amplitude A e a diferenca de fase ) sdo
definidas pelas condig¢bes iniciais do problema.

2.3. A forca dissipativa de Abraham-Lorentz

No problema estudado, a forga elétrica exercida pelos
discos sobre a carga g gera um movimento do tipo oscila-
dor harmdnico, portanto essa carga irradiard (dissipard)
energia, como foi demonstrado por Larmor [I]. Para
levar em conta a situacao fisica mais real na equacao de
movimento da carga g, incorporamos a forca de radiacao
que se adequa a esta situac¢ao nao relativistica e que pode
ser derivada da poténcia de radiagdo de Larmor, isto é,

1 Ferramenta computacional disponivel em |https: //www.wol
framalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200412, 2021


https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/
https://www.wolframalpha.com/examples/mathematics/calculus-and-analysis/

€20200412-4

a forca de dissipa¢do de Abraham-Lorentz [I]. Para o
nosso caso é dada da seguinte forma:

2

. q - _ 5
Fradzig) ou Frad:BZ
6megc
2
Onde g8 = (MZW’ £o ¢ a permissividade do vacuo e ¢

a velocidade da luz. Assim, a for¢ca de Abraham-Lorentz
é proporcional a derivada da aceleracao da carga.
Da equacao (4)), calculamos que:

Z = —Awsin(wt +0);  Z = —Aw? cos(wt + 0);

7 =—wZ
Com isso, escrevemos a for¢a de radiagao na forma:
Froa = _BW2Z

No nosso caso Z é a posicao na solucdo harmonica
simples para o movimento da carga g. Assim, escreve-
mos a equagdo diferencial resultante da segunda lei de
Newton para o movimento da carga considerando tanto
a forga eletrostatica dos dois discos quanto a forca de
radiagdo em regime nao relativistico, temos:

mZZFZ"’ Frad

O que resulta na equacao diferencial para o movimento
da carga ¢:

Z4+y? Z4+w?Z=0 (5)

A equacao representa a equagdo de movimento
de um oscilador harmoénico linearmente amortecido.
Observe que o termo dissipativo desta equacdo vem
calibrado pela frequéncia oscilagio w e a constante
v = B/m. A solugdo dessa equagdo diferencial é bem
conhecida e tem a forma geral:

Z = Ce"

Substituindo-o na equacao obtemos a equagao
caracteristica:

b+ yw?b +w? =0 (6)

2 2 1/2
As raizes obtidas sdo b= —T5- £ {% - wQ] , pelo

2
qual se pode ter trés situagoes diferentes: (a) ¥~ < w2,
2 2
w 2 w? 2
(b) - > w? e (c) - =w?.
Aqui somente vamos considerar o caso (a) que cor-
responde ao regime de movimento com amortecimento

subcritico da carga, nesse caso trabalhamos com as
raizes:

b:—% +iQ (7)
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Figura 4: Decaimento da amplitude da carga oscilante em
fun¢do do tempo dado pela equacgio @ com valor A = 1. Fonte:
Elaborado pelos autores (2020) por meio do WolframAlpha.

Onde Q = %£+/4 —~y2w? ¢ a frequéncia de amorteci-
mento subcritico, logo a solugdo geral para este caso é
dada pela combinagao linear das solug¢bes com cada uma
das raizes, isto é:

7 -7 efgtJriQtJrZ efﬁtﬂ'm (8)
+ —

E utilizando as fungoes trigonométricas escrevemos a
solucao de forma mais compacta:

~ 2

Z = Ae” "2 tcos(t + 0) (9)

Onde o valor de A e 6 dependem das condigoes
iniciais estabelecidas para a carga ¢, que no nosso caso
é colocada, inicialmente, em repouso na posi¢do Z
localizada no eixo entre os discos. A2ssim as constantes
sao dadas por A = Cfsf’e etanf = L&

Por outro lado, considerando a frequéncia de amorte-
cimento subcritico ) temos que 4—~%w? > 0, portanto, a

frequéncia de oscilagdo, para este caso, fica estabelecida

como:
3L2 4
w? = 24 — -2 < =
mReg \ R2 ~2
Um comportamento qualitativo da solugao subcritica
para o movimento da carga é mostrado na Figura [

3. Poténcia de Radiacao de Larmor

A poténcia de radiacdo de Larmor para o movimento de
uma carga ¢ acelerada é dada por [I]

q2

2 2
S B, - 10
6megc o = fa (10)

Onde a é o médulo da aceleragdo da carga, neste
caso a = Z, sendo Z a solucdo da posicdo da carga no
regime subcritico amortecido que estamos considerando.
Utilizando essa situagao temos que:

2

Z = Ae~ "3 tcos(Qt + 6)
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Logo a velocidade sera:

Ayw? w2

Z= 5 e 5 teos(t — 0) — AQe™ 5 tsin(Qt — 6)

E a aceleragao, entao, fica:

. 2 2,2
7 = Ae” 5t {(,YZJ - QZ) cos(Q2t + 0)

+ Qyw? sin(Qt + 9)}

Daqui podemos escrever uma equag¢io mais compacta
para a aceleracao considerando as seguintes relacoes

trigonométricas:
2 4
ywo . (O2
(5 - )

\/(7?4 - 92)2 + (Qyw?)?

sin® =

Qyw?

T ) oo

O que resulta em:

cosd =

. w2 72w 2
Z=Ae "2t ( — QQ> + (Qyw?)2sin(Q + )

4
(11)
Onde o« = 6 + ®. Assim, da equagdo (11) na
equagao , a poténcia de Larmor para o movimento
amortecido subcritico da carga q resulta em:

2
P = pA? <<72i“4 Q2> +(Qw2)2>
e sin?(Qt 4 «) (12)

Colocando a expressdo de  na equacio esta é
simplificada resultando finalmente em:

P = BA2w2e ™ 5in2 (g V4 — 7wt + a) (13)

Onde a frequéncia w é dada pela equagdo . A
Figura [5] mostra qualitativamente o comportamento da
poténcia de radiagdo de Larmor em funcdo do tempo
dada pela equacgao .

Como se observa na Figura[f] a amplitude da poténcia
de radiagdo de Larmor para a particula decai de forma
exponencial tendendo a zero quando a particula alcanga
o repouso no ponto de equilibrio. As amplitudes da
poténcia podem ser modificadas alterando os valores
dos pardmetros na equacao dentro das restrigoes
estabelecidos para o movimento amortecido subcritico.
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Figura 5: Representacdo grafica para a poténcia de radiacdo
de Larmor em fun¢3o do tempo para o movimento oscilatério
da carga ¢, no regime subcritico amortecido. Fonte: Elaborado
pelos autores (2020) por meio do WolframAlpha.

4. Consideragoes Finais

Foi estudada a dinamica de uma particula carregada
submetida a uma forca elétrica gerada por dois discos
dielétricos carregados homogeneamente e de mesmo
sinal que a particula. Impondo a condicdo de pequenas
oscilagoes e a configuracao geométrica estabelecida, en-
contramos que a carga g oscila com frequéncia harmdnica
aproximada w que depende da relagao (%) A anélise
do movimento ocorreu na aproximacao linear dada pela
forga elétrica que depende linearmente de Z. Ao fixar
um valor para L, encontramos que essa frequéncia

harmonica somente pode acontecer para valores onde
L<R< \/§ L.

Como toda carga em movimento acelerado por um
campo eletromagnético irradia energia, entao foi possivel
introduzir uma forca de radiacdo na equagdo de mo-
vimento da carga, que no caso nao relativistico e a
nivel da eletrodindmica classica é a forca de radiagao
de Abraham- Lorentz, resultando que a dindmica que
descreve o movimento da carga é semelhante ao mo-
vimento de uma particula que se move como um
oscilador harmoénico amortecido. Foram analisadas as
condigoes fisicas e restricbes geométricas onde esse re-
gime subcritico acontece.

Finalmente, a poténcia de radiagdo de Larmor foi
calculada e o resultado é mostrado na equacao . A
expressao da poténcia de Larmor obtida é representada
pelo produto de duas fungoes temporais, basicamente de
um seno quadratico envolvida por uma queda exponen-
cial, onde a amplitude e a frequéncia de amortecimento
subcritico estao parametrizadas pela frequéncia w (%) e
as constantes fisicas representadas por 7.
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