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Investigacao experimental da lei de Stokes em discos:
uma abordagem de baixo custo por video-analise
de oscilacoes amortecidas

Experimental investigation of Stokes’ law on disks: a low-cost approach by video analysis
of damped oscillations
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Neste trabalho apresentamos uma atividade de baixo custo que visa a investigacdo da forca de arrasto, que atua
na geometria de um disco, através das oscilagées amortecidas de um sistema massa-mola. Utilizando discos de
papeldo de diferentes raios e controlando a massa do sistema oscilatério, mantendo-a fixa, estudamos a influéncia
da variagédo exclusiva da magnitude da for¢a de arrasto na dindmica desse sistema, por meio da variagdo do raio do
disco, mantendo todos os outros pardmetros acessiveis do sistema fixos. A técnica de video-andlise é utilizada para
rastrear o movimento do sistema, levando o estudante a investigar e a extrair concluses acerca da dependéncia
funcional da forca de atrito viscosa com o raio do disco, bem como a obter a constante elastica da mola e uma
estimativa para a espessura dos discos.

Palavras-chave: Experimento de baixo custo, video-anélise, lei de Stokes.

In this work we present a low-cost activity that aims to investigate the drag force, which acts on the geometry
of a disc, through the damped oscillations of a mass-spring system. Using cardboard disks of different radii and
controlling the mass of the oscillatory system, keeping it fixed, we studied the influence of the exclusive variation
of the magnitude of the drag force on the dynamics of this system, by varying the radius of the disk, keeping all
the others fixed system accessible parameters. The video analysis technique is used to track the movement of the
system, leading the student to investigate and draw conclusions about the functional dependence of the viscous
frictional force with the radius of the disk, as well as to obtain the spring elastic constant and an estimate for the
thickness of the disks.
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1. Introducao

A busca de metodologias que tornem o ensino de ciéncias
menos pragmatico, mais critico e atraente, tem sido uma
das principais molas propulsoras da pesquisa em ensino
de fisica [I]. Essa busca tem se beneficiado enormemente
com o desenvolvimento cientifico e tecnolégico da huma-
nindade. Nas tltimas décadas temos presenciado uma
revolugao nas Tecnologias de Informagao e Comunicagéo
(TICs) [2, 3], devido especialmente ao fato de que, no
mundo atual, dados dos mais diferentes aspectos da
natureza, da sociedade e de nossas vidas sdo largamente
coletados. Associado a isto temos o crescente aumento
de poderio computacional dos dispositivos e seu barate-
amento para a populagdo de forma geral. Desta forma,
os computadores, smartphones, tablets e similares tém
sido progressivamente inseridos no contexto do ensino de
fisica, através do seu uso na modelagem computacional
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de fendmenos [4H0], utilizando, por exemplo, simulagdes
computacionais e andalises de videos.

A adocao de simulagbes computacionais interativas no
ensino de fisica pode ter como exemplo motivador a
proposta de contornar as limitagoes impostas na compre-
ensdo dos fenémenos pelas imagens estaticas sequenciais,
presentes nos livros didaticos, para representar processos
dindmicos. Uma abordagem recente nessa linha tem sido
proposta via producao de stop motion com o computador
Raspberry Pi [7]. As simulagdes computacionais também
permitem que o aluno participe de forma ativa e seja
protagonista do processo de ensino-aprendizagem [8].
O uso de plataformas livres e interativas de simulagdo
computacional, como o PhET e o Modellus, tém se popu-
larizado cada vez mais dentro da comunidade de ensino
de fisica. Nesse tipo de modelagem o experimento é simu-
lado na tela do computador, onde os processos dindmicos
que governam a evolugao do experimento computacional
sdo determinados pelas leis fisicas contidas nos modelos
matematicos. A simulacdo computacional educacional


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0003-4378-8208
https://orcid.org/0000-0002-1897-2313
emailto:rafael.dutra@ifrj.edu.br

€20200498-2

poder ser usada desde a reproducao de um simples
fenémeno fisico até a construgdo de concepgoes criticas
a respeito do limite de validade de modelos fisicos [9].

Por sua vez, a andlise de videos, também conhecida
por video-analise, tem ganho um papel de grande des-
taque nos ultimos tempos. Esta técnica consiste em
realizar uma tomada de video de um fendémeno ou
pratica experimental e, posteriormente, a realizacdo de
uma andlise detalhada deste video por meio de plata-
formas computacionais que associem o fendémeno que
se deseja estudar a grandezas fisicas observaveis e suas
quantifica¢oes [T0HI3], sendo o software Tracker uma das
mais populares plataformas livres de video-analise e que
tem sido extensivamente utilizada pela comunidade de
ensino de fisica. Do ponto vista epistemolégico, a video-
andlise é uma poderosa ferramenta na reflexao critica de
conceitos e na construgdo de modelos cientificos |14} [15].
Ela também tem sido aplicada a outras areas de pesquisa
em fisica, indo desde a andlise de objetos microscépicos
em movimento browniano [I6] até a andlise de objetos
astrondmicos [I7].

O desenvolvimento e aplicacdo de novas metodologias,
nos laboratérios didaticos de fisica, sdo de extrema
relevancia no processo de ensino e aprendizagem de
conceitos e na interpretacdo dos fenomenos. As ati-
vidades experimentais além de trazerem os conceitos
tedricos a pratica, também devem permititir ao estu-
dante questionar, propor e refletir de modo a promover
um processo de aprendizagem ativa [I8] [I9]. Um grande
aliado nesse processo, os recursos computacionais, se
tornaram uma ferramenta potencializadora no ensino
da fisica experimental, visto que é uma importante
opc¢ao de facil acesso para realizagao de experimentos
didaticos e simulag¢bes que respondam as questoes le-
vantadas em sala de aula [20]. Para tanto as estratégias
didaticas empregadas, juntamente com as caracteristicas
inerentes dos recursos computacionais, devem nortear
a implementagdo da proposta da préatica experimental.
Também nessa linha, a utilizacdo de simulac¢oes e mode-
lagens computacionais integradas com experimento real
propicia aos alunos maior habilidade para realizarem
predigoes e promoverem explicagoes cientificamente acei-
tas acerca dos fenémenos fisicos [21].

Associado a isso, tem-se na construgdo de experimen-
tos de baixo custo uma forma acessivel de aproximar os
estudantes dos temas que serdo discutidos no ambiente
pedagdgico, amenisando assim, para muitas instituicoes
de ensino, as dificuldades de acesso aos equipamentos
didéticos para laboratérios disponiveis no mercado [22].
Nesse cendario, a video-analise educacional tem desem-
penhado um papel de destaque como recurso de midia
associado & construgdo de experimentos de baixo custo
para fins pedagégicos [23H26]. Isto porque a captura do
video pode ser realizada por meio de uma camera de
smartphone e a sua posterior analise por meio de um
software livre. Sendo assim é possivel, através da andlise
do video, estudar grandezas da mecanica como posigao,
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velocidade, aceleracgao e energia de um corpo, podendo-
se inferir informacgoes sobre a dindmica do sistema a
partir de um experimento de baixo custo.

Neste trabalho desenvolvemos uma metodologia,
através da construgao de um experimento de baixo custo,
com materiais alternativos, envolvendo a técnica de
video-andlise, para investigar a forga de arrasto sofrida
por discos de papelao de difererentes raios, quando
0s mesmos sdo postos a oscilar presos a uma mola.
A motivacao para este trabalho surgiu na busca por uma
relacdo entre o raio do disco e a forca de arrasto sofrida
pelo mesmo, questao esta originada em uma das aulas do
curso de mecanica basica. Essa busca se deu inicialmente
nos livros textos usuais adotados como referéncias para
os cursos de ciéncias e engenharias [27H29)], porém sem
nenhum sucesso, encontrando apenas o caso usual de
uma esfera, onde a for¢a de arrasto sofrida pela mesma
é dada pela conhecida lei de Stokes [30} BI], proporcional
ao raio da esfera. Além disso, a caréncia de experimentos
didaticos comercializados que abordassem esse tema foi
outro fator que impulsionou a realizagdo deste traba-
lho. Portanto este trabalho também se constitui numa
proposta de pratica experimental de baixo custo e de
facil reproducao, de modo a ser uma opg¢ao didatica para
uma pratica a ser desenvolvida na disciplina de mecanica
bésica nos cursos de ciéncias e engenharias.

O presente trabalho apresenta a metodologia desen-
volvida na secao [2] seguida dos resultados e discussoes
na secao |3| € encerramos na secao |§| com as consideragoes
finais.

2. Arranjo e Metodologia Experimenal

Iniciamos cortando discos de papelao de diferentes raios,
6,5 cm, 7,6 cm, 88 cm, 9,9 cm, 11,75 cm, 14,0 cm,
e colando-os a pequenos cilindros plasticos preenchidos
com massas aferidas, como exposto na Figura [I] Estas
massas aferidas sdo utilizadas para equiparar a massa
de cada um dos sistemas (disco + cilindro), com o
objetivo de estudar o efeito exclusivo da for¢a de arrasto
na dindmica do sistema, por meio da sua dependéncia
funcional com o raio do disco. Esse procedimento se
torna necessario para cumprir o nosso objetivo, uma
vez que variar o raio do disco utilizado significa variar
também a massa do sistema, fazendo necesséario o uso de
massas aferidas para compensar essa reducgdo, matendo
assim a massa do sistema em um valor fixo. Durante esse
processo utilizamos os préprios restos de papelao dos
cortes para confeccionar os diferentes discos, juntamente
com massas metalicas, como massas aferidas.

Para estudar o efeito exclusivo da forca de arrasto
na dindmica do sistema (disco + cilindro) suspendemos
cada disco em uma mola e registramos as oscilagoes desse
sistema ao longo do tempo. Para tal fim utilizamos o
procedimento de video-analise para cada um dos 6 discos
quando postos a oscilar, um de cada vez, todos eles
presos & mesma mola, fixando assim também a constante
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Figura 1: Preparag3o do experimento. (a) 6 discos de papeldo
cortados com didmetros iguais a 6,5 cm, 7,6 cm, 8,8 cm,
9,9 cm, 11,75 cm e 14 cm. (b) Pequeno cilindro de plastico,
preenchido com massas aferidas, colado a superficie do disco.
(c) Esquema das forcas atuantes no disco em uma dada
realizag3o experimental. (d) Disco com a borda selada com fita
adesiva.

elastica do sistema durante todas as realizagoes expe-
rimentais com os diferentes discos. As filmagens sdo
realizadas utilizando uma camera de celular fixada em
um tripé, com uma taxa de captura de 30 quadros por
segundo e o processo de anélise dos videos por meio do
software gratuito Tracker. Para calibrar as medidas de
comprimento utilizamos uma régua de 500 mm suspensa
paralelamente ao plano das oscilagdes. Na Figura [2]
apresentamos uma foto de uma realizacdo experimental,
bem como o resultado do processo de video andalise, com
a posicao y(t) do sistema exibindo o comportamento de
oscilagdes com amortecimento subcritico.

3. Modelo Teérico

Para o estudo deste sistema, modelamos o mesmo como
estando sujeito as forgas devido & mola F; = k(I — ly)
(Lei de Hooke), ao atrito viscoso imposto pelo ar sobre
disco F, = —bv, sendo b a constante de arrasto, e a
forca peso P = —mg, como ilustrado na Figura c).
Aplicando a segunda lei de Newton Frp = ma =
md?y/dt? ao sistema, ao longo da direcio vertical y (ver
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Figura , obtém-se a seguinte equagao diferencial:

d%y
—mg—}—k(l—lg)—bv:mﬁ, (1)

sendo m a massa total do sistema (cilindro + disco),
k a constante elastica da mola, g a gravidade local, [
o comprimento da mola relaxada e [ seu comprimento
quando deformada. O modelo da for¢a de arrasto,
proporcional & velocidade v (lei de Stokes), é compativel
com as baixas velocidades atingidas no experimento,
situagdo em que temos o regime de fluxo laminar de
ar através da geometria do disco [32]. A equacdo
contém tanto a posi¢cdo y como a variavel [ que descreve o
comprimento da mola a cada instante. Para escrevermos
esta equacdo em termos apenas da posicdo y e de suas
derivadas, devemos expressar as deformacgoes da mola
Al = [ — Iy com variagdes de posicdo Ay = y — yo
no referencial adotado. Por meio da Figura [2] temos
que H = y(¢t) + I(t) é uma altura constante, onde esta
relagdo impoe o seguinte vinculo Al =1 — g = —Ay =
—(y — yo), que substituido na equagio , logo apds
algumas manipulacdes e escrevendo a velocidade como a
derivada da posicao v = dy/dt, obtemos
2

% +7% +wiy = wiyo — 9, (2)
sendo wy = +/k/m a frequéncia angular natural de
oscilagao do sistema na auséncia de amortecimento e yg
a altura inicial do sistema medida em relacdo a origem.
Sabe-se que a equagdo admite trés tipos de solucdes,
dependendo do tipo de amortecimento presente (definido
pela relagdo entre wy e a constante de amortecimento

v = b/m) [33, 34]:

e amortecimento subcritico: quando a frequéncia
natural de oscilagdio é maior que a metade da
constante de amortecimento (wp > v/2)

e critico: quando a frequéncia natural de oscilacao
¢é igual a metade da constante de amortecimento
(wo =/2)

e super critico: quando a frequéncia natural de os-
cilagio é menor que a metade da constante de
amortecimento (wy < 7v/2).

Na situagdo de amortecimento subcritico, como a
exibida em nosso experimento, temos as conhecidas
solugoes oscilatérias amortecidas, em que o objeto
executa diversas oscilacdes com a amplitude modulada
por uma exponencial decrescente com constante de
tempo 2/7, expostas na Figura [2| e representada pela
seguinte solucao da equacao (|2)

y = Ae 7t cos(wt + ¢) + C, (3)
sendo A a amplitude inicial, C = (wdyo — g)/wi e ¢
a fase inicial. A constante C representa a posi¢do do

sistema medida em relagdo a origem apds um intervalo
de tempo muito grande (¢ >> 1/v), quando o mesmo
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Figura 2: Interface grafica do programa Tracker, contendo uma foto do experimento em andlise, para um disco de raio 8,8 cm,
juntamente com os dados referentes a posicdo y em fun¢io do tempo ¢ obtidos ao longo do processo de video anélise, representados

pelos quadrados vermelhos.

entra em repouso. A frequéncia angular de oscilagdo
w = /wi —72/4 ¢ obtida impondo que a equagdo (3)
satisfaca a equagao . Em nossa proposta de atividade
investigamos o efeito do raio do disco na dindmica do
sistema, raio este presente implicitamente na constante
de arrasto hidrodinamico b contido na forca de arrasto,
mantendo todos os outros parametros de entrada do sis-
tema fixos. A massa de cada um dos seis sistemas (disco
+ cilindro), controlada por meio das massas aferidas, é fi-
xada em m = 73,0 &+ 0,1 g. Essa metodologia nos permite
investigar a dependéncia funcional exclusiva da forga
de arrasto e do coeficiente de amortecimento v =b/m
com o raio do disco, e ao mesmo tempo refletir sobre
a importancia dos modelos na compreensao das relagoes
entre as grandezas fisicas envolvidas em um experimento
e de como podemos usar essas relagoes para estudar de
maneira individual uma determinada grandeza.

4. Resultados e Discussao

Cada pardmetro =, referente a cada disco, é obtido
ajustando o modelo dado pela equagao aos dados de
posicao (y) e tempo (t), obtendo também os pardmetros
A, w, ¢ e C, para cada um dos 6 discos com diferentes
raios. Na Figura |3| apresentamos um exemplo de ajuste
para obtencdo do pardmetro 7 para o disco de raio
8,8 cm, nos fornecendo como resultado v = 0,29 s~ e w
= 7,06 rad/s.

Na Figura [4] expomos a dependéncia explicita e exclu-
siva, do coeficiente de amortecimento v do sistema, com
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os raios dos diferentes discos, uma vez que a massa total
de cada um dos sistemas (cilindro + disco) foi controlada
por meio do uso de massas aferidas. Para obtermos a
dependéncia funcional do coeficiente de amortecimento
com o raio r, ajustamos uma funcao do tipo v = ¢r? aos
dados experimentais da Figurald] obtendo ¢ = 51,1 4+ 6,3
s™'m~%, d = 2,15 + 0,06 e um bom ajuste com os dados
experimentais (R? = 0,998). O valor do pardmetro d
encontrado, préximo de 2, leva-nos a concluir que a forga

6
t(s)

Figura 3: Posicdo em fun¢do do tempo para o disco de raio
8,8 cm. Pontos vermelhos: experimento. Linha sélida: modelo
ajustado.
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0.8 Parametro  Valor
Ajuste y=cr?
c 51,163
d 2,15+ 0,06
R? 0,9979465
0.6
)
=
0.4
— Ajuste
® Experimento
0.2
°

0.08 0.10 0.12 0.14
r(m)

Figura 4: Coeficiente de amortecimento v em fun¢do do raio
do disco. Pontos vermelhos: experimento. Linha sélida: ajuste.
Regido sombreada: limite de confianga do ajuste.

de Stokes atuante no disco devera ser proporcional a drea
do mesmo, diferindo do caso usual da esfera, cuja forca
é proporcional ao raio da mesma. Este resultado pode
ser deduzido por meio da forca de arrasto [32]

2
p = Gt o
que age sobre um objeto que se desloca com velocidade
v imerso em um fluido de densidade p (no nosso caso
o ar), sendo A a drea da segdo transversal do objeto
e C, o chamado coeficiente de arrasto. Por sua vez o
coeficiente de arrasto depende da velocidade através do
ntmero de Reynols Re = pLv/n, sendo L o comprimento
caracteristico do objeto e 1 a viscosidade dindmica do
fluido. Para pequenos valores do nimero de Reynolds,
no regime de baixas velocidades, como as obtidas em
nosso experimento, o coeficiente de arrasto é inversa-
mente proporcional ao nimero de Reynolds [35] C, ~
20,4/Re = 20,4n/pLv, que substituido na equagao ,
obtém-se

Fy = 2 )
sendo A = 7r? a 4rea da secio transversal do disco.
A proporcionalidade da for¢a de arrasto com a area do
disco também pode ser fisicamente intuida, uma vez que
durante o movimento do disco ocorre um bloqueio do
fluxo de ar na direcdo perpendicular as duas faces do
mesmo, durante as oscilagoes.

O comportamento parabdlico do coeficiente de amor-
tecimento v com o raio do disco na Figura[d]indica que o
comprimento caracteristico L ao longo dos experimentos
permanece constante, inferindo assim que o mesmo sera
determinado pela espessura dos discos (espessura da
folha de papelao utilizada para confeccionar os discos),
que foi a mesma em todas as repeti¢oes. Tal escolha
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é justificada com o fato do transporte de ar ao longo
das oscilagdes acontecer através das bordas do disco, ao
longo da sua espessura. A constante ¢ = 51,1 s~'m™2,
obtida por meio do ajuste da Figura [ é multiplicada
pela massa m = 73,0 g, e logo em seguida igualada a
constante 10,271/ L, advinda da equagdo (5)), estimando
L ~ 0,15 mm para a espessura do disco, onde consi-
deramos 7 = 18.107% Pa.s para a viscosidade do ar a
temperatura ambiente [33].

Partindo da hipdtese de que o pequeno valor estimado
para a espessura do disco, muito aquém do valor real,
aproximadamente uma ordem de grandeza abaixo, pode
estar associado ao fato de estarmos utilizando um mo-
delo simples que nao contempla o escoamento de ar ao
longo de superficies irregulares e com furos, como a que
esta presente nas bordas dos discos de papelao utilizados
em nossos experimentos, como exposto na Figura b).
Ja que os furos na borda do disco permitem a entrada
de ar no interior do mesmo, promovendo um efeito de
aumento acentuado da for¢a de arrasto. E tendo em
vista que o pardmetro ¢ estd associado ao coeficiente
de amortecimento -y, se os furos nao existissem ou se
os mesmos fossem fechados, presumimos uma redugao
do parametro ¢ ajustado, e um consequente aumento
do comprimento caracteristico L, mais préximo da es-
pessura real do disco. Desta forma resolvemos repetir
o experimento com a lateral do disco selada com fita
adesiva (ver Figura [I[c)). Para isso escolhemos o disco
de raio 8,8 cm e repetimos todo o procedimento anterior,
obtendo ¢ = 29,7 s7'm~2 e comprimento caracteristco
L = 0,27 mm, associado a espessura do disco, um pouco
maior do que o valor de 0,15 mm encontrado quando a
borda esta aberta, estando esse resultado de acordo com
a nossa hipotese, se aproximando da espessura real do
disco, mas ainda assim aquém do valor real.

Por meio do coeficiente de amortecimento v e da
frequéncia angular w, ajustados, para cada disco uti-
lizado, também obtemos a frequéncia angular natural
wp, para cada um dos sistemas, com massa fixada em
73,0 g, usando a relagio w = y/w? —~2/4. Uma vez
que a frequéncia angular natural depende somente da
constante eldstica da mola utilizada e da massa do
sistema, ambos fixos em todas as realizagoes, obtemos
a sua medida por meio da média dos valores repre-
sentados na Tabela [l Tomando a média dos 6 valores
obtidos, encontramos wy = 7,0 + 0,3 rad/s para a

Tabela 1: Valores obtidos para a frequéncia angular de oscilagdo
wo, para cada um dos discos.

r(em) | wo(rad/s)
6,5 721
7.6 717
8,8 7,06
9.9 7.01
118 6.85
14,0 6,70
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frequéncia angular natural do sistema, onde a barra
de erro foi estimada tomando a metade da diferenca
entre os valores maximo e minimo medidos. Utilizando
a relagdo wg = /k/m obtemos k = 3,6 £ 0,3 N/m
para a constante eldstica da mola, sendo a barra de erro
estimada por meio da propagacao 0k = 2mwgdwy.

Para validar a pratica proposta, calibramos a mola de-
terminando a sua constante eldstica pelo método estatico
usual [36], onde mede-se o comprimento da mola para
cada massa aferida suspensa na mesma. No final obtemos
a constante elastica extraindo o coeficiente angular da
reta, referente a curva de calibracdo, e multiplicando-
o pela gravidade local g = 9,81 m/s? para obter k =
3,99 N/m. Valor este muito préximo do limite superior
de 3,9 N/m obtido por meio da prética realizada, com
um desvio percentual de 2%.

5. Consideragoes Finais

Por meio da técnica de video-andlise propomos e realiza-
mos uma atividade de baixo custo que permite estudar
a influéncia da for¢a de arrasto na dindmica de discos
de papelao de diferentes raios, todos eles com massas
igualadas por meio de massas aferidas, que oscilam em
um movimento amortecido. A reproducédo das oscilagoes
amortecidas representadas na Figura por meio do
experimento de baixo custo desenvolvido neste trabalho,
afirma e demonstra a eficiéncia desse tipo de abordagem
em situagoes onde os recursos sdo escassos. Expomos
como esta pratica pode ser utilizada para investigar
a Lei de Stokes na geometria ndo usual de um disco,
comumente apresentada nos livros didaticos para uma
geometria esférica. Através deste estudo demonstramos
a proporcionalidade quadratica da forca de arrasto com
o raio do disco, e consequentemente com a area do
mesmo, diferindo da geometria esférica em que a forga
de arrasto é proporcional ao raio. Também estimamos
um valor para a espessura do disco, associando o mesmo
ao comprimento caracteristico, advindo do escoamento
de ar através da sua espessura, durante o movimento
oscilatorio. Por meio da espessura estimada, uma ordem
de grandeza abaixo do valor real, discutimos a fragili-
dade do modelo apresentado, um importante aspecto
a sempre ser discutido nas aulas de fisica, os limites
de validade dos modelos fisicos e os seus possiveis
aprimoramentos como uma tentativa de aproximé-lo da
realidade. Em suma apresentamos um exemplo de como
a utilizacao de materiais alternativos de baixo custo,
em um laboratério de fisica bésica, podem promover
a discussdo e a contextualizacdo de diversos conceitos
de mecéanica classica e de dindmica dos fluidos, levando
a construcdo e a compreensao de modelos, melhorando
assim o processo de ensino-aprendizagem.
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