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Este artigo destina-se a apresentar sob uma perspectiva didatica os detalhes e procedimentos matematicos
necessarios para a construgdo da equagdo diferencial quantica, sob regime relativistico, denominada Equacdo de
Klein-Gordon-Fock (EK-G-F), admitindo o sistema de coordenadas da frente de luz. Para tanto, inicialmente,
destacamos algumas propriedades algébricas da Teoria da Relatividade Especial de Einstein assim como
apresentamos resumidamente as coordenadas da frente de luz em termos das coordenadas cartesianas e do
parametro de evolucdo temporal, isto é, do espaco de Minkowski, obtendo dessa forma a EK-G-F tanto em
coordenadas usuais do espaco de Minkowski, quanto em coordenadas da frente de Luz. Em seguida, para
essas ultimas coordenadas, desenvolvemos detalhadamente a estrutura algébrica da EK-G-F para uma particula
quantica eletricamente carregada em regime de relatividade especial e sob influéncia de configuracdes de campos
magnéticos cldssicos. Além disso, obtemos a EK-G-F com estrutura algébrica similar a uma equacgdo diferencial
quantica de Schrédinger. Por fim, como aplicagdo imediata do uso dessas coordenadas, desenvolvemos os tramites
e passos algébricos necessarios para obtencdo do operador de aniquilacdo do tipo integral de movimento, o qual
configura-se como estrutura matematica necessaria para construcgdo dos estados quanticos coerentes.
Palavras-chave: Equacgido de Klein-Gordon-Fock, Coordenadas da Frente de Luz, Sistemas de Coordenadas,
Operadores de Criagdo e Aniquilacédo.

This article is intended to present, from a didactic perspective, the details and mathematical procedures
necessary for the construction of the quantum differential equation, under a relativistic regime, called the Klein-
Gordon-Fock Equation (KGFE), admitting the front coordinate system of light. To do so, initially, we highlight
some algebraic properties of Einstein’s Special Theory of Relativity as well as briefly present the coordinates of the
light front in terms of cartesian coordinates and the temporal evolution parameter, that is, of Minkowski space,
thus obtaining the KGFE both in usual coordinates of Minkowski space and in coordinates of the light front. Then,
for these last coordinates, we develop in detail the algebraic structure of KGFE for an electrically charged quantum
particle in a special relativity regime and under influence of classical magnetic field configurations. Furthermore,
we obtain the KGFE with an algebraic structure similar to a Schrédinger quantum differential equation. Finally,
as an immediate application of the use of these coordinates, we developed the necessary algebraic procedures
and steps to obtain the annihilation operator of the integral type of motion, which is configured as the necessary
mathematical structure for the construction of coherent quantum states.

Keywords: Klein-Gordon-Fock Equation, Light Front Coordinates, Coordinate Systems, Creation and Annihi-
lation Operators.

1. Introducao

Reconhecida como a primeira equagdo de onda rela-
tivistica, a equagdo de Klein-Gordon-Fock (EK-G-F) foi
proposta em 1926, de forma independente, pelo fisico
sueco Oskar Klein [I], o fisico aleméo Walter Gordon [2]

* Endereco de correspondéncia: damiao.meira@ifpa.edu.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

e o fisico soviético Vladimir Fock [3] 4]E| e embora nao
tenha sido bem-sucedida em descrever os elétrons em
condicoes relativisticas (feito este alcancado posterior-
mente com a FEquacao de Dirac), sob a interpretacdo
de Feynman-Stueckelberg, mostrou-se ttil, por exemplo,

1 Frisa-se que além dos pesquisadores que ji compdem o nome
desta equagdo, outros como Théophile de Donder e Frans-H.
van den Dungen, Johann Kudar e Erwin Schrédinger também a
deduziram neste mesmo ano [5].
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para descrever o comportamento das particulas com spin
nulo, como os mésons (71, 7~ e 7°) e, por consequéncia,
abordar certos campos bosonicos [6]. Menciona-se que
além do seu comum emprego no contexto da teoria
quintica de campos, a EK-G-F tem hoje interessantes
aplicagbes em Optica nao linear, fisica da matéria con-
densada e fendémenos de onda dispersiva [7].

Na literatura, a EK-G-F ¢é geralmente modelada
usando o sistema de coordenadas (ct,x,y,z) para a
localizagao de eventos no espaco 4-dimensional de Min-
kowski. Contudo, neste texto, localizamos os eventos por
meio do sistema de coordenadas da frente de luzPl

De imediato, uma das principais indagagbes que
emergem quando estudamos mudancas dos sistemas
coordenadas é a vantagem de tal abordagem, ou seja,
qual o interesse fisico e/ou mateméatico em promover
uma mudanga de coordenadas e, por consequéncia,
quais as suas implicagdes. Por exemplo, a simples
mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas
polares/esféricas tem seu apelo por facilitar a descricao
de sistemas simétricos [8]. Sob esse prisma, o emprego
das coordenadas da frente de luz também tem sua
utilidade visto que a descricdo analitica e a compreensao
de fenémenos relativisticos tornam-se menos complexas.

Introduzidas pelo engenheiro eletricista e fisico inglés
Paul Dirac [9], as coordenadas da frente de luz foram
desenvolvidas com o objetivo de construir distintas for-
mas de descrever a dindmica relativistica de um sistema
fisico. Em foco, a ideia original reside na combinagao dos
principios da relatividade restrita com a formulacao ha-
miltoniana de modo que a tnica exigéncia é que a teoria
satisfaca as propriedades do grupo de Poincaré [10].

Nos ultimos anos, além da sua aplicagao na Teoria
quantica de campos (TQC), estas coordenadas tém sido
empregadas, por exemplo, em estudos de cromodindmica
quantica sob regime de baixas energias, assim como
para modelar/avaliar espalhamentos a energias muito
elevadas. Ademais, fornecem uma estrutura de véacuo
trivial quando comparada com a estrutura de vacuo das
coordenadas usuais 11}, 12].

Especificamente no contexto da EK-G-F, o uso das
coordenadas da frente de luz é algebricamente conveni-
ente, conforme apresentado por Bagrov, Buchbinder e
Gitman [13] [I4], por exemplo, para o desenvolvimento
do célculo dos operadores de criagdo e aniquilagao,
permitindo a construgao do operador de evolugao tem-
poral, a partir do qual viabiliza-se a apresentagdo de
um novo e apropriado operador de aniquilacdo com o
status de integral de movimentoﬂ Além disso, no que
concerne a oportunos estudos sobre a teoria de estados

2 Também conhecidas como coordenadas do cone de luz.

3 Historicamente, Malkin e Man’ko [I5HI7], Malkin et al. [I8} [T9]
e Dodonov et al. [20] estudaram os estados coerentes para uma
particula quéantica em regime nao-relativistico. Posteriormente,
usando as coordenadas da frente de luz, Bagrov, Buchbinder e
Gitman [I3| [T4] desenvolveram um elegante formalismo dedicado
a obtengdo dos estados coerentes para particula quéntica, em
regime relativistico, sob influéncia de um campo eletromagnético
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quanticos semiclassicos, em regime de relatividade espe-
cial de Finstein, o supracitado operador de aniquilacao
com status de integral de movimento configura-se como
instrumento algébrico apto para a obtenc¢ao dos estados
quanticos coerentesEI relativos a uma particula quantica
eletricamente carregada sob influéncia de uma particular
configuracdo de campo eletromagnético.

Isto posto, no presente artigo, apresentamos didati-
camente as etapas para a constru¢do da EK-G-F sob
o sistema de coordenadas da frente de luz. Para tanto,
inicialmente detalhamos o sistema de coordenadas da
frente de luz (ug, u1, ug,us) em termos das coordenadas
cartesianas (z,y,2) e do pardmetro de evolugdo tem-
poral (ct). Em seguida, obtemos a EK-G-F para uma
particula livre tanto em coordenadas usuais do espago
de Minkowski quanto em coordenadas da frente de luz,
desenvolvendo com este ultimo sistema de coordenadas
a EK-G-F para a dindmica de uma particula carregada
interagindo com campo eletromagnético classico geral,
alcangando uma estrutura algébrica similar a equagao
de Schrédinger. Por fim, para fins de exemplificacdo,
apresentamos resultados da EK-G-F para duas confi-
guragoes particulares de campo magnético classico, além
da obtencao dos operadores de criacao e aniquilacao tao
uteis no contexto dos estados coerentes.

2. Espaco-tempo de Minkowski

O espago-tempo 4-dimensional de Minkowski é um
espago-tempo plano e, portanto, de curvatura nula e é
definido por coordenadas contravariantes e covariantes
que, por sua vez, relacionam-se com o parametro tempo-
ral t e com as coordenadas cartesianas em trés dimensoes
(z,y, 2) da seguinte forma

=c-t= x
= —I
= —I9
= —I3

8 8 8 8
I
SRS

0
1
2
3

onde a constante c¢ representa a velocidade de pro-
pagacao de uma onda eletromagnética no vacuo.

Considerando as variagoes infinitesimais dessas coor-
denadas, temos:

dz = c-dt = dxg
del = do = —dxy
dz? = dy = —dxo
dz® = dz = —dzxs

classico considerando uma particula de spin nulo e uma particula
de spin— %, que sdo descritas pela EK-G-F e pela equagao de Dirac,
respectivamente.

4 Tecnicamente identificados como auto-estados do operador de
aniquilagdo para o caso de um oscilador harmonico, os estados
coerentes tém relevante papel na teoria quintica moderna, forne-
cendo uma relagdo natural entre mecanica quantica e as descri¢oes
classicas, com aplicagoes em TQC, Optica quéantica, fisica da
matéria condensada, gravidade quantica em loop, computagao
quéntica, dentre outros [21H23].
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De modo geral, sabe-se que as caracteristicas e pe-
culiaridades de um determinado espaco-tempo podem
ser obtidas através de seu elemento de linha que, por
sua vez, é invariante sob transformacoes especificas
desse espago-tempo, a exemplo das transformagoes de
Lorentz [6]. Nesse sentido, para um espago-tempo 4-
dimensional genérico, o seu respectivo elemento de linha
pode ser expresso por

3 3
ds* = Z Z Gop(x)dzdz” (1)

=0 =0

onde gog ¢ uma matriz simétrica 4 x 4 denominada de
tensor métrico [24].

Sabendo que o tensor métrico pode ser aplicado para
baixar e elevar indices, conforme as expressoes

3 3
% = Zgaﬁxﬁ, To = Zgaﬁxﬁ (2)
5=0 5=0

e considerando o espaco-tempo de Minkowski, temos
Jap = Map = ¢*7 =™ =diag (1, -1, =1, -1)  (3)

para o qual vale a seguinte propriedade:

3
1, a=
B §8 — 14 H
St =={g azh W
ll‘:

Isto posto, a equacao pode ser reescrita como:
ds* = A(dt)* — (dz)* — (dy)? — (dz)>. (5)

De fato, ainda é possivel escrever os operadores dife-
renciais no espago 4-dimensional

0 ., Lo ©)

Ox™ * Oz
assim como o operador d’Alembertiano:

1 92 9

Para efeitos de simplificacdo, podemos utilizar um
subespago bidimensional (z e ct) cujo elemento de linha
é dado por

(ds)* = & (dt)* - (d2)* (8)

e o diagrama do cone de luz é ilustrado na Fig.[1] no qual,
o elemento de linha (ou a distAncia no espago-tempo) é
classificado como:

 Distancia tipo-tempo (ds)? > 0: associada a
dinamica espaco-temporal de estruturas massivas,
as quais, propagam-se com velocidade |9] < ¢. Os
eventos separados por uma distdncia tipo-tempo
sao ditos eventos com relagcdo causal;
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. ct .7\
\\ ‘ // )
\\\ Futuro /// (ds) =0
N (ds)*> >0 .
. - \\ //
Observador N &

(ds)2<0\\*// 3 450 ’/7 CresEnE
- Z
N ds)* <0

Figura 1: Diagrama do cone de luz.

« Distancia tipo-espaco (ds)? < 0: referente a
dindmica espaco-temporal de estruturas que se
propagam com |U| > c¢. Eventos separados por essa
distancia tipo-espaco s@o denominados de eventos
sem relacdo causal;

o Distancia tipo-luz (ds)? = 0: associada a dindmica
de ondas eletromagnéticas que se propagam no
vacuo com |v] = e.

Para alcancarmos uma relacao entre as coordenadas
do espago de Minkowski e as coordenadas da frente de
luz, consideremos o diagrama da Fig. 2] Relacionando
as coordenadas da frente de luz (u° e w?) com as
coordenadas (z e 2° = ct), alcancamos:
20+ z

V2
20—z

V2

Nesse sentido, generalizando para quatro dimensoes,
obtemos as coordenadas no espago-tempo de Minkowski

u® = +2cos (45°) + 2 sin (45°) =

9)

u® = —zcos (45°) + 2" sin (45°) = (10)

t = (xo,xl,xQ,xS) = (ct,z,y, 2) (11)

0 _
. e \

u® u

Figura 2: Coordenadas do cone de luz.
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e as coordenadas da frente de luz:

' = (u’,ut u? u?)

B (xo +z . 20 — z)
- \/? b b y7 \/i
ct+ z ct—z
= . 12
( \/§ ) ‘/'U7 y? \/5 > ( )
3. EK-G-F para uma particula livre
em coordenadas cartesianas

Seja o espago-tempo descrito na se¢do anterior, os passos
iniciais para a obten¢do da EK-G-F para uma particula
livre nas coordenadas (ct,x,y, z) correspondem ao uso
da expressao da energia relativistica para particula livre
dada por

3
_ 2 2
E pl'pu = mge
n=0

e da seguinte estrutura de operador diferencial parcial
quéntico para o momento linear 4-dimensional:

P = ih2 = inon
Oz,

R o _ .

Py = Zh@ = Zhau

Desse modo, a partir da aplicagdo da versao opera-
torial da energia relativistica sobre a func¢do de onda
U(x,y, z, ct) obtemos a expressio

Zp DV 302\1' (13)

a qual consiste em uma equagao de onda quantica, sob
regime relativistico, para particula livre de spin zero que
é tradicionalmente conhecida como a equac¢ao de Klein-
Gordon-Fock.

Reescrevendo a equagao como se segue

3 3 m2c2
DD 90D+ T =0 (14)

pn=0r=0

e considerando a métrica dada na relacéo 7 obtemos

m% ?

0p0g¥ — 0101V — 9505¥ — 9303V + U=0

ou, alternativamente

0 mgc?
M(@xo) < O’ <8xl>+ h? =0

10°0 920 920 Q%W +m302
202 07 o 02 h2

U=0 (15)

Na literatura, a expressao é conhecida como a
equacao de Klein-Gordon-Fock para uma particula livre
em coordenadas cartesianas e de tempo (ct,x,y, z).
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4. EK-G-F para uma particula livre
em coordenadas da frente de luz

Considerando as coordenadas espago-temporais cur-
vilineas generalizadas u* em termos das coordenadas
cartesianas e de tempo z#, a EK-G-F para uma particula
quantica livre e relativistica pode ser escrita como

3 3 3
>N g (ﬁuﬁu —iy r;‘m) U =m22T  (16)

pn=0r=0 a=0

onde o tensor métrico g, o simbolo de Christoffel FZB
e o termo p,, sdo, respectivamente:

ou* ou” e
Z Z 9z 0zB ’

a=0 =0

3
Z g (@
V:O

re

aB - aguB + 8,B§uo¢ - augaﬂ)

0
#72718 o

Fazendo uso das relagtes expressas em ((12)) e sabendo
que as componentes nao-nulas da métrica n*¥ sao

0= gl = 22— 38—
temos
g% = g0 = 402 — 410 _ 12 13 20
Pl =B =Bl B2 =38 =
e
B = gll= 22— 30—

Neste caso, conclui-se que os componentes do simbolo
de Christoffel sdo todos nulos (I',; = 0), o que nos
possibilita reescrever a equagao como:

3 3
Z Z 3" Dup,V = mic*w (17)

pn=0rv=0

Considerando novamente as relagdes entre as coor-
denadas cartesianas e de tempo (ct,z,y,z) e as co-
ordenadas da frente de luz (u®, ul,u? u?), verifica-se
as seguintes relacoes entre os operadores diferenciais

parciais:
e Para a coordenada x:

o  oul 9 0

or  Or oul  oul
F oo (0)_ 9 (0)_ ¥
dr2 Oz Oul \ 8z )  Oul \dul)  Hyu12
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o Para a coordenada y:
o _owo _ o
oy Oy Ou?  Ou?

P oo (9y_ 0 (o) o
oy2 Oy ou2 \oy) ou2 \ou?)  9u2?

e Para a coordenada z0 = ct:

9 oo owt o

OxY 0z0 Ou® 020 dus
VI V3o
T 2000 T 2 oud

9? 1 0 49 0? N 0?
8x0> 2 \ guo? Oudoud - oud®

e Para a coordenada z:

9 oo ow o
ox3  Ox30ud  Ox3 Oud
_ o
o 2 0ud 2 Ous

P 1(_ 0 aN(_ o o
8r3> 2 oud  Oud oud  oud

71 82 .y 82 N 82
2\ ou” oulou3  oud’

Isto posto, podemos substituir essas relagoes dos
operadores diferenciais parciais na equacao (17) como
se segue

AN A P
2\ ou”® " ou Oudou3 oul?

0w 1 0? 02 5 0?  mjc? o
ou?? 2\ ou’® = ou¥ Oudou3 N h2
obtendo a expressao
0% 2V 9%V m3c?
- - = v 18
ouloud  oul®>  ou?® h? (18)

ou de forma equivalente:

v O\ [l /820 PV mi

=) |5 (ot o — "2 w) | (19)

ouP ou’ 2 \ dult Ou? h?

Esta tltima expressdo representa a EK-G-F para
particula livre escrita em termos das coordenadas da
frente de luz. Alternativamente, é possivel reescrever

a EK-G-F de forma algebricamente similar a famosa
equagdo de Schrodinger [13]

ov

A
em que a funcdo de onda estd descrita em termos
das coordenadas da frente de luz W(u',u?, u®

=HU (20)

Ju,ul) e o
operador do tipo hamiltoniano H é dado por:

S LN (P 92 mic?
H = _ 0
(5‘u3) (8u12 + ou?* n? >
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5. EK-G-F para uma particula carregada
sob efeito de campo eletromagnético
classico em coordenadas da frente
de luz

Generalizando a equacao para o caso de uma
particula quantica eletricamente carregada de spin zero,
em regime relativistico e sob influéncia de um campo
eletromagnético classico, temos

ZZg’“’ (PMP szr ~>\IJ m2Av  (21)

pn=0r=0

sendo o termo ]5H dado por:

P, =ih— — = A,.
hau“ ¢t

Fazendo uso dos resultados apresentados na secgao 4,
é possivel escrever:

3 3
Z Z §" P,P,¥ = m3c*¥

pn=0rv=0

Portanto, verifica-se que

de modo que:

2
(Pojjg + ]53150) U = (Z Pzﬁ)z + m%&) v, (22)

=1

Uma vez que

= .0 qx = .0 q
bo=ihgs = Ao Pi=itg s =4
= 0 q; = 0  qx
P2 = ’LHW - EAQ, P3 = Zh% - EA?,, (23)

é conveniente escrever:

_ P 8 q-
POP3 = <'Lha — A0> . <'L % — CA3>

o [0V . q [0As L q ~ OV
2
‘ﬁ&p(&ﬁ)‘mf(&p)m‘m‘%ao

ov % . -
— Zh Aoa 3 + cszoAg\I/ (24)
- = . 0 q - . 0 q -
PgPO\I/ = <Zhaug — CA3> . <Zhauo — CA0> g
o (0v q (94, - OV
2
= 2 () pd (220 A
h ou? <8u0) c <8u3> Zh O ou3
—ih= Adal + AgA()\If (25)

ouo
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A partir das equagdes e , reescrevemos a
equacao como:

Com base no eletromagnetismo cléssico [25], sabemos
que

- 04, 04,
F’“’_au“ ou?
e
037 9u0 — oud oud  oud

0 que nos permite obter:
~ ~ 2 ~ ~ ~
2%%@:(2}%}Hﬁ8+m%%>@ (26)
c
i=1

De fato, podemos ainda escrever a equagao (26) no
seguinte formato
ov

~— —HV

ou® (27)

A~

no qual, o operador do tipo hamiltoniano H corres-
ponde a

—_

. . 2

iq ~ T~ -1 L 99 . q=
Ay + — (P PP, h=F
he 0+2h( 3) (; + mge” + 14 p 03)

A equacgao apresenta-se como uma EK-G-F sob
a configuracdo de uma equagao diferencial parcial de
primeira ordem na coordenada u° em similaridade com
a equagao de Schrodinger.

5.1. Campo magnético classico constante
e uniforme

Assumindo a configuracdo que representa o campo
magnético classico constante e uniforme, o qual estd
disposto geometricamente na dire¢ao do eixo z, é possivel
escrever as componentes do tensor potencial eletro-
magnético flu como:

~ yB u’B

Ap=0, Ay =—"—=———

0 ) 1 2 2 )
< B u'B -

A, =22 _ %P2 7 _
2 9 9 3 0

Neste caso, as expressoes (24) e (25 sdo reescritas
como:

- 0 (0¥
PyPsU = —i* — [ =— 2
5 2 < auo) (28)
- 0 [0V

PPV = —1°— | - 29
5 2 ( 8u3) (29)
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Por sua vez, a partir das equagdes (28) e (29),
reescrevemos a equagao (22)) como:

2
2P, Py (Z Bt mgcz> v
1=1

Conforme destacado anteriormente, é possivel reescre-
ver esse tultimo resultado no formato da equagao (27).

Neste caso, o operador do tipo hamiltoniano H corres-
ponde a:

. 2
P ) ~ ~ ~
H:—%Q@1<éPﬁ+m&ﬁ

Escrevendo em detalhes, temos

= ., 0 qu’B ., 0 qu’B
i = %”Kmaw%z) <Zhaul+c2
0 qu'B . 0 qu'B 9 9
i (ﬁw‘g) (’hauz‘cz e
(30)

. . 0 quB\ /(.. 0 qu’B

= (ihps + 2= 412 = 1
PP (Zhaul + c 9 ) (Zhaul + c (3 )
I 0 qu'B 0 qu'B
PPy = (in2 — 102 (it 4t 2 2
22 (Z out ¢ 2 >(Z dul ¢ 2 (32)

5.2. Campo magnético classico constante
e nio-uniforme

Seja a configuracdo de campo magnético classico cons-
tante e nao-uniforme, disposto geometricamente na
direcdo z com B, = B + 2!, podemos reescrever as
componentes do tensor potencial eletromagnético Au

COmCE:
/10:0, fllzuzB, A2:—77 A3:0

De posse desses resultados e seguindo os mesmos
passos da subsecao anterior, obtemos novamente uma
expressao no mesmo formato da equagao de Schrédinger
(equagéo na qual o operador hamiltoniano apresenta-
se como

gyl (i .2 (il 1
H = QEU{(Zhﬁul Cu B) (zhaul cu

2 2
0 q(')' B o q(ut)" B
[ i Sl I P N

T ou? + c 2 ou? + c 2

+ m%cQ} (33)

5 Exemplo extraido de [26].
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(35)

6. Uso das coordenadas da frente de luz
no estudo preliminar dos estados
coerentes

Uma das mais importantes aplicacdes das coordenadas
da frente de luz esta relacionada ao seu uso no estudo dos
estados coerentes tao uteis em TQC e Optica quantica,
por exemploﬁ Para evidenciar como essas coordenadas
podem auxiliar nesses estudos, nesta se¢cdo apresentamos
minuciosamente 0s passos necessarios para a obtengao
dos operadores de criacdo e aniquilagdo fazendo uso
destas[]

6.1. Obtencgao dos operadores de criagcao
e aniquilagao

Seja uma particula quantica de spin-zero eletrica-
mente carregada, ndo submetida a acdo de campo
eletromagnético cldssico, cuja dindmica é descrita pela
equacao , podemos definir os operadores de criacéo
(a) e aniquilagdo (a™) associados as coordenadas u' e u?
como:

(20N (D0
(au+au><au Zam) (36)

b (L0 O e (L0 0
< au+au> 2( 5l lauz) (37)

Convenientemente podemos calcular a expressao
aratw

0 0 0 5}
A At o Y . I
may ¥ = <6u1 +28u2> <8u1 ZauZ) v

(Do v
T\ oul ou? Oul ou?

L . S

Q>

Q>

= — 38
o " guioe Vigwon T o )
e analogamente a expressio Gzdy V:
0%V 0?v 0?w 02w
A At . .
G2 ¥ = 50w " putoul T putow T o (Y

6 Tépicos sobre os estados coerentes sdao explorados em [22) 23)].
7 A obtencio dos estados coerentes foge do escopo deste trabalho.
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0% B o>
outou?  ou2dul’
equacoes e , nesta ordem, como
. o?v  92v v 9%V
R A A
além do operador hamiltoniano, expresso na equacao
(20), como se segue:

o 10N\ (mal  asad  mie?
H=>(— 22 00 (40)

2 \ Ou? 2 2 h?

0]

oud’ N
ter o comutador entre este e o operador H, com a
aplicacao deste comutador sobre a func¢ao de onda ¥ =
U(ul,u?,u3,ul), ie:

Observando que

reescrevemnos as

Definindo o operador Ky = é apropriado ob-

[FI, Kg] U= ARV — K30 (41)
Desenvolvendo algebricamente o comutador, obtemos:

[ﬁ, f@,} v

Em seguida, sabendo que
Ksaaf O(ut,u? v u®) = araf KaW(ut,u?, u®,u)

e substituindo essa tultima relacdo na equagao ,
alcangamos:

[HK;;] v
1 ~, -1 d1a+ &2&+ m202 A
e ) 1 2 0% ) Row
2 ( 8 ( 2 T2 h? ’
L/ N\"1 (aia]  asaf mic?\
— = - K0
2 3) ( 2 T2 h? 3
—0 (43)

Com base no formalismo de Heisenberg, estados
quanticos que descrevem a evolugdo temporal de estados
quanticos puros pertencem ao espaco de Hilbert. Ade-
mais, os observaveis fisicos associados aos operadores A
independentes do tempo no dmbito do formalismo de
Schrédinger sdo substituidos por operadores A(t), que
por sua vez, evoluem por meio de uma transformagao
unitdria no seguinte formato:

A(t) = exp (?) Aexp (—i;ft) (44)

Uma vez que o operador A(t) neste formalismo satisfaz
a seguinte equag¢ao de movimento

i [AI?] (45)
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verificamos que

dK. A
—in L = {H 3} -0 (46)
A 0
e, portanto, podemos afirmar que o operador K3 = 95
u

é um operador do tipo integral de movimento para a

equacao , ie:

U (v, ut u? u?) = K30 (uf, 0!, u? u®)  (47)

i
ou3

Considerando que K3 é uma constante de movimento
e, portanto, nao depende explicitamente do tempo,
reescrevemos a funcao de onda sob a forma

U (uo,ul, uz,u3) = exp (*iK3U3) v (UO,U17U2) (48)
de modo que

0

K3 (u u1 u? u3) = a—\I/ (u ut u2 u3)

= —i K3V (u u1 u? u3)

1,2

assegurando que ¥ (uo, U, U ,u3) é autofuncao do ope-

rador f(g, com correspondente autovalor Kj.
Considerando a EK-G-F expressa no formato de
uma equagao de Schrodinger tal como apresentada na

equacao
ov (uo, ul, u?, u3)
oul

= HU (u ul u? u3)

realizando a substituicdo da fungdo de onda expressa por
(48) na equacdo imediatamente anterior

% {exp [*Z.Kg’l.ts\:[/ (uo,ul,u2)]}

_ LN (g mie
2\ 0ud - h2

exp (—iKgUS) )4 (uo, ut, u2)

e desenvolvendo algebricamente

9 [exp (—iK3u®)] M

oud
m2c
= <E ;;2 )exp( 1K3u )\I/ (uo,ul,uz)

Ay (W) W (ut,u?) = </Hdu>alexp</ Hdu)

Equagéo de Klein-Gordon-Fock para uma particula sob efeito de campo magnético classico

obtemos
ov (uo,ul,UQ) _ .1 z_ m3c? v (uo,ul,u2)
oud 21 K5 h?2
(49)
A o2
2 2
sendo ==} %, EWE

Redefinindo ¥ (uo, ul, uz) e H respectivamente como

A~

g (uo,ul,uz) =U (uo) v (ul,u2)

1 _ mic?
2K (5_ 12 ) (50)

reescrevemos a eq. (49)) como segue:

dU (u° N 1 ~  mac?
T (u',u?) 7d1(10 ) =U (u") [—%K_B (:— ;;2 )}

x U (u', u?)
=U (uo) HU (ul,u2)

-

Integrando ambos os membros da tltima expressao

/[U (uo)}_ldf] (u) :/ﬁduo

alcangamos

U (u°) = exp ( / If.lduo) (52)

o qual é denominado como operador de evolucdo tempo-
ral.

Uma vez alcancado esse resultado, manifesta-se conve-
niente construir o operador aniquilacdo que se comporta
como integral de movimento. Para tal propésito, consi-
deremos:

>
—
—
<
o
SN—
Il
-
—
<
o
=3
—=
=Y
—
<
o
~—
L
—~
ot
w
S~—

a1U(u®) 71 (u',u?) (55)

Al (UO) v

Substituindo apropriadamente o resultado da
equacao (52) na expressdo , e procedendo
algebricamente, alcanca-se a equagao (56]).

u?)

_ 1 1 mac 20 - i 2.0 1 9
= exp {/( 2K3+2K3) 2 du}exp(/2K3_du>aleXp</ 2K3_du)\ll(u,u)

= exp (/ 2K3Hdu )&1exp (/

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210172, 2021
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Utilizando as séries de McLaurin para as fungoes
exponenciais

Ooxn 2 3
e :2;_1+x+?+g+
> .’tz .’ﬂg
fz< —1-o+ % -S4

adotando convenientemente

W = / 2K3_du

e realizando adequados tramites algébricos, alcancamos:

. o,
)al (1—w+2—|—-~->

-2
eVae” " = (1—!—11)—&—124—---

. W DA
:a1+wa1+§a1—wa1—wa1w— 5 +
ol wag?  wlagw?
+w'— + + +
2 2 4

€20210172-9

Reescrevendo o termo entre parénteses como se segue

W a4y — 2041w + W a; = W (Way — 410) +
— (D@ — ayd)
=, a1]_ — [0, a1]_ W
= [, [, a1]_] (57)
obtemos:
ePare = ay + [, a,]_ + % [@, [@,a1]_] +... (58)

Analisando minuciosamente cada termo, temos:

[, a1]_ U (u',u?) = (a1 — ard) U (u',u?)

war ¥ (u', u?) — a0V (u',u?)
(59)

Especificamente para o termo waq, ¥ (ul, u2) encontra-
se a relagdo dada na equagdo (60).

B i 02 02 ol 10% (vt u?) — 0F (ul,u?)

N {/ 2K3 <8u12 * 8u22) du ] oul T ou?

B i |30 (uhu?) P (uhu?) 03T (ulu?) O3V (u',u?) )

B / 2K out® T 2 ou2*ul ‘ ou?® b
0% (ul, u2)

_ / (9 ;0
B 2K3 oul l8u2

(1]

0 0 7
:(a+ auz)/m v

Com base no resultado da equagao , podemos
escrever a equagao (b9)) como

[W,a1]_ W (u',u?) =0 (61)
e por consequéncia:
ePae W (ul,u2) = v (ul, u2) (62)

De posse desses resultados, observamos

Ay (W)@ (uh,u?) = U () U (u0) 7 0 (uh, u?)

=a Vv (ul, u2)

do qual, concluimos que:

A~ ~

R + A
Ay = ag, Al =

S
=4
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oul?

o (ul, u2) 0
9 ]du

(60)

Utilizando procedimentos analogos aos descritos para
obtengao das relacoes operatoriais imediatamente ante-
riores, verificamos que

Ay =as, AJ =aJ

onde Af e A;r sao os operadores adjuntos dos operadores
Aj e Ay, nesta ordem.

Das equagdes e 7 identificamos:

Por fim, calculemos as relagbes andlogas as ex-

pressoes e , para os operadores /lf e A;,

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210172, 2021
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respectivamente

“ N N + A + N
if = [0a,071) = [0 afo

Sabendo que o operador de evolugdo temporal U,
conforme as expressoes e , é dado por

3 (=9) <~ m(Q)CZ) 0]
U =ex ~ =2 — —— | du
P [/ 2K h?

podemos escrever o operador inverso bem como o ope-
rador adjunto do operador U, respectivamente, como

ANl { 02 0? 7 méc? 0
U =exp {/ e <8u12 + du

ou?’ h?
: 2 2 2.2
At { 0 0% mge du®
0t =e| [ 5 (oo o =) )

de modo que
or=0+, 0] =0

e os operadores de aniquilagdo do tipo integral de
movimento sa0 expressos como:

A —0at0,  Af = Oa30!
Consideracoes finais

O sistema de coordenadas da frente de luz tem seu
apelo por facilitar o algebrismo e a compreensdo da
dindmica relativistica de sistemas fisicos inclusive com
importantes aplicacbes em TQC. Neste sentido, com
base em [I3], foi apresentada uma revisdo didatica de
aspectos relacionados a este sistema de coordenadas e
seu emprego na modelagem da EK-G-F (destacando que
a referida equagdo é uma equacao diferencial parcial de
segunda ordem no tempo ct e nas coordenadas x, y e z)
apresentando-a como uma equacao de primeira ordem
na varidvel u? e de segunda ordem nas varidveis u! e
u? bem como tornando-a similar e andloga & equacio de
Schrédinger, permitindo obter o operador de evolugao
temporal e o operador de aniquilagao do tipo integral de
movimento.

De fato, ainda que algebrismo e a discussdo em-
pregada tenha almejado, essencialmente, a formulagao
da EK-G-F, em coordenadas da frente de luz, para
uma particula quantica carregada submetida a diferentes
configuracoes de campo magnético classico, o desenvol-
vimento apresentado pode ser proficuamente utilizado,

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20210172, 2021
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por exemplo, para estender estudos relativos aos esta-
dos quanticos coerentes ou estados quasi-classicos com
relevantes conexoes com areas tedricas, experimentais e
aplicadas da fisica contemporanea.
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